ALGEBRA II
Primer Cuatrimestre — 2014

Practica 6: Modulos

Moédulos y morfismos

1.1.

Sea Aun anillo, n > 1y M € M, ,(A). Muestre que la multiplicacién matricial da un morfismo

de A-médulos

1.2.
(@)

)

©

1.3.

fixe€eA"— MxecA™.

Sea A un anillo.
Sea M un A-médulo a izquierda. Si definimos un producto M x A°® — M poniendo m-a = am,
podemos dotar a M de una estructura de A°’-mddulo a derecha. Lo notamos M°P.

Si f : M — N es un morfismo de A-médulos a izquierda, entonces f : M°? — N es un
morfismo de A°’-mddulos a derecha.

Reciprocamente, todo A°’-médulo a derecha es de la forma M°P para algun A-mdédulo a izquier-
da M y todo morfismo de A°’-mddulos esta inducido como en la parte anterior.

Sean N y M dos Q-mddulos. Muestre que una funcion f : N — M es un morfismo de Q-médulos

sii es un morfismo de grupos abelianos.

1.4.
(@

)

©)
1.5.

)

1.6.

Sea A un anillo y N, M dos A-médulos.

Muestre que hom,(M, N) es un grupo abeliano con suma dada por

(f + g@)(m) = f(m) + g(m), Vf, g €homy(M,N), Yme M.
Sea Z(A) el centro de A. Definimos una operacién

Z(A) x homy(M,N) — hom,(M,N)
poniendo

(a-f)(m) = f(am), Vf € hom,(M,N), Ya € Z(A), Vme M.

Muestre que esto hace de hom,(M,N) un Z(A)-mdédulo.
Muestre que para todo A-mddulo M existe un isomorfismo de Z(A)-mdédulos hom,(A, M) — M.

(@) Sean A, By C anillos y sean M un (A, B)-bimédulo y N un (4, C)-bimédulo. Muestre que
el grupo abeliano hom,(M, N) posee una unica estructura de (B, C)-bimddulo tal que

(b-f-c)(m)= f(mb)c, VbeB,VceC,VmeM.

Sea A un anillo y M un A-médulo a izquierda. Considerando a A como (A, A)-bimédulo, muestre
que hay un isomorfismo de A-mddulos a izquierda hom,(A, M) = M.

Cambios de anillo. Sea ¢ : A— B un morfismo de anillos.
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(@

®)
©

(d)

(e)

o

1.7.

(@)

)

1.8.

(@)

)

Muestre que si definimos un porducto A X B — B poniendo
a-b=¢(a)b

dotamos a B de una estructura de A-mddulo a izquierda sobre B. De forma similar podemos
obtener una estructura de A-mddulo a derecha y de A-bimddulo sobre B.

Sea M un B-médulo a izquierda. Muestre que el producto A x M — M dado por a-m = ¢(a)m
hace de M un A-médulo a izquierda. Lo notamos ¢*(M).

Si f : M — N es un morfismo de B-médulos a izquierda, entonces f : ¢p*(M) — ¢*(N) es un
morfismo de A-mddulos a izquieda. Lo notamos ¢ *(f).
Si M y N son B-mdédulos a izquierda, la aplicacién

¢": f €homy(M,N) — ¢*(f) € hom,($"(M), ¢*(N))

es un morfismo de grupos abelianos.

Si M, N y P son B-mddulos a izquierday f : M — N y g : N — P son morfismos de B-mddulos,
entonces

¢ (gof)=¢"(g)od"(f).

En particular, la aplicacién ¢* : Endg(M) — End,(¢*(M)) es un morfismo de anillos.
De condiciones sobre ¢ que impliquen que la aplicacién

¢" : homy(M,N) — hom,(¢™(M), " (N))

sea inyectiva (sobreyectiva) cualesquiera sean los B-modulos M y N.

Sea A un anillo, M un A-médulo a izquierda y sea B = End,(M) el anillo de endomorfismos de

Muestre que M es un B-mddulo a derecha de manera natural y que con esa estructura resulta
de hecho un (A, B)-bimddulo.

¢Qué relacion hay entre Ay Endz(M)?
Sea A un anillo.

Sea f : M — M’ un morfismo de A-mddulos a izquierda. Para cada A-mddulo a izquierda
definimos un aplicaciones

i :h€homy(M',P)— ho f € hom,(M,P)

fP hehomy(BM)— f ohe€homy(BM').

Se trata de morfismos de grupos abelianos.

Sean f : M — M’y g : M’ —» M” morfismos de A-mddulos. Entonces para cada A-mddulo a
izquierda P vale que

frogp=(g°f)

gloff =(gof).
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(¢) Una sucesion de A-médulos a izquierda

0 ML 5 m

es exacta sii la sucesion de grupos abelianos

£ N
0 —— hom,(N, M") ——= hom,(N, M) ——= hom,(N, M")

es exacta para todo A-mdédulo a izquierda N. ¢Hay un enunciado similar que involcre a los
morfismos f y gy?
(d) ¢Es cierto que si

0 ML s m 0

es una sucesion exacta de A-mdédulos a izquierda entonces

£ N
0 —— homy(N, M") ——= hom,(N, M) ——= hom,(N, M") —= 0

es una sucesion exacta de grupos abelianos?
1.9. Un A-mddulo M es simple sii para todo m € M \ 0, Am = M.

1.10. (a) Lema de Schur. Sea f : M — N un morfismo de A-mddulos.
1. Si M es simple, entonces f es o bien nula o bien inyectva.
2. Si N es simple, entonces f es o bien nula o bien sobreyectiva.
3. Si M y M son simples, entonces f es o bien nula o bien un isomorfismo.
(b) Si M es un A-mddulo simple, End,(M) es un anillo de divisién.
1.11. Sea A un dominio integro y sean vy,...,v, € A". Sea M € M, (A) la matriz cuyas columnas son
los vectores vy,...,V,.
(a) El conjunto {v;,...,v,} es linealmente independiente si det M # 0.
(b) El conjunto {vq,...,v,} es un sistema de generadores si det M € A*.

1.12. (a) Todo médulo de tipo finito posee un conjunto generador minimal.
(b) Paratodo n € N existe un conjunto generador minimal de Z de cardinal n.

1.13. Sea k un cuerpoy V un k-espacio vectorial. Sea f € End, (V). Muestre que existe exactamente
una estructura de k[X]-mdédulo a izquierda sobre V para la cual k C k[X] acttia por multiplicacién
escalar y

X-v=f(v), Vvev.

1.14. Sea A un anillo y M un A-mddulo a izquierda.

(a) El conjunto annM = {a € A:am =0, Vm € M} es un ideal a izquierda de A. Si annM =0,
decimos que M es un A-mddulo fiel.

(b) De ejemplos de modulos fieles.
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Condiciones de cadena I

2.15. Un A-mddulo es finitamente generado si es isomorfo a un cociente de A" para algtin n € N-

2.16. Si

0 M’ M M” 0
es una sucesién exacta corta de A-mdédulos a izquierda y M’ y M” son finitamente generados, enton-

ces M es finitamente generados.

2.17. Sea A un anillo, M un A-mddulo a izquierda finitamente generado y sea f : M — A" un
morfismo sobreyectivo de A-médulos. Muestre que ker f es finitamente generado.

2.18. Muestre que existen mddulos finitamente generados y no Noetherianos y mddulos tales que
todos sus submodulos propios son finitamente generados pero que no son Noetherianos.

2.19. Un k-espacio vectorial V es noetheriano sii dim; V < oo.
2.20. Un anillo principal a izquierda es Noetheriano a izquierda.

2.21. Sean A un anillo, M un A-médulo a izquierday f € End,(M). Sin € N, pongamos K,, = ker f"
y I, =im f". Entonces

(@) K;=K, = K;NnIl;=0;

b L=I, = K, +1,=M;

(¢) si M es Noetheriano, existe n € N, tal que K,, N I,, = 0;

(d) si M es Noetheriano y f es sobreyectivo, entonces f es un automorfismo.

2.22. Sead € Z y sea vd € C una raiz cuadrada de d. Muestre que el anillo Z[+/d] es noetheriano.

2.23. Sea k un cuerpo, V un k-espacio vectorial de dimensién infinita y A = End, (V) el anillo de
endomorfisos de V. Muestre que existe un A-médulo M no nulo tal que M = M @& M.

Algunos lemas usuales

3.24. (a) Sea
0 M’ M M 0
jf’ Lf f
\
0 N’ N N” 0

un diagrama conmutativo de A-mddulos izquierdos en el que las filas son exactas. Entonces
existe exactamente un morfismo f” : M” — N’ que completa el diagrama preservando la
conmutatividad.

b) Sif’ son isomorfismos, entonces f” es un isomorfismo.
y

3.25. Lema de los cinco. Consideremos un diagrama conmutativo de A-médulos izquierdos

lal laz las l‘h Las
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y supongamos que las dos filas son exactas.

(@) Siay, a,, as y as son isomorfismos, entonces a; es un isomorfismo.
(b) Sia; essobreyectivoy a, ¥ a4 son inyectivos, entonces a; es inyectivo.
(c) Sias esinyectivoy a, ¥ a4 son sobreyectivos, entonces a; es sobreyectivo.

3.26. Lema de los nueve. Consideremos un diagrama de A-médulos izquierdos

0 0 0
0 M’ M M” 0
0 N’ N N” 0
0 P’ P p” 0
0 0 0

en el que las tres columnas y las dos primeras (o las dos ultimas) filas son exactas. Entonces la
tercera fila también es exacta.

Localizacion de modulos

4.27. Localizacion de médulos. Sea A un anillo, S C A un subconjunto central multiplicativamente
cerrado y sea M un A-médulo a izquierda.

(@) Muestre que existe un A-médulo Mg y un homomorfismo de A-mddulos j,; : M — Mg que
satisfacen la siguiente propiedad:
Para cada homomorfismo f : M — N con codominio en un A-médulo N para el
cual todas las aplicaciones n € N — sn € N con s € S son isomorfismos, existe un
Unico homomorfismo f : Mg — N tal que f = f o jy,.
(b) El par (Mg, j,,) esta determinados a menos de un isomorfismo candnico.
(¢) El A-mddulo M; es de forma natural un Ag-médulo.

(d) Si M es un A-médulo tal que para todo s € S la aplicacion m € M — sm € M es biyectiva,
entonces j,; : M — Mg es un isomorfismo.

() Sif:M — N es un morfismo de A-modulos, entonces existe un tinico morfismo fg : Mg — Ng
tal que conmuta el siguiente diagrama:

M#N

d s
fs

MS éNS

Si S = A\ p para un ideal primo p € Spec A, entonces escribimos M, en vez de M.
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4.28. Sea A un anillo, S C A un subconjunto central multiplicativamente cerrado y sea M un A-
moédulo a izquierda finitamente generado. Entonces Mg = O sii existe s € S tal que sM = 0.
De un contraejemplo para esta equivalencia cuando M no es finitamente generado.
4.29. Exactitud de la localizacion.
(a) Sea Aun anillo y S C A un subconjunto central multiplicativamente cerrado. Si

0 ML s m 0

es una sucesion exacta corta de A-mddulos, entonces

0 Y LI VI ¥/ 0

es una sucesion exacta corta.
(b) En particular, si M’ C M es un submédulo de un A-médulo M, entonces M puede ser conside-
rado un submddulo de M.

4.30. Sea A un anillo, S C A un subconjunto central multiplicativamente cerrado y M un A-médulo.

(a) SiPyQ sonsubmddulos de M, entonces (P + Q)s = Ps + Qg.
(b) Si P yQ son submddulos de M, entonces (P NQ)g = Ps N Q.
(¢) SiP C M es un submddulos, entonces hay un isomorfismo canénico (M /P)g = Mg/Ps.

4.31. Propiedades locales. Sea A un anillo conmutativo.
(a) Sea M un A-moédulo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) M =0;
(ii) M, =0 para todo p € Spec A; y
(iii) M,, = 0 para todo ideal maximal m C A.
(b) Sea f : M — N un morfismo de A-mddulos. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) f esinyectivo;
(ii) f, esinyectivo para todo p € Spec 4; y
(iii) f,, es inyectivo para todo ideal maximal m C A.
(¢) Sea f :M — N un morfismo de A-mdédulos. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) f es sobreyectivo;
(i) f, es sobreyectivo para todo p € Spec A; y
(iii) f,, es sobreyectivo para todo ideal maximal m C A.
(d) Consideremos una sucesion de A-mddulos y morfismos de A-mdédulos

0 ML s m 0 1)

tales que gf = 0. Muestre que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) La sucesion (1) es exacta.
(ii) Para cada ideal primo p <1 A, la sucesién
fo 8p

/ "
0 M/ M, M 0

obtenida de (1) localizando en p, es exacta.
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(iii) Para cada ideal maximal m <1 A, la sucesion

fm M, &m M 0

m

0 M/

m

obtenida de (1) localizando en m, es exacta.

4.32. Soporte de un médulo. Sea A un anillo conmutativo. Si M es un A-mddulo, el soporte de M es
el conjunto

suppM = {p € Spec A: M, # 0}.
Muestre que si M es finitamente generado, es

suppM = {p € Spec A:p C annM}.

Bartel Leendert van der Waerden
1903-1996, Bélgica y Suiza.

van der Waerden publicéd en 1930 su obra mas conocida, el libro Al-

gebra, basado en parte en notas de Emmy Noether y Emil Artin, en el
que que dio forma a lo que hoy entendemos por algebra.
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