ALGEBRA II
Primer Cuatrimestre — 2014

Segundo parcial
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1. Sea A un anillo y considere el siguiente diagrama de A-mddulos a izquierda:

0

donde la fila y la columna son sucesiones exactas cortas. Ademdas P y P’ son médulos proyectivos.
Pruebe que K ®P' =K' & P.

Sugerencia. Considere el A-médulo X = {(p,p’) € P x P’ : ¢(p) = ¢(p’)} y uselo para completar el diagrama conveniente-

mente.

Solucion. Es facil ver que X es un A-moédulo. Ademas las proyecciones se restringen a X y dan morfismos
m:X - Py :X — P’ que resultan sobreyectivos.

Vale que ker t = K’. En efecto, si (p,p’) € ker 7t entonces p = 7t(p,p’) = 0. Como (p,p’) € X vemos que
¢'(p’) = ¢(0) = 0. Como la sucesién vertical es exacta, existe k’ € K’ tal que t'(k’) = p’. De esta manera
obtenemos un morfismo ker T — K’ que resulta un isomorfismo (ejercicio).

Andlogamente ker 7’ = K. Haciendo esto obtuvimos dos sucesiones exactas cortas0 > K - X —» P’ >0y
0 —» K’ - X — P — 0. Estas dos sucesiones se parten pues P y P’ son proyectivos. Por lo tanto K @ P’ = X =
K’ @ P como queriamos.

2. Sean A un anillo y M un A-mdédulo a izquierda finitamente presentado. Supongamos que el
conjunto {my,:--,m,} € M genera a M. Sea K el nicleo del morfismo f : A" — M dado por
f(e;) = m;. Notar que la informacién del enunciado se puede codificar en el diagrama de filas
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exactas

A A M 0

0 K A" M 0

Pruebe que K es finitamente generado (en particular ser finitamente presentado no depende de los
generadores elegidos).

Solucion. Como A’ y A™ son libres (y en particular proyectivos) podemos completar el diagrama del enunciado a
un diagrama conmutativo de filas exactas

A AT M 0
0 K A M 0

El lema de la serpiente nos da una sucesion exacta larga
ker g — ker f — kerid — coker g — coker f — cokerid

pero como ker id = cokerid = 0 concluimos que hay un isomorfismo coker g = coker f. Esto nos permite armar
una sucesién exacta corta

0— A — K — cokerf —0

en las que tanto A° como coker f son finitamente generados. Concluimos que K también es finitamente genera-
do.

Solucién. Si cambiamos la primera fila por 0 — K’ — A" — M — 0 donde K’ es el nticleo de A" — M, estamos
en condiciones de usar el primer ejercicio del parcial para concluir que K @ A" = A" @ K’. Ademds sabemos que
K’ es finitamente generado (pues recibe un epi de A®) y por lo tanto K & A" = A" @ K’ es finitamente generado.
Como K es un sumando directo de un finitamente generado resulta, también, finitamente generado.

3. Sea G un grupo abeliano finitamente generado

(a) Pruebe que si G es finito, entonces G = hom,(G,Q/Z).
(b) Encuentre un grupo abeliano finitamente generado tal que G % hom,(G,Q/Z).
(c) Pruebe que si G es finito, entonces la evaluaciéon

ev : G = homy(hom,(G,Q/Z),Q/7Z)

es un isomorfismo.

Solucion. Como G es finitamente generado, el teorema de estructura nos dice que G es suma directa de grupos
ciclicos. Ademés sabemos que hom(M @& N, T) = hom(M, T) & hom(N, T). Estas dos cosas implican que basta
probar el resultado para G un grupo ciclico. Vale que hom(Z/nZ, M) = {x € M : nx = 0}. Por lo tanto

hom(Z/nZ,Q/7Z) = {x € Q/Z : nx =0} = {% €Q/Z:05a<n—-1}=7Z/nZ.
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Poniendo G = Z obtenemos un contraejemplo para el segundo item.

En el tercer item, es facil ver que ev es un morfismo y que el codominio es isomorfo al dominio (usando dos
veces el primer item). Para ver que es un isomorfismo alcanza con ver que es inyectivo o sobreyectivo. Lo mas
facil es ver que es inyectivo. Supongamos que ev(g) = 0, esto quiere decir que f(g) = 0 para todo morfismo
f:G— Q/Z. Si g # 0 entonces podemos definir f : (g) — Q/Z de manera que f(g) = i donde n es el orden
de g. Ahora extendemos este morfismo a todo G (usando el teorema de estructura o el hecho de que Q/Z es un
Z-modulo inyectivo).

4. (a) Sea f :M — N un morfismo de A-médulos.

1. Si M es simple, entonces f es o bien nula o bien inyectva.

2. Si N es simple, entonces f es o bien nula o bien sobreyectiva.

3. Si M y M son simples, entonces f es o bien nula o bien un isomorfismo.
(b) Si M es un A-mdédulo simple, End,(M) es un anillo de divisién.

5. Se dice que un complejo de A-médulos (C,d) es contractil si existe una familia de morfismos
Sy ¢ C, = C,yq tales que id; = sd + ds. Pruebe que todo complejo aciclico de A-mdédulos libres
acotado inferiormente es contractil.

Solucién. Supongamos que C, = 0 para todo n < 0. Definimos s, = 0 para todo n < 0. Para definir s,
consideremos el diagrama

C,—>Cy—>0

s—1

50
C,—=C, ——=0

La condicién id = sd + ds queda ahora id., = d;s,. Como d; es epiy C, es libre (en particular proyectivo) d;
resulta una retraccion y por lo tanto existe s, que verifica lo pedido.

La construccion de s, para todo n es por induccion. Ya tenemos construido s,, supongamos construidos s;
para todo k < n y construyamos s,.. Para eso miramos el diagrama

Cn+1 == Cn == Cnfl

Sn—-1

,~""AA5n ‘
£
Cn+l : Cn Cn—l

Queremos construir s, : C, — C,,, tal que d,.;s, = id —s,_;d,. Sea f = id —s,_;d,, usando la hipétesis
inductiva es facil ver que d,f = 0 y por lo tanto podemos pensar f : C, — kerd, = imd,,,. Esto nos permite
considerar el diagrama

.Cn

o
/"“.d

n+1 o
Copp ——imd,,; ——>0

La existencia de la flecha punteada es consecuencia de que C, es proyectivo y que la (co)restriccion de d,,,; es
epi. Es claro que la flecha que construimos satisface lo pedido.
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