K-TEORIA DE MILNOR

1. RESUMEN

La K-teoria de Milnor fue un intento temprano de definir los K-grupos de orden superior para
un cuerpo F. Inspirado en el cdlculo de Ko(F') a partir de simbolos de Steinberg, Milnor define
los grupos de orden superior como los grupos que factorizan todos los posibles simbolos que se
pueden definir en F'. Presentaremos esta construccién, junto con algunos ejemplos de simbolos
y enunciaremos la conjetura de Bloch-Kato, uno de los teoremas maés fuertes que invoucran los
K-grupos de Milnor.

2. SIMBOLOS EN ALGEBRA Y ARITMETICA

En esta seccién estudiaremos dos ejemplos de simbolos asociados a un cuerpo que aparecen
en contextos diferentes y llevan a diferentes aplicaciones. Por un lado, aparece el ejemplo de
los simbolos de Steinberg. Milnor definié para un anillo R, el grupo Ka(R) como el centro del
grupo de Steinberg de R, St(R). Esta definicién cumple con las propiedades deseadas para los
K-grupos algebraicos y coincide con el correspondiente grupo en la K-teoria de Quillen. En este
caso, el Teorema de Matsumoto (ver [3]) prueba que para R un cuerpo, Ka(R) esta generado por
los llamados simbolos de Steinberg. Para cada par de elementos a,b € R se define un elemento
{a,b} en K5(R) y se puede probar que dichos elementos generan todo el grupo sujeto a dos
relaciones: el ser multiplicativos en cada coordenada y el ser nulos si a+b = 1. La simpleza de esta
descripcién permite calcular el Ky explicitamente en ciertos casos y probar propiedades en otros.
Maés importante aun, es un acercamiento tratable al problema de calcular K-grupos, que suele ser
bastante dificil.

En un mundo diferente, aunque con caracteristicas similares, aparecen los simbolos de Hilbert.

Dado un cuerpo local F, con ideal maximal p y caracteristica residual p, se puede definir para
a,b
P
herramienta 1til para resolver el problema de identificar potencias n-ésimas en cuerpos locales y

finitos. Més aun, la famosa ley de reciprocidad cuadratica de Gauss, es consecuencia directa de
una formula del producto para simbolos de Hilbert. Nuevamente, el simbolo de Hilbert comprende
una serie de funciones en dos variables, que son multiplicativas en cada argumento y se anulan
siempre que a + b = 1.

Esta seccién pretende introducir estos dos ejemplos de simbolos como motivacién para el estudio
de los K-grupos de Milnor, por lo que nos tomaremos la libertad de omitir varias demostraciones.

cada n el simbolo de Hilbert de potencia n. El mismo, que dados a,b € F'* se notard ( ), es una

2.1. Simbolos de Steinberg. Sea R un anillo. Para cada n € N se define el anillo de trans-
vecciones elementales de n X n, E,(R) como el anillo generado por las matrices
€ij (7’) =1Id + €5

donde r € Ry €;; es la matriz que vale 1 en el lugar (¢,7) y 0 en el resto. La unién de todos estos
grupos para n € N forma el grupo de transvecciones F(R) de tamaifio arbitrario. Los elementos de
E(R) satisfacen tres relaciones elementales:
ST1: e;;(r)eij(s) = ei;(r+s).
ST2: [e;j(r),en(s)) =1sii#lyj#k.
ST3: [e;(r),ej(s)] = eulrs) sii#L

Segun varfa el anillo R el grupo F(R) puede tener relaciones extra. Para medir estas relaciones
se define el grupo de Steinberg asociado a R, que notaremos St(R), como el generado libremente
por los elementos z;;(r) para 4,5 € Ny r € R sujetos a las mismas relaciones
ST1: x;;(r)xii(s) = zi(r + ).
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ST2: [z;(r),zp(s)] =1sit#1lyj#k.
ST3: [2;i(r), z;i(s)] = zu(rs) sii # L

Existe un morfismo St(R) — E(R) definido por enviar z;;(r) + e;;(r) y se define el grupo
K5(R) como el niicleo de este morfismo. Es posible ver que la imagen de St(R) en E(R) es el
subgrupo de conmutadores [E(R) : E(R)] y esto implica que hay una sucesién exacta:

1 — K3(R) = St(R) - E(R) — K1(R) — 1.
Para todo anillo R, el grupo K»(R) posee una serie de elementos distinguidos llamados simbolos
de Steinberg. Daremos su definicién y enunciaremos sus propiedades principales. Las mismas
pueden seguirse en la seccién 12.B de [3].

Definicién. Sea R un anillo y a,b € R*. Se definen los siguientes elementos de St(R).
v wij(a) = zi5(a)zsi(a)zii(a)
v hij(a) = wij(a)wi;(—1)
u {a7b}ijk = [hm(a),hw(b)]
Se tiene el siguiente resultado:
Lema 2.1. Siab = ba el elemento {a, b}ijk no depende de la eleccion de i,j o k.

Demostracion. Se trata de las Proposiciones 12.21 y 12.22 de [3]. g

Definicién. Dados a,b € R* tales que ab = ba se define el simbolo de Steinberg {a,b}, :=
{avb}123'

Los simbolos de Steinberg {a,b} son elementos de K3(R) y se tienen los siguientes resultados
importantes.

Teorema 2.2. Si R = F es un cuerpo, entonces los simbolos de Steinberg generan a Ko(F').
Demostracion. Se trata del Teorema 12.30 de [3]. O

Proposicion 2.3. Sia,b y ¢ son unidades que conmutan en un anillo R, se tiene que:

1. {a,b} = {b,a}"

2. {ab,c} = {a,c}{b,c}

3. {a,bc} = {a,b}{a,c}
4. {a, b} =1sia+b=1.

Demostracion. Es el Teorema 12.31 de [3]. O

El que probablemente sea el resultado méas importante respecto a los simbolos de Steinberg es
el Teorema de Matsumoto (Teorema 14.69 de [3]). Lo enunciamos a continuacion.

Teorema 2.4. Si F' es un cuerpo, el grupo Ko(F) esta generado libremente por los simbolos de
Steinberg {a,b} para a,b € F* sujeto solo a las relaciones 2,3 y 4 de la Proposicién 2.3.

El Teorema de Matsumoto da una descripcién bastante sencilla del grupo Ky (F') para F' cuerpo.
Miés aun, la descripcién dada de K5 (F') nos dice que es un grupo universal por el que se factorizan
todas las funciones F'* x F* — G con G un grupo, que son multiplicativas en cada variable y
se anulan en los pares que suman 1. En muchos casos los K-grupos algebraicos resultan dificiles
de calcular, sin embargo esta descripcion permite decir muchas cosas acerca de varios de ellos.
Tlustraremos esto con dos ejemplos, para finalizar esta seccién el caso de un cuerpo finito, y maés
adelante, calcularemos K5(Q).

Ejemplo: Sea F' un cuerpo finito. Entonces Ky (F') = {1}.

Demostracion. Sea v € F* un generador. Bastard ver que para todo n, m € N el stmbolo {v",v™}
es 1. Se tiene que {v™,v™} = {v,v}"™, por lo que sera suficiente ver que {v,v} = 1. Por otro lado
{v,v} = {v,v}_l por lo que {v,v} = 1. Para ver que {v,v} = 1, mostraremos que tiene una
potencia impar igual a 1.
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Si |F| = q es par, {v,0}"" " = {v?=1 v} = {1,v} =1 puesto que {1,0}* = {1,0v}.

Si |F| = ¢ es impar, la mitad de los elementos de F* son cuadrados perfectos y la otra mitad
no. Por lo tanto la asignacién @ — 1 — z que va de F* — {1} — F* — {1} necesariamente envia
un no cuadrado en un no cuadrado. En otras palabras, existen dos nimeros impares n y m tales
que v"™ +v™ = 1. Luego {v,v}""™ = {v"™, o™} = 1.

O

2.2. Simbolos de Hilbert. En un mundo diferente aparecen los simbolos de Hilbert. Si bien se
trata de simbolos de cuerpos en el mismo sentido que los simbolos de Steinberg (y por lo tanto se
factorizan por el respectivo K3), la teorfa desarrollada alrededor de ellos tiene un sabor mucho més
aritmético. Comenzamos con una serie de definiciones béasicas sobre cuerpos locales. Un desarrollo
mas profundo de estos temas se puede encontrar en el capitulo 2 de [4].

Definicién. Un cuerpo local es un cuerpo topolégico localmente compacto.

Todo cuerpo local K admite un valor absoluto |-| que es multiplicativo y satisface la desigualdad
triangular. Los cuerpos locales se separan en “arquimedeanos”, cuando para todo x existe un
n tal que |nxz| > 1, y “no arquimedeanos” cuando esta propiedad no se cumple. Todo cuerpo
arquimedeano es isomorfo a R o C. Los cuerpos no arquimedeanos aparecen en dos variedades.
Los de caracteristica 0 son isomorfos a completaciones de extensiones de QQ respecto a la topologia
inducida por un ideal primo (son extensiones finitas de Q,, el cuerpo de numeros p-adicos) y los de
caracterfstica positiva son isomorfos al cuerpo de series de Laurent F((T)) para un cuerpo finito
F.

Los cuerpos locales no arquimedeanos estan equipados con una valuacién discreta v que cumple:

» v(ab) = v(a) + v(b).

» v(a+b) <min(v(a),v(b)) con igualdad en caso de que v(a) # v(b).
El ejemplo a tener en mente es el de Q,, en el que v,(a) es la maxima potencia con la que p divide
a a. Para esta valuacién se tiene que |a| = p~v»(®),

Definicién. Un lugar de una extension K/Q es o bien una inmersion K — C o un ideal primo
del anillo de enteros O .

» Las inmersiones K — C se llaman lugares arquimedeanos o infinitos e inducen una topo-
logia en K como subespacio de C.

» Los ideales primos B C O se llaman lugares no arquimedeanos o finitos e inducen la
topologia dada por la valuacion vy (a) definida como la mdzima potencia de B que divide
al ideal generado por a.

Dado un lugar v llamamos K, a la completacion de K respecto a la topologia correspondiente.
Para lugares infinitos, K, resulta ser un cuerpo local arquimedeano y para los lugares finitos K,
es un cuerpo local no arquimedeano.

Los simbolos de Hilbert son simbolos definidos sobre cuerpos locales K. Sin embargo, la teoria
aplica a las extensiones K/Q finitas, ya que cada una de ellas tiene asociada un cuerpo local por
cada primo de su anillo de enteros y cada inmersion en C. Para cada lugar v tenemos la inclusién
K — K,. Es por esto que para cada lugar v y cada par de elementos de un cuerpo global K
podemos calcular el simbolo de Hilbert entre a y b relativo a v. Para la definicién del simbolo de
Hilbert utilizaremos una herramienta importante (y altamente no trivial) de los cuerpos locales.
El desarrollo de esta teoria se puede seguir en el capitulo 5 de [4] o en [1] para una versién més
constructiva.

Local Class Field Theory: Hay una correspondencia
{Extensiones finitas abelianas de K} +— {Subgrupos cerrados de indice finito de K X}

dada por la asignacion L/K — Np/k(L*). Mds aun, se cumple que si L/K finita entonces
Gal(L/K)™ ~ K* /Ny /x(L*).
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Notacion. Notaremos los morfismos involucrados como:

" TLK Gal(L/K)* — K*/Np g (L*).

» ( ,L/K): KX — Gal(L/K)?.
Es decir, dado a € K*, notaremos por (a,L/K) al morfismo de Gal(L/K)® que le corresponde
mediante el isomorfismo rp .

A partir de ahora, sea n € N fijo y K un cuerpo local que contiene a las raices n-esimas de la
unidad (que notaremos p,). Sea L = ¥/ K* la méxima extensién abeliana de K de exponente n.

Proposicién 2.5. Gal(L/K) ~ K> /(K*)"

Demostracion. Por Local Class Field Theory, L corresponde a un subgrupo cerrado H C K* y
Gal(L/K) ~ K*/H. Por un lado, como Gal(L/K) tiene exponente n, debe ser que para todo
a € K* se tenga que a™ € H. Esto implica que (K*)™ C H. Por otro lado, el cociente K> /(K*)"
tiene exponente n, por lo que la extensién L’ correspondiente a (K *)™ debe estar contenida en L.
Esto implica que (K*)" C H. O

El otro ingrediente necesario para definir el simbolo de Hilbert es la teoria de Kummer. Defini-
mos la aplicacién ¢ : K*/(K*)" — Hom(Gal(L/K), i) como

Apelamos al siguiente resultado conocido
Proposicién 2.6 (Kummer). ¢ es un isomorfismo.

Con estas dos herramientas estamos en condiciones de definir el simbolo de Hilbert. Sabemos
que existe un pairing no degenerado

Gal(L/K) x Hom(Gal(L/K), ptn) = fin
y esto induce el simbolo de Hilbert
K*x K* = K*/(K*)" x K*/(K*)" ~ Gal(L/K) x Hom(Gal(L/K), ptn) = ftn-

a

Notaremos (fb) a la imagen del par (a,b) por el simbolo de Hilbert de K.

Observacién. (%b) es la raiz de la unidad %W.

La siguiente proposicion muestra que el simbolo de Hilbert es efectivamente un simbolo en el
mismo sentido que los simbolos de Steinberg.

Proposicién 2.7. Sea K un cuerpo local y a,b € K. Vale:

1. (afb) es multiplicativo tanto en a como en b.

2. (a[’(b> =1 si y solo si a es la norma de algun elemento de K (3/b).
(% ) (%)
() 21y (52) -,

5. 8 (‘%) =1 para todo b € K* entonces a € (K*)™.

Demostracion. Los {tems 1 y 2 se siguen directamente de la definicién. El item 5 es consecuencia
de que el pairing entre Gal(L/K) y Hom(Gal(L/K), 1s) es no degenerado. Resta probar 2 y 3.
Seabe K*yx e K tal que " — b # 0. Sea £ una raiz n-esima de la unidad y 8 € K tal que
B™ = b, se tiene que:
n—1
"—b=[Jx-¢8).

=0
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Observemos que el lado derecho de la igualdad es una norma de la extensién K ( {”/l;) y por lo tanto

se tiene que
" —b,b
Z 7 ) =1.
()

Poniendo © = 0 y = 1 se obtiene 4. Finalmente, para conseguir 3 usamos:

(5 5) - (52) () () (50) - (542 (52) - (%) -

O

Esto prueba que el simbolo de Hilbert es efectivamente un simbolo. El resto de esta seccién
estard dedicado a mostrar como el simbolo de Hilbert es una herramienta para resolver el problema
aritmético de saber si un elemento es o no una potencia n-esima en un cuerpo finito y mostrar
una generalizacién de la ley de reciprocidad cuadratica de Gauss. De ahora en adelante, sea K/Q
una extensién finita.

Notacion. Dado un primo P en Ok notaremos al simbolo (;i) como (‘%b). Por otro lado, Ox
sera el anillo de enteros de Ko y g sera el orden de Oy /B.

Sea u € O%. Sabemos que toda tal unidad u es congruente modulo P a una unica raiz ¢ — 1-

ésima de la unidad que notaremos w(u). El siguiente resultado da una descripcién alternativa del
simbolo de Hilbert.

Proposicién 2.8. Si (n,p) =1 ya,be Ky se tiene que

(C% b) _ w((—1)aﬁ2%)q%

B
donde o = vyg(a) y B = vy ().
Demostracion. Proposicién 3.4 del capitulo 5 de [4]. O

Podemos sacar dos conclusiones simples de la Proposicién anterior. Por un lado, si uy,us € O(E

entonces (%) = 1. Por otro lado, si a € O% y 7 € Og es un elemento de valuacion 1 el simbolo:
™ a g=1
(%) vl

Definicién. Sea a € Og. Definimos el simbolo de Legendre, o simbolo residual de la n-ésima

pOtenCia como

Con esta definicion, (%) es la raiz de la unidad que cumple

<§%> — a7 (méd P).

Proposicién 2.9. Sea (n,p)=1yu€ O{;. Se tiene que

no depende de 7.

B

Demostracion. Se sigue sencillamente de la definicién de (%) O

a
() =1 & a es una potencia n-ésima en Ogp /P

Finalmente, enunciamos la formula del producto para simbolos de Hilbert y la ley de reci-
procidad para potencias n-ésimas que se obtiene al pensar los simbolos de Legendre como casos
particulares de simbolos de Hilbert.
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Teorema 2.10. Sean a,b € K*. Se tiene que:

1)

B

Demostracion. Se trata del Teorema 8.1 del capitulo 7 de [4]. No daremos una demostracién para
no desviarnos tanto del tema que estamos tratando. Sin embargo, cabe decir que una vez definidos
los éimbolos de Hilbert como en nuestro caso, el resultado es una consecuencia simple de la Teoria
de Cuerpos de Clase para el cuerpo K (Class Field Theory). Una demostracién en para el caso
de Q, que no apela a esta tecnologia e involucra el célculo del K2(Q) por medio de sfmbolos de
Steinberg se encuentra en la discusién que procede al Corolario 2.31 de [2]. O

Definicién. Dados a,b € K*, coprimos entre si y con n, definimos, si (b) = H% ‘ﬁ?i(b), al

stmbolo de Jacobi:
a a \ "W
()-IG)

i
Con esta ultima definicién, vale la siguiente Ley de Reciprocidad.
Teorema 2.11. Sean a,b coprimos entre si y con n. Entonces se tiene que

HC) -1 (%)

PBlnoco

Demostracion. Si P tbnoo se tiene que

b 7’93(‘1)_ 7, b U‘XB(Q)_ 7Tv\p(a)7b B a,b
@) -G -(%7)-)

Puesto que a = un?*(*) y u y b son unidades en Kq. Siguiendo esta igualdad se tiene que:

BE) 16 IE NN -

Blo PBla PBlb Bla
b,a b,a a,b

T)-D0)- 1)

Blab m Pinoo m PBnoo m

O

Observemos que para K = Q y n = 2 (que es el dnico n posible, ya que es el tdnico n tal que Q
contiene las raices n-ésimas de la unidad) se obtiene la formula

() ()= (%) (%)

Es posible calcular el simbolo de Hilbert en 2 y en oo y comprobar que esta es otra forma de
enunciar la ley de reciprocidad cuadratica de Gauss.

3. K-TEORiA DE MILNOR

En esta seccién definiremos los K-grupos de Milnor y explicaremos su conexién con los ejemplos
presentados. En la segunda parte construiremos el simbolo de Galois y enunciaremos la famosa
conjetura de Bloch-Kato.
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3.1. Los K-grupos de Milnor. Los K-grupos de Milnor fueron un intento temprano de definir
la K-teorfa de orden superior para un cuerpo F'. Inspirado en el calculo de K»(F') por medio de
simbolos de Steinberg, Milnor definio en 1970:

KM(F*) =T+ (F*)/(a® (1 -a)).

Donde T*(F*) es el dlgebra tensorial asociada a grupo multiplicativo F'*. Asi definido, cada
grupo KM = (F>*)®" /I,, donde I,, es el ideal generado por los tensores a; ® ...® a, para los que
existen indices i # j tales que a; + a; = 1. En este sentido, KM (F*) es el grupo universal que
factoriza todos los posibles simbolos de F' en n variables. Bajo esta nueva definicion, el Teorema
de Matsumoto se puede interpretar como la simple igualdad

Ky (F) = K3 (F).

Ya equipados con esta definicién, ilustraremos la definicién con el ejemplo prometido en la seccién
2.1.

Ejemplo (Tate):
Ky(Q)={£1}oF; oF o F; @ F @ F50F5®...
Consideremos los siguientes simbolos en Q:

= Para cada p > 3 primo definimos

vp (b
Ap(a,b) = (_1)%(@)%(1))&)

bvp(a)
a,b
)\g(a,b) = (Qg)

Se puede chequear que todos estos son simbolos y por lo tanto cada uno de ellos induce un
morfismo A, : K3'(Q) — R, donde R, = F) sip >3y Ry = {£1}. Afirmamos que el HP)TP es
un isomorfismo.

Para probar esto construiremos los siguientes subgrupos de K»(Q), para cada n € N definimos
A, como el grupo generado por todos los simbolos {a, b} con a y b unidades o primos menores o
iguales que n. Notemos que los grupos A,, solo pueden cambiar en los subindices n primos y que
K5(Q) = UpA,.

Probaremos por induccién que A, ~ Hq<p R, para todo p > 2:

El caso base, para p = 1 y p = 2, consiste en ver que A; = Ay ~ {£1}. Para Ay, el tnico
posible elemento no trivial es {—1,—1} ya que {a,1} = {a, 1}2, implicando que {a,1} = 1 para
todo a € Q. Efectivamente {—1, —1} es no trivial, ya que \p(—1,—1) = (%_1) = —1 (se puede
probar que —1 no es una norma de Q3(i)) v es claro que tiene orden 2.

Para Aj, se tiene que {2,—2} = 1 (en virtud de que 1 = {1/a,1—1/a} = {a 1_—“}71 =
{a,1—a} "{a,—a}) y luego
{2,2} ={2,-1}{2, -2} ={2,-1} = 1.
Esto prueba el caso inicial. Para el paso inductivo, probaremos que para todo p primo se tiene
un isomorfismo ¢, : F* — A, /A, 1 inverso a Ay

Definimos ¢,(z) = {z,p}. Debemos probar que ¢, esta bien definido y es morfismo. Para eso,
sean 0 < z,y, z < p, debemos probar que siempre que zy = z (méd p) se tiene que

{z,pHy,p} = {z,p} (md Ap_y).

Sea xy = z + pk, claramente 0 < k < p y si k = 0 el resultado es automatico. Caso contrario se
tiene que

_ {’“p,l . ’“p} _ {‘”’ } — {po2Hpoay) ™ ks 2k, oy} oy, 2} ey, ay).

xy’ Y

= Para p = 2 definimos
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Observemos que los ultimos 4 simbolos del dltimo término de la igualdad pertenecen a Ap,_1,
puesto que sus entradas son producto de numeros menores a p. Esto prueba que ¢, es morfismo.

Para ver que es isomorfismo, observemos que A, se anula en A,_1 y A, (¢p(2)) = Ap(,p) = ,
por lo que ¢, es monomorfismo. Por otro lado, en virtud de que {p, p} = {—1,p}, se tiene que los
simbolos {a, p} para a coprimo con p general A,/A,_1, por lo que ¢, es sobreyectiva. Esto prueba
que ¢, es isomorfismo y concluye el calculo de K3(Q).

3.2. El simbolo de Galois. En esta seccién construiremos el dltimo simbolo de este trabajo.
Se trata de el simbolo de Galois, que da una conexién entre la K-teoria de Milnor y ciertos grupos
de cohomologia de Galois.

Notacién. Para un cuerpo F, notamos por Gr a su grupo de Galois absoluto Gal(F /F).

Sea F' un cuerpo y N € N coprimo con la caracteristica de F'. Consideremos la sucesién exacta
corta dada por elevar a la N

—X N =X
11— pp —F — F — 1.
Observemos que todos los terminos de la sucesion son G g-médulos, por lo que podemos tomar
cohomologia y obtenemos la sucesion exacta larga

— HYGp, F) — BHY(Gp, F) 25 HY(Gp, ) — HY(Gp, F) — ...
Sabemos que HO(GF,FX) = F* y el Teorema 90 de Hilbert nos dice que Hl(GF,FX) = 0. Por
lo tanto, sabemos que el morfismo dp : F* — HI(GF, [N) es sobreyectivo y tiene nicleo igual a
(F)N.
Por otro lado, el cup product nos da un morfismo
Hl(GF,MN) X ... X Hl(GF,/LN) — Hn(GF,/L%n).
Componiendo ambos morfismos obtenemos el simbolo de Galois.

Definicién. Se define el simbolo de Galois
F*x...x F* - H"(Gp, u$")
como (a1,...,a,)p =0p(a1)U...Udp(ay,).

Observacién. Observemos que como grupos abelianos uy y u%” son isomorfos, pero la accién

de G es diferente. Si x es el caracter por el que G actiia en py entonces la accion en u%” esta
dada por x".

Debemos probar que el simbolo de Galois es efectivamente un simbolo, y por lo tanto se tiene
la siguiente proposicién.

Proposicion 3.1. El simbolo de Galois induce un morfismo
KY(F) = HY(Gp, p3")

Demostracion. Para probar que hay un morfismo debemos probar que el simbolo de Galois es
multiplicativo en cada coordenada y se anula siempre que haya dos coordenadas que sumen 1.
La multiplicatividad es inmediata de la definicién. Para probar que se anula siempre que haya
coordenadas 7 # j con a; + a; = 1, podemos asumir que i = 1, j = 2 y n = 2, en virtud de que
(al,ag,ag,,...,an)p = ((11,(12)}7 U (ag,...,an)p.

Sean=2ya€F*, a#1. Queremos probar que (a,1 —a)rp = 1.

Consideremos la factorizacion X™ —a = [], fi(z) con f; ménicos e irreducibles en F[X]. Para
cada i, sea a; una raiz de f; y F; = F(a;). Se tiene que

1—a=[]f) =] Ne/rl-a)
Luego, obtenemos que (1 —a,a)r = [[;(Np,/p(1 —a;),a)F.

Por otro lado, tenemos para cada F; tenemos que G, C G y morfismos de restriccién y corres-
triccién entre los grupos de cohomologia para Gr y GF,. Se tienen las siguientes dos propiedades:
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» El morfismo F}* ~ HO(GF“FX) N HY (G, (F)*) ~ F* es lanorma Np,/p. Y el morfismo
correspondiente a la restriccién es la inclusién F* C F/*

= Restriccién y correstriccién conmutan con los morfismos de las sucesiones exactas largas de
cohomologia y son compatibles con el cup product del siguiente modo:

cor(aUres(b)) = cor(a) Ub.

Usando ambas propiedades se tiene que:

(Np,yp(1 —a;),a)p = dp(cor(l —a;)) Udp(a) = cor(dr, (1 — a;)) Udp(a) =
= cor(0p, (1 —a;) Ures(dp(a))) = cor(dr, (1 — a;) U dp,(res(a))) = cor((1 — a;,a)p,) =
= cor((1 — a;, afv)pi) = cor((1— ai,ai)%) = cor(1l) = 1.
Esto prueba que el simbolo de Galois es efectivamente un simbolo y por lo tanto se factoriza
por KM(F). O

3.3. La conjetura de Bloch-Kato. Terminamos este trabajo enunciando la conjetura de
Bloch-Kato.

Teorema 3.2 (Conjetura de Bloch-Kato). Si N € N es coprimo con la caracteristica de F, el
morfismo

he : KM (F) INKY (F) — HY(Gr. 1)
inducido por el simbolo de Galois, es un isomorfismo.

Demostracion. La conjetura fue probada para N = 2 por Voevodsky en 1995 (conocida como
conjetura de Milnor en ese caso particular). En el 2003, Voevodsky publicé un trabajo en el
que presentaba una prueba para la conjetura en total generalidad, pero omitia la prueba de tres
resultados. Dos de esos tres resultados fueron probados en los anos siguientes, pero el primero de
ellos fue probado falso. Anos més tarde, Weibel dio con un argumento para solucionar el problema
de la prueba de Voevodsky y en 2009 publicé un trabajo que contiene un resumen de las ideas de
Voevodsky junto con la demostracién completa de las conjeturas. O
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