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1. Sea (an)n≥1 una sucesión de números reales y sea l ∈ R. Probar las siguientes afirmaciones.

(a) Si (an)n≥1 es de Cauchy y tiene una subsucesión que tiende a l, entonces (an)n≥1 tiende a l.
(b) Si toda subsucesión de (an)n≥1 tiene una sub-subsucesión que converge a l entonces (an)n≥1

tiende a l.

2. Sean (an)n≥1 y (bn)n≥1 dos sucesiones acotadas de números reales. Demuestre las desigualdades

lim inf
n→∞

an + lim inf
n→∞

bn ≤ lim inf
n→∞

(an + bn) ≤ lim sup
n→∞

(an + bn) ≤ lim sup
n→∞

an + lim sup
n→∞

bn

3. Sea f : Rn → R una función continua y K ⊂ Rn un conjunto compacto. Probar que f (K) es
compacto.

4. Sean A, B ⊂ R conjuntos, y sea A + B = {a + b | a ∈ A, b ∈ B}.
(a) Probar que si A es abierto entonces A + B es abierto.
(b) Encontrar un ejemplo de A y B cerrados tales que A + B no sea cerrado.
(c) Probar que si A es cerrado y B es compacto entonces A + B es cerrado.

5. Sean I, J ⊂ N conjuntos infinitos tales que I ∪ J = N. Para cada k ∈ N notamos ik al k-ésimo
elemento de I, y jk al k-ésimo elemento de J. Sea ahora (an)n≥1 una sucesión de números reales y
sea l ∈ R. Probar que an → l si y solo si las subsucesiones aik → l y ajk → l.

6. Sean fn, gn : (0, 1)→ R las funciones

fn =
1

nx + 1
gn =

xn

nxn + 1
.

Probar que las sucesiones de funciones ( fn)n≥1 y (gn)n≥1 convergen puntualmente a la función
constantemente 0, pero solo una converge uniformemente.

7. Sea f : [a, b]→ R una función de variación acotada

(a) Vf = 0 si y solo si es constante.
(b) Si Vf es Lipschitz entonces f es Lipschitz.

8. Sea f : [a, b] → R continua y sea α : [a, b] → R monótona creciente. Probar que existe c ∈ (a, b)
tal que

∫ b
a f dα = f (c) (α(b)− α(a)).

9. Sea an una sucesión acotada de números reales y sea ρ = 1/ lim sup n
√

an. Sea t ∈ R. Probar que
Sn = ∑n

i=1 antn converge absolutamente si |t| < ρ y diverge si |t| > ρ. Muestre con ejemplos que Sn
puede converger o diverger si t = ±ρ.

10. Sea α : [−1, 1]→ R la función

α(t) =


−3 si t < 0;
0 si t = 0;
2 si t > 0.

Probar que para toda función f : [−1, 1] → R continua en 0 se tiene
∫ 1
−1 f dα = f (0), y dar un

ejemplo de una función no integrable respecto de α.


