Complementos de Andlisis 1l para Matemdticos 1er.Cuatrimestre 2004

Préactica 6
Integral de Riemann Stieltjes

b
Analizar la existencia de / fda y en caso afirmativo calcular su valor:
a

a) a: [a,b] — IR una funcién arbitraria, f constante sobre [a,b] .

b) a : [a,b] — IR continua con a(a) = ag , a(b) = by ;

5 ,x€la,c)
a<c<b, f:la,b] >R f(z) = 3 L,r=c
-1 ,z € (c}]

Qué sucede si se pide continuidad de « sélo en un entorno de ¢ 7
1 ,xz€la,

c) f comoenb)yalzr)=
-1 ,z€ (e}

d) f(z) =2°, a(z) =2*, [a,b] = [-1,3]

¢) f(z) = ale) = cosz , [a,5] = [0, 7]

b
Supongamos que fda existe y es igual a 0 para toda funcién mondtona creciente f .

a
Qué se puede decir sobre la funcion « ?

1 ,z€la
(Sug. Considerar para cada c € [a,b] , f.(x) =
0 ,z¢€(cb

Sean f,«a:[a,b] = IR, f a-integrable Riemann-Stieltjes.

Para cada particién del intervalo [a,b], 7 = {zg, 21, -, Zn} , tx € [T_1, k] se define

sw= Y ft) (alzr) — alzp-1))
k=1
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Probar que existe una sucesién de particiones (7, )m>1 que verifica:
i) (mm) es "mondétona”, es decir m < m' = 7, C Ty
m)m>1 ’ m m

i) lim_ 5| =0

b
iii) lim s,,A6 = / fda , independientemente de la eleccién de los puntos intermedios ¢, .
m—00
a

iv) Si (04m)m>1 €s otra sucesion monétona de particiones tal que m,, C oy , VM > mq
entonces (0,,)m>1 cumple b) y c) .

En las hipdtesis del ejercicio anterior, sean g, : [a,b] — IR , g (-integrable Riemann-
Stieltjes, para la particién © = {zg,z1, -, xn}, tp € [Tx—1,xk] se define

n
re =Y glts) (B(xx) — Bzr-1))
k=1
Comprobar la existencia de una sucesion (m,,)m>1 que verifica simultdneameete

b b
lim s, =/ fda y lim rg, :/ gda

m—00 m—00

c b
Sean f,« :[a,b] = IR y sea ¢ € (a,b) tales que / fda'y / fda existen. Demostrar que

b c b “ b
/ fda también existeyvale/ fda+/ fda:/ fda

Sean « : [a,b] — IR mondtona creciente, f,g : [a,b] — IR a-integrables Riemann-Stieltjes,

b
f(z) < g(x), Vo € [a,b]. Probar que / fda < / gda

Se considera la funcién parte entera [ ]: IR — R, [x] = max{n € Z/n < x}.

Analizar la exitencia de las siguientes integrales y en caso afirmativo calcular su valor:

) /O4a:2d[a:] b) /Oza:d(x—[x]) o) /02a:2d|a:|
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Sea « : [a,b] — IR de variacién acotada, y f : [a,b] — IR continua.

a) Demostrar que |f| es a-integrable RS.

b b
b) Probar la desigualdad \/ fda| < / | flda
b
c¢) Deducir ]/ fda| < rn[a%] |f] Vi
a z€la,

x
d) Probar que / fda es una funcién de variaciéon acotada.
a

Sea f : [a,b] — IR de variacién acotada. Probar que f resulta integrable Riemann.

En particular toda funcion monétona es integrable Riemann.



