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Taller de Calculo Avanzado - Prefinal (05/07/12)

. Sean (G, )nen Una sucesién acotada, y ¢ € R. Probar :

h'msup(can) _ cl%msup On, Hfc>0
_ climinfa,, ife<0.

2. DadosA,BCR,seaA—l—B:{xeR: T=a+b ac Aybe B}. Probar

(2) Si A es abierto, entonces 4 + B es abierto.

(b) Si A es cerradoy B = {6}, entonces A + B es cerrado.

3.Sea A C R Para cada zvé A®sea f, : A 5 R la funcién definida por

Fa(T) =l-$—_—;l ‘Probar la equivalencia de las siguientes afirmaciones:

(a) Aes cerrado

(b) f. es uniformemente continua, para cada z € A°.

- Sean f,a : [a,b] - R funciones tales que « es estrictamente creciente v f

es continua y no negativa. Si f(c) > 0 para algin ¢ € la, 8] , probar que

b
/fda > 0.

? &0 .
., . .. . Gn,
- Sea (@p)ney una sucesion de términos positivos, tal que la serie g 3
v —t +ay
. O
converge. Probar que Is serie g ay, converge.
n=1

l Justifique sys respuestas l

l Complete esta hoja con sus datos y entréguela con el resto del examen
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Examen 13 de Julio 5

1. Probar que A C R es abierto si ysolosiVa € A,six, = a(n— ), Ing/x, € A
VY > ng. .

2. Considerar la serie de potencias ) 77 4 a,x". Supongamos que I¢,M > 0 tales que
lanc"| < M para todo n € N. Probar que (—c,c) estd contenido en el intervalo de
convergencia de la serie. ,_ ’ ' : '

3. Sean A C R un subconjunto no vacio y x € R. Se define la distancia de x a A como

da(x) =inf{|x—a|:a € A}.

ay Probar que A = {x:d,(x) = 0}. ) A
b) Si C es una cota superior de A, probar que sup A = C — d 4(C).

* 4. Sea K C R un conjunto compacto, y sean f, f, : K — R con f continua en K. Probar que
fn =2 f siy s6lo si para toda sucesion {Xn}neny C K tal que xp, — x € K, se tiem‘:, que

Jfn(%n) = f(x).

5. Sea f : [a,b] — R tal que para toda « : [2,b] — R monétona, existe fab fdea. Demostrar
que f es continua. ’
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1 5 3 1 CALIF.

L. Sea {z; : n € N} una sucesién acotada de nimeros reales. Sean {z,, : k € N}y
{Zm, : k € N} dos subsucesiones convergentes de la sucesién {x, : n € N}. Probar
que si {ry : k € N} U {mg : k € N} = N entonces la sucesién {z, : n € N} tiene a lo
sumo dos puntos limites.

2. Sea F' C R un conjunto cerrado, F’ el conjunto de sus puntos de acumulacién N
A= F\ F' el conjunto de sus puntos aislados.

(a) Probar que A es a lo sumo numerable.

(b) Sea B = F'. ;Puede B tener puntos aislados? En caso afirmativo, dar un
ejemplo. En caso contrario, dar una demostracién.

3. Sean f,g : R — R dos funciones tales que f y g son continuas en 0y f(0) > 9(0).
Probar que existe § > 0 tal que inf f(z) > sup g(z).
z{<d jz| <o

4. Sea o la funcién dada por

0 si —1<z<0
a(zy=<{ 3 siz=0
1 si0<z<1

(a) Si f € R(a), entonces demostrar que f_ll fda = f(O)
(b) Probar que si f es continua en 0, entonces f € R(c).

(¢) Dar un ejemplo de una funcién que no esté en R(«).
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APELLIDO Y NOMBRE:

LU

....................................... PAGINAS: ..o

Sea {1 }nen una sucesién. Supongamos que x, — a cuando n — 0. Sea b # 4. Probar
que dng / x, # b VYn > ny. T

. Sea-S C R. Probar que a € 9§ si y sélo si exiten {Xn}wen C S e {Yn}nen C CS (el

complemento de S) con x, — a ey, — a cuando 1 — oo,

Sea {xn}tnen C Ry Uy := Y01 |2p1 — xel. Suponganmos que la stucesién {v, }nen estd

acotada. Probar:

a) La sucesion {v,}nen es convergente.
b) La sucesién {x, }nen es convergente.

. Sea f ‘R >R conﬁnua. Probar que si limjz—o0 f(x) = 0, se tiene que f es uniforme-

mente continua.

. Sean f, fi,a : [a,b] — R tales que f, fy € R(a) Vk y & es monétona creciente. Definamos

Y, [a,b) - R por P(x) = faxfdvc, Pr(x) = faxfk de. Probar que si fy = f en/[a,b],

entonces ¥, =3 ¢ en [a,b].
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19 de Diciembre de 2008

Nombre y Apellido:

LU
Turno:
S
“Recuperatorio del Prefinal.
1 Dﬂr‘qn si las siguientes afirmaciones on Verdaderas o Falsas:
(a) Sea {a,) una sucesién real acotada. Si L = limsupa, entonces ewiste una
subsucesion decreciente de (a,) que tiende a L.
(b) Sea (a,) una sucesién real acotads. Si I = limsup a, entonces existe una
subsucesion creciente de (a,) que tiende a L.
{c) Sea {(a,) una sucesién real acotada. Si f @ R — K es continna entonces
limsup f(an) = f(limsupay).
D)

2. Sea (an) una sucesién de nimeros reales positivos.

(a) Probar que si Y a, converge, entonces QO /2 converge.
Nl ( y mtn4-1

(b) Probar que si (as) es monétona y 3 (anany1)'/? converge. entonces S oan
también converge.
Sugerencia Puede ser itil, para el item a), el hecho de que la media geom:étrica no
. . b . . /2 -
supera a la media aritmética, es decir, que si z,y > 0 entonces (z )R LY

(W]

Hean frn,gn 0 (0,1) — R dadas por
1 : T
f I\ = ——— ) = —-—nu.
Probar que:
(a) Ambes convergen puntualmente a una funcién continua.
(b) Una de ellas, converge uniformemente.

{z, Una de ellas no converge uniformemente.

4. Sea a: 10,2} — R dada por:

-1 size[0,1)

afz) =
(=) 1 siz€[l1,2]

L)eﬁnlr si es posible, una funcién j discontinua en ¢ = 1 tal que f € R(a) y calcular

J\ Jda. Justificar adecuadamente, por qué is f definida es muegmhle respecto de w
0 por qué no existe, segin cuil sea su respuesta.

JUSTIFIQUE SUS RESPUESTAS
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i

Wil 1. Sean (an)nen ¥ (bn)nen dos sucesiones tales que (@n)nen es convergente y (b, )nen €s acotada.
R e

Si @ = limp.co Gn, Probar que:

limsup (an + by) = @+ limsup by,

n—00 00

2. Sea K C R compacto tal que 0 ¢ K. Probar que C := {5 : z,y € K} es compacto. *
3. Sea f-ACR — R uniformemente continua.

7} Sea (Zn)nen es una sucesién de puntos de A. Probar que si (z,)nen s de Cauchy, entonces

* (f(%n))nen es de Cauchy.

.
; )

?@robar que si Tg es un punto de acumulacién de A, entonces existe lim_.z, f(z).

4. Sea o : [0,1] — R creciente y continua en 1. Probar que:
1

lim "da = 0.
=00 0

JUSTIFIQUE TODAS SUS RESPUESTAS
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EXAMEN DE TALLER DE CALCULO AVANZADO
: . . a
L. Sear ¢ Qv sean (an)nen, (bn)nen sucesiones de némeros naturales tales que lim -2 = r.

n-—co

L

Caleular im a, y lim b,.

2. Sea A C R™ un conjunto no vacio tal que para cualquier conjunto finito no vacio B C 4 se
tiene que A — B es cerrado.
(a) Probar que todo punto de A es aislado.

(b) ;A es cerrado? (hacer una demostracién en el caso afirmativo o exhibir un contrae’ Jemplo
si no es clerto).

3. {a) Sea f:R — R una funcién no constcmte tal que la i nnae;en d@ / es un conjunto finito.
ine puade asegurar que =2atounces § xo es rntiy 3 : Lracis
afirmativo, en caso contrario exhibir un conaamemplo)

el caso

ib) Sea f:R — R una funcién continua tal que para todo a < b la integral / f df existe

y es 0. Probar que f es una funcién constante.

!{;

Sea f : [a,b] — R una funcién de variacién acotada tal que vy es una funcién Lipschitz.
Probar que f es Lipschitz.

5. Sea (an)nen Una sucesién de nimeros reales tal que Lm an =0 yseab, = a,+ 20,11 — Anys.
11

s s
PI_ObﬁI que % an converge s1 v sole 81 2 bn «,onvergp
n=1 nz=1

[Aclaracién: La sucesién (a,)peny no se supone positiva. ]

Justifique todas las respuestas y si utiliza algtn resultado de la teérica o ejercicio de la préctica,
especifique de cudl se trata, enuncidndolo si hace falta.

Complete esta hoja con sus datos y entréguela con el resto del examen.

i
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7
L. Sea (Tn)ny1 la sucesidn de nimeros reales definida por:

.'Elr—-"].

%+ 3
Tnpr = 3’: . nelv.

Probar ‘que (Zn)nz1 es convergente v hallar su limite.

EB (ﬂb 7/ Sean A, B subconjuntos de /R" donde A es abierto. Demostrar que: -

l / ANB#0 ANB#£0. XQQAK&\J
WD N = N SV

T l\"*o\w){_‘ : bq\’l-? &= {30\1_. \ f 7—\“\?}74:?)
& 1‘ 55\ V‘éle la implicacién anterior cuando A no es abierto? En caso afirmativo,

[e—

NE ’\1 e & \ﬁ; ﬁgmostrarlo si la respuesta es negativa, exhibir un contragjemplo. :
B~} X R
ey mtan O3, Dados S,T C IR™ se define la distancia entre S y T en la forma: | i L;T\
£ SE A \ H ¢ . P ™
220 3o [Toa- il <€ dist(S,T) = inf{||s — t]| : s € S, € T}. - J

Sea f : IR® — IR. Probar que si f es uniformemente continua en S, f es
uniformemente continua en 7'y dist(S,T) > 0, entonces f es uniformemente
continua en S UT.

\7< = ‘/':)\ < b(“ 2 — X2

7/

4 Sea f:[0,3] = R; f(z) =z — [z]. Calcular, si es posible,

3
/ 5[:2de(1').
0

5. Sean (@n)ny1 CRyp, g€ R tales que p < g. Probar que si la serie 3 ., %

converge, entonces la serie ) | == también es convergente. -

.
3
;3

;O . N ;‘-'.-4 . 1
Wy =depn ¢ 1 de-dd i
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A
T =T,
n

1. Sear ¢ Qy sean (a,),en, (b)nen sucesiones de niimeros naturales tales que lim
n—00
Calecular lim a,, y Iim b,.

2. Sea A € R™ un conjunto no vacio tal que para cualquier conjunto finito no vacio B C A se
tiene que A — B es cerrado.

(a) Probar que todo punto de A es aislado.

(b) §Aes cerrado? (hacer una demostracién en el caso afirmativo o exhibir un contragjemplo
si no es cierto).

3. (a) Sea f: R — R una funcién no constante tal gue la imagen de f es un conjunta finito.
iSe puede asegurar que entonces J no es continua? (hacer una demostracién en el case
afirmativo, en caso contrario exhibir un contragjemplo)

3
(b) Sea f:R — R una funcién continua, tal que para todo a < b la integral / f df existe
a

y es 0. Probar que f es una funcién constante.

4. Sea f : [a,b] — R una funcién de variacién acotada tal que v; es una funcién Lipschitz.
Probar que f es Lipschitz.

3. Sea (a,)nen una sucesién de ndmeros reales tal que lim a, = 0 y sea by, = @y +2a,,1 — Apys.
N—r00

co [oo]
Probar que E a, converge si y solo si g b, converge.

[Aclaracién: La sucesién (@n)nen 1O se supone positiva.]

Justifique todas las respuestas y st utiliza algtin resuftado de la teérica o ejercicio de la prictica,
especifique de cudl se trata, enuncidndolo si hace falta.

Complete esta hoja con sus datos y entréguela con el resto del examen.
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. Dado S C R acotado, se llama didmetro de S a

diam (S) = sup{|x — y| / x,y € S}.

Probar que diam (S) = diam (5).

2. Probar que {X,}nen C R no tiene ninguna subsucesién cdnvergénte si y sélo si
im0 |24 = 00, ' o

-

- Sea fp : S C R — R. Probar que si 12, f, converge uniformemente en S, se sigue que
. f n = Oen S. ' )

-

.Sea f, : R — R. Supongamos que f,(0) — I (n — ). Si ademds todas las fn son

derivables en R in f}, = 0 en [~a,4] Va € R, probar que f, =3l en [—a,a] Va € R.

- Probar que una funcién de variacién acotada « satisface que Vy([a,b]) = 0siy sélosia
“es constante en [a, b]. '



