TALLER DE CALCULO AVANZADO
Primer Cuatrimestre — 2013

Préctica 5: Integrales

1. Sea f : [a,b] — R. Para cada particién 7w = {xo, x1,..., %, } de [4,b] definimos

n0>—§2vuw—fwkn|

Probar que si 71y C 71, son dos particiones de [a, b] entonces 711 (f) < ma(f).

2. Determine si las funciones siguientes son de variacién acotada en el intervalo [a, b] corres-
pondiente. En caso afirmativo, dar una mayoracién para Vy(a,b).

(@) f(x) = cos(x), con x € [0,37] © f(x)=2x>—3x% conxe€[-1,2]
L sio<x<t ~ [22sin(Z)? sio<x<1
®) f(x>_{0 six =0, @ f(x)_{o six = 0.

Estudie, ademads, la derivabilidad de la cuarta funcién.
3. Sean f y g funciones de variacién acotada en [a, b]. Probar que fg también lo es.
4. Para las funciones de variacion acotada siguientes, encuentre la funcién Vy; recordemos que
Vi(a) =0y Vi(x) = V¢(a,x)sia < x <b.
x+1, si —1<x<0;
(@ f(x)=4qx, si0<x<1;
1—x, sil<x<2.
(b) f(x)=sinx, conx € [0,2]
Para cada una de estas funciones encuentre explicitamente funciones monétonas crecientes g;
y g tales que f = g1 — &2.
5. Analice en cada caso la existencia de la integral [ Hb fda y calctlela cuando corresponda.
(@) «:[a,b] — R una funcién arbitraria y f una funcién constante sobre [a, b].

(b) «:[a,b] - R una funcién continua con a(a) = ag, a(b) = by; ¢ € (a,b) y f : [a,b] = R
dada por

5 six€]lac);
flx) =<3 six=g
-1 six e (cb].

:Qué sucede si a es continua s6lo en un entorno de ¢?
(c) f como en el item anterior y

zx(x)—{l six € [a,cf;

-1 six e (cb].
@ f(x) =2 a(x) =x*y[a,b] =[-13]
© F(x) = alx) = cos(x) y [a,b] = [0,%].
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6. Sean f,a : [a,b] — R dos funciones tales que f es continua e integrable respecto de a en
[a,b]. Sea c en (a,b), y sea B : [a,b] — R tal que B(x) = a(x) para todo x # c. Muestre que f

es integrable respecto de § en [a,b], y que fab fda = fab fdp. ;Quésucedesic=ao0c=>b?

7. Consideremos las funciones siguientes definidas en el intervalo [0, 2]:

5 six=0;
= -1 , =
f(x) = |x—1] a(x) {e" sixe (0,2,
2
Muestre que f € () en [0,2] y calcule [ fda.
0

8. Sean f, a : [a,b] - Ry seac € (a,b) tales que f € R(a) en [a,c] y f € R(«) en [c,]].
Muestre que f € R(a) en [a,b] y f:fdoc = [ fda+ fcbfdoc.

t9. Si [ o J dua existe y es igual a 0 para toda funcién monétona creciente f, ;qué se puede decir
sobre la funcién a?

Sugerencia. Para cada c € [a,b] considere la funcién monétona f; tal que fc(x) = 0sia < x < cy f,(x) = 1 en caso

contrario.

10. Sean a,b € Ry sea f : [a,b] — R. Probar que si f es de variaciéon acotada entonces es
integrable en el sentido Riemann.

t11. Sea f : [a,b] — R una funcién de clase C! en [a, b]. Probar que f es de variacién acotada y
V(a,b) = [)|f'(x)] dx.
12. Sea f : [a,b] — R continua y sea « : [a,b] — R monoétona creciente.
(a) Probar que existe ¢ € (a,b) tal que fabfdzx = f(c) (a(b) — a(a)).

(b) Supongamos que a es derivable en (a,b) (pero no necesariamente de clase C!). Probar
que la funcién

p(x) = [ fda

es derivable en (a,b), y ¢/'(x) = f(x)a’(x) para todo x € (a,b).

13. Sean f, a : [a,b] — R, con f continua y a de variacién acotada. Probar las siguientes
afirmaciones.

b .
(@ | [, fdal < Va(a,b) maxee(qpf(x)]
(b) La funcién ¢ : [a,b] — R dada por ¢(x) = [* f da es de variacién acotada.

(c) Si a satisface una condicion de Lipschitz en [a,b], entonces la funcién ¢ definida en el
punto anterior también satisface una condicién de Lipschitz en [a, b].
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