TALLER DE CALCULO AVANZADO
Verano — 2016

Préactica 1: Numeros reales y sucesiones

1. A partir de los axiomas de cuerpo pruebe que para todos 4, b, ¢, d € R vale que:
@ 0-a=a-0=0;

(b) siab=acya#0entoncesb =c;

(c) siab=0entoncesa=000b=0;

(d) (—a)b= —(ab)y (=a)(=b) = ab;

(e) sib#0yd#0,entonces (a/b)(c/d) = (ac)/(bd).

2. A partir de los axiomas de cuerpo ordenado pruebe que para todos 4, b, ¢ € R vale que:
(@) sia <byc>0,entonces ac < bc;

(b) sia < bentonces —b < —a;

(c) sia # 0 entonces a®> > 0;

(d) siab > 0 entonces a y b son ambos positivos o ambos negativos;

(e) sia®+b%=0entoncesa="b=0;

(f) sia<byb <aentoncesa =>b.

3. Sea A un subconjunto no vacio de R y sea s € R. Muestre que las siguientes afirmaciones
son equivalentes.

(@) s es el supremo de A.
(b) s satisface las siguientes dos condiciones:
= para todo a € A se tiene s > a;
m sit > apara todo a € A, entonces t > s.
(c) s satisface las siguientes dos condiciones:
= para todo a € A se tiene que s > a;
= para todo e > 0 existe s € A tal que s —e < a.
(d) s satisface las siguientes dos condiciones:
= para todo a € A se tiene que s > a;
= existe una sucesion (a,),cn contenida A tal que nlmo ay = s.

Enuncie caracterizaciones andlogas para el infimo de A, y demuestre su equivalencia.

4. Sean A y B dos conjuntos no vacios de R tales que A C B.

(1) Supongamos que A y B estdn acotados superior e inferiormente. Establezca y demuestre
las relaciones de orden que hay entre los nimeros sup(A), inf(A), sup(B) e inf(B).
(b) ¢Qué sucede cuando alguno de los conjuntos no estd acotado superior o inferiormente?

5. Hallar, si existen, el supremo, el infimo, el maximo y el minimo de los siguientes subcon-
juntos de R:

(@) A;=(ab],cona,bcR. () As={x>—x—1:x€cR}.
(b) Azz{Zi,,:nEN}. ) A6:{%+%:n,mEN}.

(c) Az = A, U{0}. () A7 ={x>—-5x+4:x€[2,4)}.
d Ay={xcQ:0<x<V2). (h) Ag=@.
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6. Si A C R es no vacio, para cada c € R consideramos los conjuntos
c-A={cx:x€ A}, —A=(-1)-A.

Pruebe las siguientes afirmaciones.

(a) Si el conjunto A estd acotado superiormente, entonces —A estd acotado inferiormente e
inf(—A) = —sup A.

(b) Sic > 0y el conjunto A estd acotado superiormente, entonces c - A también lo estd y
sup(c-A) =c-sup A.

(c) ¢Qué se puede decir cuando ¢ < 0?

Enuncie y demuestre resultados analogos a los anteriores para inf(c - A).

*7. Si A, B C R son ambos no vacios, consideramos los conjuntos
A+B={a+b:ac AbecB}, A-B={ab:a€ A be B}

(@) ¢Qué condiciones deben satisfacer A y B para que exista sup(A + B)? Cuando se cumplen,
(qué relacion hay entre sup(A + B) y sup(A) + sup(B)?

(b) Realice el mismo andlisis para el conjunto A - B y los nimeros sup(A - B) y sup(A) - sup(B).

8. Sean a,b € R tales que a < b. Probar las siguientes afirmaciones.

(a) Existe un tinico entero n tal que n < a < n + 1. Llamamos a n la parte entera de a y lo
denotamos [a].

(b) Existeq € Qtalquea < g <b.
(c) Para cada x € R existe una sucesion (§,)nen en Q tal que Il;m gn = x. Mds aun, (qu)nen
n—oo
puede elegirse decreciente.

A raiz de este hecho decimos que Q es denso en R.
9. Sea (a;),en una sucesién de ntimeros reales tal que lim a, = L.
n—o0

(1) Probar que sir < L entonces existe 1y € N tal que a, > r para todo n > ny.

(b) Andalogamente, sir > L, entonces existe ny € N tal que a, < r para todo n > ny.
(c) ¢Puede reformularse (a) si se sabe solamente que r < L?

(d) ;Qué puede decirse de L si existe ng € N tal que a,, > r para todo n > ng?

10. Si (a,),en €s una sucesion de ntmeros positivos tal que lima, = A, entonces se tiene que

o= .

11. Sea (by),en la sucesion definida recursivamente de la siguiente manera: by = V2 y byl =
V2 + by, para cada n > 0. Muestre que (b,),cn es monétona y que estd acotada superiormente
por 2. Determine su limite.

12. Fijemos x1, y; € R tales que x; > y; > 0 y para cada n > 0 sean

Xp1 = (Xn +Yn)/2, Yn+1 = v/ XnYn.

Pruebe que para todo n € N vale que

Yn < Yn+1 < X1, Y1 < Xpy1 < Xp

n
0 <xp41—Ynt1 < (X1 —yl)/z .
Deduzca que ambas sucesiones convergen y que lim x, = lim y,.
n—oo n—oo

13. Hallar los puntos limites y los limites superior e inferior de las siguientes sucesiones:
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(@ 1-3 @ (-1)"2+3),
) (=17, © 23500058
(c) cos ', (f) H(n+(=1)"(2n+1)).

14. Si (an)nen Y (bn)nen son sucesiones acotadas de ntimeros reales, determine las relaciones
de orden entre los siguientes cuatro nimeros:
liminf(a, + by), lim sup(a, + by),

limsupay, + limsupb;,, Iiminfa, + liminf b,,.

15. (a) Sea (a,)nen una sucesion de términos positivos tal que
a
I|’msupn—+1 =60<1.
an

Probar que lim a, = 0.
n——+4o00

(b) Usando este resultado, muestre que
(1) Sia >0, entonces grz (a/n!) = 0.
n o]

(xr) lim n!/n" =0.
n——+00

(1) Si0 < a < 1y k es un entero, entonces lim n*a” = 0.
n——+o0

16. Sean x1, a € R tales que x; >0y a > x4+ x;, y para cada n € Nsea x,,11 = a/(1+ xp).
(1) Probar que xp,_1 < x9, para todon € N.

(b) Para cada n € N notamos por I, al intervalo [xp,_1, x2,] C R. Probar que I,1 C I, para
todon € N.

(c) Probar que N I, = {¢}, donde ¢ € R es una raiz de la ecuacién x> +x—a.
neN

Sugerencia. Muestre que para todo n € N los ntimeros x,41 — X, Y Xn — X,—1 tienen signos diferentes y que existe
6 € (0,1) tal que |x+1 — xu| < 6]x, — x,_1] para todon € N.
17. Sea (I,)yen una sucesion de intervalos cerrados talesque y D b, O --- D I, D I, D -+ +;

para cada n € N notamos por A, la longitud de I,,. Mostrar que Il'T Ay existe y que si
n— 00

lim A, > 0 entonces [\ I, es un intervalo cerrado de longitud Iim A,.
n—-+oo neN n—-+oo

18. Sea (4,),en Una sucesion acotada superiormente. Probar que M € R es el limite superior
de esta sucesion si y sélo si para todo & > 0
= existen infinitos n € N para los que a, > M — ¢,y
= existe solamente una cantidad finita de n € N para los que a, > M +¢.
*19. Sea (a,),en una sucesion de nimeros reales y sea (0 ) ey la sucesién dada por

_apta+--+tay
n

On

para cadan € N.
(1) Decida si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas.
(1) Si lim a,; =0 entonces lim o, = 0.
n—o0 n—oo
(rr) Si lim 0, = 0 entonces |im a, = 0.
n—oo n—oo
(1) Si lim a, = L, entonces lim o, = L.
n—o0 n—o0
(b) ¢Puede suceder que limsup a;, = co mientras que nll;moo o =0?
(c) Pruebe que si b, = a,41 —a, paracadan € N, lim 0, = Ly lim nb, = 0, entonces
n—oo n—oo

lim a, = L.
n——+00

n—1
Sugerencia. Muestre que a, — 0, = % Y kby.
k=1
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