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Segundo Parcial
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1. Sean r: R"™*1\ {0} - S" dada por r(p) = p/|p| y ¢ € Q"(5") dada por
o(p)(@!,...,0") = det(p,o',...,0").

(@) Sea p e R"™1\{0} y seaw = (Ap), € T,R""! con A € R. Probar que para cualesquiera campos
v1,...,0, se tiene rio(w,vl,...,v") = 0.

(b) Sea M c R™*1\ {0} una subvariedad de dimensién n compacta y con borde. Supongamos que
para cada v € S" la interseccién {Av: A > 0} n M contiene a lo sumo un punto, y sea S(M) el
conjunto de v € 5" tales que dicha interseccién es no vacia. Probar que

[ r¥o = f r¥o.
M S(M)

Esta integral calcula el &ngulo solido subtendido por M, por lo cual se suele usar la notaciéon
T’*U = d®n+1.
2. Dado G un grupo de Lie, decimos que una métrica Riemanniana (-, —) es invariante a izquierda
si (1, 0)g = ((Lp)s,g(1), (Lp)+g(v))ng para todos g,h € Gy todos u,v € TyG. Se define andlogamente
una métrica invariante a derecha. Una métrica se dice bi-invariante si es invariante a izquierda y a
derecha.

Notar que todo grupo de Lie admite una métrica invariante a izquierda. Dado (-, -). producto
interno en T,G, definimos

(11,0)g = (Lg1) (1), (Lgt) g (0))e (1)

para cada ¢ € G, u,v € T,G. El objetivo de este ejercicio es mostrar que bajo ciertas hipétesis un
grupo de Lie admite una métrica bi-invariante.
(1) Probar que la métrica definida en (1) es invariante a izquierda.
(b) Probar que las siguientes condiciones son equivalentes para la métrica definida en (1).
(i) La métrica (-, -) es bi-invariante.

(i) Vale la igualdad ([U, X], V) = (U, [X, V]) para todos U, V, X campos invariantes a izquier-
da.

(iii) Para cada g € G el diferencial de cg : G - G, dada por cg(h) = ghg™1, es una isometria en
TeG-
(c) Supongamos a partir de ahora que G es un grupo de Lie compacto y conexo de dimensién n.
Dada w una n-forma invariante a izquierda, probar que es también invariante a derecha.
(d) Mostrar que existe una n-forma invariante a izquierda y positiva.

(¢) Dadas (-, —) una métrica invariante a izquierda y w una n-forma positiva invariante a izquier-
da, definimos {—,-) en G como

(1,90 = [ (R, (), Rg.,,(@)w.

Probar que (—,-) es una métrica Riemanniana bi-invariante.



Geometria Diferencial — Primer Cuatrimestre — 2016

(f) Tomemos S3 con el producto heredado de los cuaterniones. Bajo esta estructura, es un grupo
de Lie. Proveer a S® de una métrica bi-invariante y expresar como una integral triple el
producto interno (X, Y), donde

X—_xi+xi+xi_xi
T 0 T Yox,  Ttoxs Coxy

0 0
Y =(-x; —36:5—364)—83(]L +(x1 +x3—x4)—ax2
0 0
+ (.X'l —x2+X4)a—x3 + (.X'1 +x2—X3)a—x4.

3. Sean G y H grupos de Lie, y sea ¢ : G - H un morfismo de grupos continuo.
(a) Probar que existe un entorno convexo U de T,H con la propiedad de que para todo elemento
a € exp(U) existe un tnico elemento b € exp(U) tal que b? = a.

(b) Probar que si G = R entonces existe X € T, H tal que ¢(t) = exp(tX). Sugerencia: Utilizar el item
anterior para calcular ¢(e/2") para € > 0 adecuado y n arbitrario.

(c) Sea Xj,..., X, una base de T,G. Probar que la funcién ¢ : T,G - G dada por

n
P (Z tiXi) = exp(t1X1) exp(t2X2)-- exp(tn Xy )
i=1

es un difeomorfismo en un entorno de 0.

(d) Probar que ¢ es suave, y concluir que si G y H son isomorfos como grupos topolégicos
entonces lo son como grupos de Lie; en particular todo grupo topolégico tiene a lo sumo una
estructura diferenciable que lo convierte en un grupo de Lie. Sugerencia: Probar que ¢ o1 es
suave.

4. Calcular la cohomologia de de Rham de las siguientes variedades.

(a) Un toro con ¢ manijas para g € N.
(b) La botella de Klein.

5. El objetivo de este ejercicio es probar el teorema general de Jordan en versioén suave. Sean >0y
sea i:S$" - R™! una funcién suave e inyectiva, cuya imagen notamos por M. El teorema de Jordan
suave afirma que R"*1 \ M tiene dos componentes conexas, una de ellas acotada y la otra no.

(1) Sea M una variedad compacta de dimensi6n menor o igual a 1, y sea i : M - S"*! una
inmersién inyectiva. Probar que i es un embedding y por lo tanto i(M) es una subvariedad
regular.

(b) Sea M c S"*! una subvariedad compacta y regular de dimensién menor que n. Probar que
existen un entorno V de M y una funcién 7 : V - M tal que, si llamamos j: M - V a la
inclusién, entonces woj = idy; y jo 7 es homotdpica a idy. Sugerencia: Probar primero el
resultado anédlogo para R"+1.

(c) Sea M como en el item anterior, y sea e : Q.(S"*1 \ M) - Q. (5§™*1) la funcién que envia una
forma w sobre $"*1 \ M en su extensién por cero a todo S"*1. Probar que e estd bien definida
y es un morfismo de complejos, pero

0> Q(S™ 1 M) % (5™ 5 (M) - 0

10 es una sucesion exacta de complejos.

Sea V1 oV, 5 V3 0 -+ una sucesion de entornos abiertos de M como en (b), tales que M =; V;. Para
cada k > 0 se define el gérmen de k-formas de M como

GF={weQ (V) :i>1}/ ~

donde w ~ v si existe i > 0 tal que w|V; = v|V.
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(d)
(e)
(f)

©)

Probar que d : GK(M) - Gk*1(M) dada por d([w]) = [dw] esté bien definida y que d? = 0.
Probar que H¥(G*(M)) = H%,(M).
Sea ¢: Q).(8™1) - G(M) la funcién dada por ¢(w) = [w|V1]. Probar que

0 - Q:(S™1 M) S Qu(s™ ) £ g(M) -0
es una sucesion exacta corta de complejos. Concluir que existe una sucesion exacta larga
« = HEH(M) = HE (S M) > HE(S™) = HE (M) > HE™ (8™ N M) — -

Probar que si M es difeomorfa a S” entonces dim HZ*1(S"*1 \ M) = 2. Concluir que S"*1 \ M
tiene dos componentes conexas, y deducir la versién suave del teorema de Jordan.
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