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Variedades

§1. Atlas

1.1.1. Si M es un espacio topolégico, un atlas sobre M de dimension n es una familia
A ={¢i Ui = R"}ier

de funciones, a las que llamamos cartas de .27, tal que
¢ el conjunto % = {U,};cs es un cubrimiento abierto de M,
¢ paracada i € I laimagen ¢,(U;) es un abierto de R™ y la correstriccion ¢; : U; — ¢;(U;) es
un homeomorfismo, y
® paracadai, j € I, la composicién

¢1(UZQUJ) L UZQUJ L) @(UlﬂUJ)

es diferenciable.
Notemos que la funcién ¢; o ¢; ' del tercer punto es biyectiva y que su funcién inversa es ¢; o <j)j_1,

que también es diferenciable. Se sigue de esto que, de hecho, ¢; o gb;l es un difeomorfismo.

1.1.2. Es inmediato que si </ es un atlas de dimensién n sobre un espacio topolégico M y o/’ C o/
es un subconjunto tal que los dominios de los elementos de 7’ cubren M, entonces ./’ también
es un atlas sobre M de la misma dimensién n que <7; en esta situacién decimos que 27’ es un
subatlas de </ .

1.1.3. Un atlas </ de dimensién n sobre un espacio M es maximal si siempre que </’ es otro atlas
de dimensién n sobre M tal que &7 C &7’ se tiene que & = &/".

Si {2 }rea es una familia de atlas de dimensién n sobre M totalmente ordenada para la
inclusién, es inmediato verificar que  J, ., #/\ también es un atlas de dimensién n y, por supuesto,
éste contiene al atlas &7, cualquierasea A € A. Ellema de Zorn, entonces, nos permite concluir que
todo atlas de dimensién n sobre M estd contenido en un atlas maximal de la misma dimensién.

De hecho, trabajando un poco mdas podemos mostrar que éste estd univocamente determinado:

Proposicién. Si M es un espacio topoldgico, todo atlas < sobre M de dimension n estd contenido en un
anico atlas maximal o/ ™ sobre M de la misma dimension. Una funcion ¢ : U — R™ definida en un
abierto de M pertenece a </ ™ si y solamente si o/ U {¢} es un atlas sobre M.
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Demostracion. Sea o/ = {¢; : U; — R"};c; un atlas sobre M de dimensién n y sea 7™ el
conjunto de todas las funciones ¢ : U — R™ tales que &/ U {¢} es un atlas sobre M. Todo
atlas de dimensién n que contiene a < esta contenido en .&/™®*, asi que para probar el lema
bastard que mostremos que .27 ™** es un atlas de dimensién n. Las dos primeras condiciones de la
definicién 1.1.1 se satisfacen por la forma en que construimos a &/™*, asi que sélo nos queda
verificar la tercera y, para esto, que

sig:V = R"y: W — R son funciones tales que o/ U{¢} y o/ U{1} son atlas sobre M
de dimensién n, entonces la composicion o =1 : p(VOAW) = VNW = p(VNW)es (1)
diferenciable.

Notemos que esto tiene sentido, ya que los conjuntos ¢(V N W)y ¥ (V N W) son abiertos de R”,
porque U NV es un abierto tanto de U como de V' y las funciones ¢ y 1) son homeomorfismos.

Sean entonces ¢ y 1 funciones que satisfacen las condiciones de (1). Si ¢ € I, entonces la
hipétesis implica que son difeomorfismos las composiciones

. |
oV NU) Lo vau, —2s ¢, (VU

bW NU) 2 WU, —2s (WU,
La primera se restringe a un difeomorfismo ¢(V N W NU;) = ¢;(V N W NU;) y la segunda
auno o;(VNWnNU) — v(VnNnWnNU), y la composicién de estos es un difeomorfismo
o(VNWNU;) = Y(VNWNU;) que es la restricciéon a ¢(V N W N U;) de la composicién

SV AW) L VAW — (v AW).

Vemos asi que esta tltima composicion es diferenciable sobre cada uno de los elementos del
cubrimiento abierto {VNW NU; :i € I} de V NW, asi que es ella misma diferenciable. O

1.1.4. El siguiente criterio es ttil al comparar atlas:

Lema. Dos atlas sobre un espacio topoldgico estdn contenidos en el mismo atlas maximal si y solamente si
su union es un atlas.

Demostracion. Sean .7y &/’ dos atlas sobre un espacio topolégico M. Siambos estdn contenidos en
el mismo atlas maximal, éste contiene a la unién .7 U.<7’ y se sigue entonces de la observacién 1.1.2
que esta unién es un atlas, ya que los dominios de sus elementos cubren M. La implicacién
reciproca es inmediata. O

1.1.5. Un atlas maximal es, en cierto sentido, un atlas que contiene todas las funciones que podria
contener. Una consecuencia 1til de esto es la siguiente:

Lema. Sea M un espacio topoldgico y sea </ un atlas maximal sobre M. Si ¢ : U — R™ es una carta
de o/ yV C U es un abierto, entonces la restriccion ¢l : V. — R™ es un elemento de o7 .

Este resultado nos permite mostrar facilmente, si tenemos un atlas maximal, la existencia de
cartas que satisfacen diversas condiciones. Se sigue de él, por ejemplo, que todo atlas maximal
contiene un subatlas cuyas cartas tienen todas dominio conexo.
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Demostracion. Es suficiente que mostremos que <7 U {¢|y } es un atlas. Como ¢ es un homeo-
morfismo a su imagen y V es un abierto de U, la restriccién ¢|y es un homeomorfismo a su
imagen, que es un abierto de R". Las dos primeras condiciones de la definicién son entonces
inmediatas y para verificar la tercera alcanza con mostrar que si ¢ : W — R™ es una carta
de o7 entonces ¢ o (¢]y) "L p(VNW) = (VW) yolyop™t i p(VNW) — ¢(VNW) son
diferenciables: esto es claro, porque se trata de restricciones de o ¢~ 1 : (U NW) — (U NW)
ypop~t i p(UNW) — ¢(UNW), respectivamente. O

1.1.6. Recordemos que un espacio topoldgico con base numerable tiene la propiedad de Lindelof:
cada uno de sus cubrimientos abierto contiene un subcubrimiento numerable; ver [?Munkres,
Theorem 30.3]. En nuestra situacién, esto nos permite obtener el siguiente resultado que nos serd
atil mas adelante:

Proposicion. Si M es un espacio topoldgico con base numerable y </ es un atlas sobre M, entonces existe
un atlas <, contenido en </ que es numerable.

Demostracion. Si o/ = {¢; : U; = R"},¢c1, entonces {U; };c; es un cubrimiento abierto de M y la
hipétesis hecha sobre M implica que existe un subconjunto numerable J C I tal que {U; }ics
también es un cubrimiento de M. Podemos poner entonces < = {¢; : U; — R"};c;, ya que
satisface las condiciones deseadas. O

§2. Variedades

1.2.1. Una variedad de dimension n es un par (M, o7) en el que

* M es un espacio topolégico Hausdorff con base numerable y

* ¢/ es un atlas maximal de dimensién n sobre M.
Decimos que el espacio M y el atlas ./ son el espacio topolégico subyacente y la estructura
diferenciable de la variedad (M, /), respectivamente. En general, escribiremos M en lugar
de (M, o7), dejando al atlas &7 sobreentendido.

1.2.2. Recordemos que un espacio topolégico X es regular si sus puntos son cerrados y

cadavez que x € X y F' C X es un cerrado tal que x ¢ F existen abiertos disjuntos
UV CXtalesquex c U, FCV

0, equivalentemente, si sus puntos son cerrados y

cada vez que x € X y U es un abierto de X con x € X existe un abierto V en X tal
quex € VCV CU.

Proposicién. El espacio topoldgico subyacente a una variedad es reqular.

Demostracion. HACER O



1.2.3. Sea X un espacio topolégico. Un cubrimiento abierto % de X es localmente finito si para
cada z € X hay un abierto V en X con z € V y tal que el conjunto {U € % : UNV # &}
es finito. Por otro lado, si  y ¥ son dos cubrimientos abiertos de X, decimos que % es un
refinamiento de ¥, o que ¥ admite a % como refinamiento, si para cada U € % existe V € ¥
con U C V. Decimos que el espacio X es paracompacto si cada cubrimiento abierto de X
admite como refinamiento a un cubrimiento abierto localmente finito. Es inmediato que un
espacio compacto es paracompacto, y fue con la intencién de generalizar la compacidad que esta
nocién fue presentada por Jean Dieudonné en [?Dieudonne]; menos evidente es que todo espacio
metrizable o Lindel6f es paracompacto —las pruebas de estas afirmaciones pueden encontrarse
en [?Munkres, §41]. A nuestros fines, nos interesa el resultado siguiente:

Proposicién. Sea (M, o) una variedad de dimension n.
(i) Si ety = {¢:: U; = R"};er es un subatlas numerable de <7, entonces podemos elegir para cada
i € I un abierto V; C U; de manera que ¥ = {V; : i € I} sea un cubrimiento abierto localmente
finitode M y <7y = {bi|v, : Vi = R"}ie1 sea un subatlas de of . Notemos que ¥ es un refinamiento
del cubrimiento {U; : i € N}.
(ii) M es un espacio topolégico paracompacto.

Demostracion. (i) Sea <% = {¢; : U; — R"},e; un subatlas numerable de <7; observemos que, sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que I = N.
Para cada ¢, k € N consideramos el conjunto

K ={z € U : ||¢s(@)l| < k,d(di(2),R"\ :(Us)) = 7}

Como ¢;(K; i) es un subconjunto cerrado y acotado de R™ contenido en ¢;(U;) v ¢; : U; — ¢;(U;)
es un homeomorfismo, el conjunto K ;, es un compacto de M y, como M es Hausdorff, cerrado.
Como ¢;(U;) = Up>q ¢i(Kik), es Uy = Uy~ Kk y, finalmente, es facil ver que K; . C int K 1.

Para cadai € N}mngamos ahora V; = U; \ U;_ll K;;,queesun abiertode M. Sixz € M eiges

el menor elemento de N tal que © € U, entonces = ¢ Ut

io—1 .
21 Uj 2 UjZ, K, y, en consecuencia,

x € V;,. Esto nos dice que ¥ cubre a M. Por otro lado, existe kg tal que = € int K;, 1, y si
k > max{ig, ko }, entonces K;
conjunto {k € N : VyNint K;
de M es localmente finito. Esto prueba la primera parte de la proposicién, ya que es inmediato

o,ko €std contenido en K 1, que es disjunto de V. Estonos dice que el

o,k 7 @} es finito y que, por lo tanto, el cubrimiento ¥ = {V; : i € N}
que el conjunto 27 decripto alli es un subatlas de <.

(i) Sea %/ un cubrimiento abierto de M y sea .« el conjunto de todas las cartas de </ cuyo
dominio estd contenido en un abierto de %, que es un subatlas de /. La Proposicién 1.1.6
implica que hay un subatlas numerable 4, contenido en &/ y de acuerdo a la primera parte de la
proposicién, hay otro subatlas .«7; de & tal que ¥ = {dom ¢ : ¢ € ./} es un cubrimiento abierto
localmente finito que refina a {dom ¢ : ¢ € 4% }. Para concluir lo que queremos, basta observar
que 7 es un refinamiento de % . O

1.2.4. Para dar una variedad es necesario dar tanto un espacio topolégico como un atlas sobre
éste. Muchas veces, sin embargo, es mas eficiente describir las dos cosas simultdneamente: la
siguiente proposicion codifica esta situacién, que es bien til a la hora de dar ejemplos.

4



Proposicién. Sea X un conjunto, sea n > 1, sea % = {U, }ier un cubrimiento de X y consideremos
una familia o = {¢; : U; — R"};c de funciones. Supongamos que:

* para cada i € I la funcion ¢; es inyectiva y su imagen es un abierto de R™;

* paracada i, j € I el conjunto ¢,(U; N U;) es un abierto de ¢;(U;) y la composicion

b b
d)z(Uz N UJ) — U;N Uj — d)g(Uz N U])
es diferenciable;
® paracada i, j € I el conjunto

A ; ={(a,b) € :(U3) x ¢;(U;) : ¢; *(a) = ¢ (b)}

es un cerrado de ¢;(U;) x ¢;(U;);
® U contiene un subcubrimiento numerable.
Entonces existe exactamente una topologia sobre el conjunto X que hace de él un espacio Hausdorff y con
base numerable y para la que </ es un atlas.

Demostracion. Para cadai € I seaY; = ¢;(U;), dotado de su topologia de subespacio de R", y sea
fi ' Y; — X la composicién

—1

v, U s X

Sii € I, la funcidn f; es inyectiva y U; es su imagen. Si i, j € I, entonces f[l(Uj) =¢;(U;NU;)y
esto es, por hipétesis, un abierto de Y;. Por otro lado, la composicién

Uy s vinuy S £ HU)

es la funcion ¢; o ¢; ' : ¢;(U; N U;) — ¢;(U; N U;), que es un homeomorfismo.

La Proposiciéon A.1.2 nos dice que hay sobre X una tnica topologia que hace de % un
cubrimiento abierto de X y de los elementos del conjunto .%# = {f;};,c; homeomorfismos con sus
imagenes. Si i, j € I, entonces el conjunto

{(a,0) € Y; x Yj : fia) = [;(b)}

coincide con el conjunto A; ; del enunciado, que es un cerrado de Y; x Y}, asi que la Proposi-
cién A.1.3 implica que la topologia de X es Hausdorff. Como estamos suponiendo que % contiene
un subcubrimiento numerable, de la Proposicién A.1.4 sabemos que X tiene una base numerable.
Finalmente, para ver que el conjunto ¢/ es un atlas sobre X queda solamente verificar la tercera
condicién de la definicién 1.1.1, pero ésta es parte de nuestra hipétesis. O



§3. Ejemplos

Subvariedades abiertas

1.3.1. Un abierto de una variedad tiene él mismo una estructura natural de variedad inducida
por la del espacio ambiente:

Proposicién. Sea (M, o7 ) una variedad de dimension n y sea N C M un abierto. El conjunto </" de
cartas de <7 cuyo dominio estd contenido en N es un atlas sobre N de dimension n y el par (N, o7'™) es
una variedad diferenciable.

De hecho, el atlas .7’ es maximal, pero no necesitaremos esto. Siempre que veamos a un abierto
de una variedad como una variedad sera con respecto a la estructura de variedad construida en

este lema.

Demostracién. El abierto N es claramente un espacio Hausdorff con base numerable cuando lo
dotamos con la topologia inducida por M, asi que tenemos que probar solamente que .7’ es un
atlas. Como & es un atlas, para ver que </’ es un atlas alcanza con mostrar que los dominios de
las cartas de </’ cubren a N. Ahora bien, sabemos del Lema 1.1.5 que si ¢ : U — R" estd en &/
también lo estd ¢|yny : U NV — R, asi que lo que queremos sigue inmediatamente de que los
dominios de las funciones de </ cubren M. O

Espacios vectoriales

1.3.2. Sea V es espacio vectorial real de dimensién finita n. Si B = (v1,...,v,) es una base
ordenada de V, sea B* = (A1, ..., \,) labase del espacio dual V* duala By

o eV i (A(x),..., \(x)) € R™.

Sea 2 el conjunto de las bases ordenadas de V' y consideremos el conjunto & = {¢p}pcz.

Lema. Hay una tinica topologia sobre V' que hace que todas las funciones de o/ sean homeomorfismos.
Esa topologia es Hausdorff y tiene una base numerable, y con respecto a ella el conjunto <7 es un atlas de
dimension n sobre V.

Sidotamos a V' de esa topologia, entonces (V, &/™#*) es una variedad. Decimos que esta estructura
de variedad sobre V' es su estructura canénica y siempre que veamos a V' como variedad serd
con respecto a ella. Notemos que si B es una base de V, entonces &/ = {¢p : V — R"} es un
subatlas de &/™* y que (27/5)™* es el atlas &7 del lema.

Esta construccién se aplica, en particular, al espacio vectorial R". Si B = (eq,...,e,) esla
base estandar de R™ entonces la funcién ¢ : R” — R™ es la funcién identidad de R, y entonces
la estructura de variedad canénica sobre R™ estd completamente por el atlas {idgn }.

Demostracion. Si B € 98, entonces la funcién ¢p : V' — R" es biyectiva y hay exactamente una
topologia 75 sobre V' que hace que ¢ sea continua: aquélla para la que un conjunto U C V' es
abierto si y solamente si su imagen ¢ (U) es un abierto de R™. Dotando a V' con esa topologia, la
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funcién ¢ resulta ser un homeomorfismo y, en particular, esa topologia es Hausdorff y posee
una base numerable.

En vista de esto, para probar la primera afirmacién de lema alcanza con mostrar que si By B’
son dos bases de V' entonces las topologias 75 y 75+ coinciden y, para ello, que la composicién
¢p 0 ¢p' : R" - V — R™ es un homeomorfismo: esto tltimo es claro, ya que se trata de
una funcién lineal biyectiva. Mds atin, como esta composicién es lineal es diferenciable y, en
consecuencia, el conjunto .27 satisface la tercera condicién de la definicién 1.1.1. Las dos primeras
son inmediatas, asf que %/ es un atlas. O

Productos cartesianos

1.3.3. Proposicién. Sean (M, <) y (N, o/") dos variedades de dimension m y n, respectivamente, y
supongamos que </ = {¢; : U; = R"},cry &' = {1p; : V; = R"}je . El conjunto

A" ={¢i x ; : Uy x V; = R™ X R"}(; jyerxs
es un atlas de dimensién m + n sobre el espacio topoldgico producto M x N y el par (M x N, o/""™**) es

una variedad de dimension m -+ n.

Estamos aqui identificando de manera obvia a R™ x R" con R™*". Por supuesto, este resultado
se generaliza sin problemas a productos cartesianos de un ntimero arbitrario de variedades.

Demostracion. Es claro que {U; x Uj}(; j)erx. s un cubrimiento abierto del espacio topologico
producto M x N. Ademds, como el producto cartesiano de dos homeomorfismos es un homeo-
morfismo, las funciones de &/”' son homeomorfismos sobre abiertos de R x R™. Finalmente, si
(i,7), (¢',5") € I x J, claramente

(Ui x V) 0 (Ui x Vi) = (Us N Uw) x (VO Vo),

(6 x ;) (Ui x Vi) 0 (U x V1)) = ¢3(Ui N Usr) x 4;(V; N V)

(i x ) (Ui x Vi) 0 Uy x V1)) = ir (Ui N Us) x 3o (Vi N Vo),

y la composicién

) (bir Xabjr)o(hixah;)

(¢i X ) ((Us x Vi) N (Ui x Vyr) (i x ) (Ui x Vi) N (Uyr x Vyr))

es la funcién

(¢sr00; ) x (Wyrop; )

¢i(Ui N Ur) x 4;(V; N Vyr) b (Ui NUs) x 1pyr (V; N Vi),

que es evidentemente diferenciable. Esto prueba que &/ es un atlas sobre M x N de dimen-
sion n +m. Como M x N es un espacio Hausdorff y con base numerable, podemos concluir que
(M x N,o/""™) es una variedad. O



Esferas

1.3.4. Sea n > 1y consideremos el subconjunto
S" ={zx eR"": ||z| =1}

de R"*!, al que dotamos de la topologia inducida por la de R"*!, que es Hausdorff y que
tiene una base numerable. Si z = (z1,..., 2z, Tyy1) € S™, escribimos @’ = (z1,...,z,) € R" e
identificamos, por comodidad, a « con el par (z, ,,+1). Sea I = {+1,—1} y para cada i € I sean
P, =(0,...,0,i) e 5", U; = S"\{P}y

x/

¢i: (2 rpy1) €U — ——— € R™.
1—izn41

El conjunto U; es abierto, ya que S™ es Hausdorff, y la funcién ¢, es continua, porque es la
restriccién a U; de la funcién continua dada por la misma expresion pero definida sobre el abierto
{z € R" : iz, 11 < 1}. Por otro lado, consideremos la funcién

2 2.1
’(/}i (Y € R" — 2y ,i ||yH2 c Rn-‘,—l.
lyll+1 fyl”+1

2
Siy € R* es||¢s(y)|| =1y ”zHQE # i, asi que la imagen de 1; estd contenida en U;, y en

consecuencia podemos verla como una funcién ¢; : R™ — Uj;; es claro, ademas, que se trata de
una funcién continua. Un calculo directo muestra que ¢; y ¢; son funciones inversas, asi que se
trata de homeomorfismos. Afirmamos que &7 = {¢41,¢_1} es un atlas; para verlo, queda s6lo
verificar la tercera condicion de la definicién. Sea i € I. Es

UinU_; = 8"\ {P,, P_;}

¢i(UiNU-i) = ¢i(Ui) \ {¢i(P-i)} = R"\ 0,
y calculando vemos que

p_iogiiy € gi(UiNU_1) — ﬁ € o_i(UinU_y),

que es claramente diferenciable.

Esto prueba nuestra afirmacién de que %7 es un atlas sobre S™. Se sigue de ello que (S™, &™)
es una estructura de variedad sobre S™. Siempre que vamos a S™ como variedad serd con respecto
a esta estructura.

Espacios proyectivos

1.3.5. Sean > 1,sea X = R"*!\ 0y consideremos sobre el conjunto X la relacién ~ tal que si
z,y€ X, es

x ~y < existe A\ € R\ 0tal que Az = y.
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Es una relacién de equivalencia, asi que podemos considerar el conjunto cociente RP" = X /~.
Siz = (zg,...,%,) € X, escribimos (z¢: --- :x,) € RP™ ala clase de equivalencia de z.

1.3.6. Sean I = {0,...,n}ei € I.Six = (xo,...,Zn), ¥y = (Yo,--.,Yn) € R" son tales que z ~ y,
entonces

z;, =0 <— inO,

asi que tiene sentido considerar el conjunto

Ui ={(zo: ... :2,) € RP" : z; #£0}.
Consideremos la funcién ¢; : U; — R tal que para cada (zg: ... :x,) € RP" es
o Ti—1 Tj+1 X
qbi(xoz...:xn):(—,..., . H_,...,—").
Esto estd bien definido: en efecto, si z = (zo,...,2Zn), ¥ = (Yo,---,Yn) € R" son tales que z ~ y,
entonces

5 geeey geeey

(@ Ti—1 Tit1 ﬁ) _ (@ Yi—1 Yit+1 yi)

Un calculo directo muestra que la funcién
(1, xn) ER" — (z1: ...ty iyt . twy) €U,

es la funcién inversa de ¢;, asi que, en particular, ¢; es una biyeccién.

1.3.7. Sean ahora i, j € I y supogamos que i < j.
e EsU;NU; ={(zo: ... :2,) € RP™ : z;z; # 0} y entonces

d)z(UlﬂUj) = {(:El,...,xn) cR": T 75 O}

¢](Ul mUJ) = {(ah,...,xn) eR™: Tit+1 7& O}a

que son abiertos de ¢;(U;) = R™ y de ¢,(U;) = R”, respectivamente.
e La composicién ¢; o ¢; ' : ¢:(U; NU;) — ¢,;(U; N U;) es

T €Ty 1 Ti+1 Tj—1 Tj4+1 Tn
(xlw"axn) ;(7"""7'77_7 R T AR B
Ly Ty Ly Xj Ly Ly Ly
——
i+1 3

que es una funcién diferenciable entre abiertos de R". Lo mismo es cierto de la composicién
¢; 0 (;Sj_l : ¢](U7 N Uj) — (Ui N Uj), que es

X1 ZT; Ti+2 Xy 1 Tj+1 In
(xl,...,xn)%( .

AR | 9 PR ) ) ) AR ]
Ti41 Tit1 Ti41 LTi41 Ti41 Ti41 Ti41
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e Siz=(x1,...,2n),y=(Y1,.--,Yn) €ER", €8

¢; ' (x) = 95 (y)

= (rr.crxgc i coiwn) = (Wt oyt Ly 41 yn)
Az =y, sil<l<iosij+1<1I<m;
Ax; = , sit<li<y;
<~ IANeR\O: SRR J
A= Yit1;
)\{Ejzl
Yirrz =y, sil<li<iosij+1<1<mn;

=\ Yip1T = Y141, Sii <1 <j;

yi+1xj = ].

y esta dltima condicién es cerrada, asi que el conjunto

Ay ={(z,y) € 6:(Ui) x ¢;(U;) : ¢ () = ¢ ()}

es un cerrado de R™ x R™.
Como conclusiéon de todo esto, vemos que estamos en las condiciones de la Proposicién 1.2.4.
Existe entonces una tnica topologia Hausdorff y con base numerable sobre RP™ con respecto a
la cual el conjunto o/ = {¢; : U; — R™},;cr es un atlas de dimensién n. Llamamos a la variedad
(RP™, o/™2) el espacio proyectivo real de dimensién n.

Variedades grassmanianas

1.3.8. Sea V un espacio vectorial real de dimension finita, sea k € {1,...,n} y sea Gri(V) el
conjunto de todos los subespacios de V' de dimensién k. Nos proponemos dotar a Gri(V') de una
estructura natural de variedad usando, otra vez, la Proposicién 1.2.4. En detalle, construiremos un
conjunto I y una familia de funciones inyectivas .# = {¢; : My, —i(R) — Gri (V) }ser definidas
en el espacio de las matrices reales k x (n — k) tales que

® si para cada ¢ € I ponemos U; = im¢;, el conjunto % = {U,}icr es un cubrimiento

de Gri (V') que contiene subcubrimientos finitos;
* sii, j € I, entonces ¢; ' (U; N U;) es un abierto de Mj, ,,_1(R) y la funcién

o5 o¢i ¢ ' (UiNU;) — o5 (Ui NU;)

es un difeomorfismo; y

® paracadai, j € I, el conjunto
Aij =1 p) € Min—k(R) X My (R) : 6i(N) = ¢ (1)}
es un cerrado de My, ,,—(R) X My, p—i(R).
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La familia & = {(b{l : Ui = Mg n—k(R)}ier, entonces, satisfara las condiciones de la Proposi-
cién 1.2.4 y, en consecuencia, habremos probado que Gri (V') puede hacerse de una tinica forma
un espacio topolégico de manera que ./ sea un atlas sobre él y (A, .o/™*) una variedad, a la que
llamamos grassmaniana de subespacios de dimension k en V.

1.3.9. Sea I el conjunto de bases ordenadas de V. Sii = (v1,...,v,) € I, consideramos los
subespacios C; = (v1,...,v) Y D; = (Ug41, ..., vn), de manera que V = C; & D;, y denotamos
mi1: V= Cyyma: V — D;alas proyecciones candnicas correspondientes a esta descomposi-
ciéonde V. Si ademds A € M ,,(R), sea A" : C; — D; la tinica funcién lineal cuya matriz con
respecto a las bases ordenadas (v1,...,v;) ¥ (Vg+1,...,v,) de C; y de D;, respectivamente, es
precisamente \; sabemos que la funcién A € My, (R) — A\* € hom(C;, D;) es un isomorfismo
lineal.

1.3.10. Fijemos i € I. Para cada A € M}, ,,—(R) la funciéon

ido, + X v e Cis v+ N (v) eV
es inyectiva (porque la composicion m; 1 o (idc, + A’) es la identidad de C}) asi que su imagen
im(idc, + A%) es un elemento de Gri (V). Tenemos asf definida una funcién

bi i A € My i (R) — im(idc, + ') € Gri (V).

Esta funcién ¢; es inyectiva: en efecto, si A, u € My, ,—1(R) son tales que ¢;(A\) = ¢;(1), entonces
para cada c € C; se tiene que

{(e. X (@} = m1 () N i(N) = 71 () N i(u) = {(e, 1’ (o)},
de manera que \* = 11! y, en consecuencia, A = p.

1.3.11. Escribamos U; a la imagen de la funcién ¢;. Afirmamos que
U, = {S S Grk(V) :SND; = O} (2)

En efecto:

® Si\ € Mg ,—k(R)y ¢;(\) N D; # 0, hay un vector no nulo v € C; tal que v + \*(v) € D;,
lo que es imposible. Esto nos dice que U; estd contenido en el miembro derecho de la
igualdad (2).

e Para probar la inclusién reciproca, sea S € Gri (V) tal que S N D; = 0. Como D; = kerm; 1,
la restriccion ; 1 |g : S — C; es inyectiva y entonces, como su dominio y codominio tienen
la misma dimensidn, se trata, de hecho, un isomorfismo. Hay exactamente una matriz
A € My —i(R) tal que X' = ;2 0 (m;1]s)™" : C; — D;. Laimagen de idc, + A\ contiene
a S:sis € Syponemos v =, 1(s), entonces (idc, + A\*)(v) = m;.1(s) + T 2(s) = s. Como
im(idc, + A%) y S tienen la misma dimensién, vemos que son iguales y, en definitiva, que
S esta en Uj.

Notemos que este Giltimo punto muestra que la funcién inversa de ¢; es tal que

(671(8))" = miz 0 (mials) ™ 3)

paracada S € U;.
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1.3.12. El conjunto % = {U,};ecs es un cubrimiento de Gr(V): si S € Gri(V), existe una base
ordenadai = (vy...,v,) de V tal que S = (v1,...,v;), y entonces S = ¢;(0) € U;. Mostremos
que, de hecho, % contiene cubrimientos finitos de Gry (V).

Fijemos una base ordenada (v1,...,v,) de V y para cada permutacién 7 € S,, pongamos
ir = (Un(1)s-++»Vr(n)), que es otro elemento de I. Vamos a mostrar que el conjunto finito
{U;, : m € Sy} cubre a Gr (V)

Sea S € Gri(V)yseap:V — V/S la proyeccién canénica. El conjunto {vy,...,v,} genera
a V, asi que su imagen {p(v1),...,p(vn)} generaa V/S. Como dimV/S = n — k, hay indices
i1, ..., in—k € {1...,n} dos a dos distintos y tales que {p(v;, ),...,p(vi,_,)} es una base de V/S;
sesigue de esto que SN(v;,, ..., v;, ) = 0. SiT € S, es cualquier permutacién tal que 7(t) = i;_g
paracadat € {k+1,...,n}, entonces tenemos que SN D; = 0y, en consecuencia, S € U;_. Que
Gri(V) = Ures, Ui, sigue inmediatamente de esto.

1.3.13. Sean i = (vq,...,v,), j = (w1,...,w,) € I y supongamos que v, = >, B, sws para
cadar € {1,...,n}. De acuerdo a (2), es

U;NU; ={SeGr(V): SND; =SND; =0}
Si A € My, ,—i(R), entonces
A€ o HUNTy)
< D;nim(idg, + X)) =0
<= kerm;1Nim(idc, +\") =0
<= 710 (ide, + A\ : C; — C; es un isomorfismo,
asi que
qb;l(Ui NU;) ={X € My pn—i(R) : 71 0 (ide, + X): Gy — C; es un isomorfismo} 4)

Sea A = (\5) € My ,—x(R). La funcién ¢ : C; — D; es tal que \i(v,) = Zz;lk A sUk+s para

todor € {1,...,k}, asi que para esos valores de r es
] n—k
(7rj71 o ('dCz + )‘Z))(Ur) = Tj1 (UT + Z )\r,svk+s)
s=1

n n—k n

= 7Tj,l(i Briwt + E Arys E 5k+s,twt>
t=1 s=1 t=1
n

=71 (Z [ﬁr,twt + "z_f“ /\7-,5/8k+s,t:| wt)
s=1

t=1

=3 [Bra+ 5 S —
s=1

=1 o
La matriz de ;1 o (idc, + A") : C; — C; con respecto a las bases (vy, ..., v;) de C; y (wr, ..., wg)
de C; es, entonces,

n—k
(ﬁr,t + § Ar,sﬂkﬂvt) 1<r<k
s=1 1<t<k
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yen conscuencia

mi10 (ide, + AY) : C; — C; es un isomorfismo

n—k
— det(ﬁr,t + Z Ar,sﬁk+s,t) 1<r<k 7é 0. (5)
s=1 1<t<k

Como el determinante de una matriz es un polinomio en sus coeficientes, es una funcién continua
de ellos, y como los coeficientes de la matriz que aparece en (5) dependen continuamente de A,
podemos concluir de (4) que el conjunto ¢; ! (U; N U;) es un abierto de Mj, ,,_1,(R).

1.3.14. Afirmamos que la funcién (bj_l o : by HUNU;) — (bj_l(Ui N Uj) es tal que para cada
A € ¢; H(U; NU;) se tiene que

1

((qﬁj‘1 o ¢7;)(A))j =720 (ide, + A1) o (w1 0 (ide, + %))~ (6)

En efecto, usando directamente la definiciéon de ¢; y la expresién (3) para la inversa de ¢;,
calculamos que

-1

(((]5;1 o ¢z)()\))] =Tj20 (7Tj,1|im(idci+)\)) (7)

Ahora bien, es inmediato que

. . i . i) —1
Ide = Trj’l‘im(idciJrAi) o (Idcl. + A ) o (7Tj71 ¢} (Idci +A ))

y, multiplicando a izquierda por 72 © (71 lim(ide, +11)) ~ ambos miembros de esta igualdad,

vemos que

—1 . ; . iny —1
7Tj72 [¢] <7Tj,1|im(idci+>\i)) = 7Tj’2 o (Idci + )\'L) o (7'(']"1 o (Idc’i + )\Z)) .

Usando esto para reescribir el miembro derecho de (7), obtenemos la igualdad (6), como querfa-

mos.
Si\ € ¢; ' (U; NUj), la matriz de (7,1 o (idc, + )\i))_1 : C; — C; con respecto a las bases
(w1,...,wg)y (v1,...,vx) de C; y de C;, respectivamente, es, de acuerdo a lo que hicimos en 1.3.13,
n—k 1
(gr,s)lgrﬁk = (Br,t + Z )\r,sﬁk+s,t)1<r<k
1<t<k s—1 1<t<k

y entonces sus coeficientes son funciones diferenciables de A € ¢; ' (U; N U;). Para cada eleccién
deren{l,..., k} se tiene que

k
(mj1 0 (ide, +A)) " (w) = &0,
s=1
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asi que

[(idci + Ao (mj 0 (ide, + Ai))’l} (wy) = (ide, + X)) (zk: gmvs)

s=1

k n—k

Z 7 (Us + Z As t'Uk-i-t)

s=1

£
n k k n—k
Z[Z£T555l+zzgrs st5k+tl‘|

=1 Ls=1 s=1 t=1

(752 0 (ide, +X) o (w0 @ (ido, + A1) ] (wy)

k n—k
Z Zgrsﬁsl'i_ZZfrs stﬁk+tl]

l=k+1 Ls=1 s=1 t=1

De acuerdo a (6), esto nos dice que

n—

k
(¢'7 o ¢2 <Z gr sﬁs k—+1 + Z

s=1 t=

k
§r s/\s tﬁk:th k:+l>
1

I<n—k

I/\\/\

e implica que la funcién qS;l op; ¢, Yuinu i) = ¢;1 (U;NU;) es diferenciable. Como su inversa

es ¢; ! o ¢;, vemos que de hecho es un difeomorfismo.

1.3.15. Sean A, p € My ,—,(R). Sir € {1,...,k}, es

n—Fk n n—k
('dCI + )\i)(vr) =vr + Z )\r,skars = Z |:67‘,t + Z )\r,sﬁk+s,ti| Wt
s=1 t=1 s=1
y
) n—k
(ide + 47 ) (wy) = wp + Z Hr,sWk+s,
s=1

asi que los subespacios im(idg, + A*) e im(id¢c, + 4/ ) estan generados por los conjuntos

n n—k
{Z {Br,t + Z AT,S/Bk+S,t:| wy:1<r < k}
t=1 s=1

n—k
{wr + Zﬂ/r,swk+s 01 <r< k}

s=1

®)

©)

respectivamente. Los dos subespacios tienen la misma dimensién k, asi que coinciden si y

solamente si la unién de estos dos subconjuntos genera un espacio de dimensién k. Si definimos
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una matriz f = (f;,) € My 2, (R) poniendo

n—=k
ﬁr,t + Z )\T,S/6k+5,t7 sil<s< ]7
=1
ft,r = ° .
Otr—k, sil<t<kyk+1<r<m
Hr—k,t—Fk> sik+1<tr<mn,

entonces las primeras & columnas de f son las coordenadas en la base j de los vectores del
conjunto (8), las tltimas & son las coordenadas en esa misma base de los vectores del conjunto (9),
y es claro que la unién de los dos conjuntos (8) y (9) genera un subespacio de dimensién & si
y solamente si el rango de la matriz f es exactamente k. Como sabemos que las primeras &
columnas de f son linealmente independientes, el rango de f es k si y solamente si se anulan
todos los menores de tamafio k + 1, y esta tiltima condicién es equivalente a la anulacién de
(i
continuamente de A y de y, vemos que el conjunto

) (44 1) polinomios en los coeficientes de f. Como claramente los coeficientes de f dependen

Ay ={( A\ p) € My n—r(R) X Mgk (R) : ¢i(N) = ¢5(p)}

es un cerrado de My, ,,—;(R) X M n—r(R).
Esto completa la construccion de la estructura diferenciable sobre Gry (V') que prometimos.
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Funciones
diferenciables

§1. Funciones reales

2.1.1. Si M esun espacio topolégicoy < es un atlas sobre M, decimos que una funcién f : M — R
es diferenciable con respecto a &/ si para cada carta ¢ : U — R" de & es diferenciable la
composicion
o) 2 U LR

Observemos que esta tltima condicién tiene sentido, ya que ¢~ (U) es un abierto de R™. Si (M, &)
es una variedad, decimos que una funcién f : M — R es diferenciable si f es diferenciable con
respecto al atlas .7 y escribimos C'*° (M) al conjunto de todas las funciones reales sobre M que
son diferenciables. Es facil verificar que C*° (M) es una subdlgebra de la R-algebra C'(A]) de las
funciones continuas sobre M a valores reales.

2.1.2. Proposicién. Si M es un espacio topolégico y <71 y /5 son atlas sobre M de dimension n tales que
oty C gy, entonces una funcion f : M — R es diferenciable con respecto a <, si y solamente si lo es con
respecto a .

Demostracién. Sea f : M — R. Basta probar quesi f es diferenciable con respecto a .7 entonces
es diferenciable con respecto a <7, ya que la reciproca es inmediata.

Sea ¢ : U — R" una carta de % y supongamos que < = {¢; : U; - R"};cr. Sii € I, son
diferenciables las composiciones

o f
ot Pi
¢(UQU1) — UNU; —— ¢i(UﬂUi),
asi que también lo es su composicién

oUNU) 25 Uunu; —L R,

que es la restriccién a ¢(U N U;) de

oU) L5 U LR

17



Como el conjunto {¢;(U NU;) }ier es un cubrimiento abierto de ¢(U), esto implica que esta tltima
composicién es diferenciable y, entonces, que f es diferenciable con respecto a <. O

2.1.3. Una consecuencia importante de esta proposicion es que la diferenciabilidad de una funcién
definida sobre una variedad es una propiedad local:

Corolario. Sea (M, o7) una variedad. Una funcion f : M — R es diferenciable si y solamente si para
cada x € M existe una carta ¢, : U, — R™ en o tal que f o ¢ : ¢, (U,) — R es diferenciable.

Demostracién. La necesidad de la condicién es inmediata, ya que los dominios de las cartas de ./
cubren M. Para ver su suficiencia, basta observar que cuando se cumple el conjunto {@, } e €s
un subatlas de &7 y que, entonces, podemos aplicar la Proposicién 2.1.2. O

2.1.4. En la préctica, usamos frecuentemente la Proposicién 2.1.2 en la siguiente forma:

Corolario. Sea (M, o) una variedad y sea f : M — R una funcién. Si existe un cubrimiento abierto %
de M tal que para cada U € % la restriccion f|y : U — R es diferenciable, entonces la funcion f misma
es diferenciable.

Demostracién. En efecto, el conjunto .7’ de las cartas de . cuyo dominio estd contenido en alguno
de los abiertos del cubrimiento % es un subatlas de 7, asi que el corolario sigue inmediatamente
de la proposicion. O

2.1.5. Una segunda consecuencia de la Proposicién 2.1.2 es que, si U es un abierto de R", no hay
ambigiiedad en el significado de la frase «la funcién f : U — R es diferenciable»:

Lema. Sea U C R™ un abiertoy f : U — R™ una funcién. Entonces f es diferenciable si y solamente si
es diferenciable en el sentido de la definicion 2.1.1.

Demostracién. Sii: U — R™ es la inclusién, entonces &7 = {i} es un subatlas del atlas maximal
que da la estructura candnica de variedad a U, asi que la proposicién anterior nos dice que la
funcién f es diferenciable en el sentido de la definicién 2.1.1 si y solamente si es diferenciable
con respecto al atlas <7, y esto dltimo es claramente lo mismo que decir que f es una funcién
diferenciable en el sentido usual del calculo. O

§2. Funciones de prueba

2.2.1. En muchas situaciones es importante saber que hay “muchas” funciones diferenciables
sobre una variedad. Una forma de dar sentido preciso a esa afirmacién es la Proposicién 2.2.2
que probamos abajo. Para ello, sin embargo, necesitamos empezar con el siguiente lema:

Lema. Sin > 1,z € R" y e > 0, existe una funciéon no-negativa 5 : R™ — R de clase C*°, con soporte
contenido en la bola B(x, €) de radio € centrada en x y que toma el valor 1 sobre todo un entorno de x
contenido en B.

Demostracion. Sea f : t € (0,00) — exp(—1

) € R. Es facil construir inductivamente una sucesién
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-2 1 0 1 2 -2 1 0 1 2

Figura 2.1. Las funciones g, h, k, | construidas en la prueba del Lema 2.2.1.

(Pn)n>0 de polinomios reales tales que para todo n > 0 es

FE) =t pa(t) exp(—1),
y, usando eso, ver que
i 400 =0
cualquiera sea n € N. Se deduce de esto que es de clase C*° la funcién g : R — R tal que

f), sit>0;
g(t) =
0, sit <O0.
Claramente g es no-negativa y tiene a [0, c0) como soporte. La funcién h : R — R tal que
h(t) = g(t)g(1 — t) es entonces C* y tiene soporte [0, 1], y la funciéon k£ : R — R tal que

[t h()dt
7 nt)dt’

k(t) = teR,
es C'™, tiene soporte [0, 0o] y es tal que k(¢) = 1 para todo ¢ > 1. Finalmente, la funcién/ : R — R
tal que I(t) = k(t — 2)k(2 — t) para todo ¢t € R es C™, positiva, tiene soporte [-2,2] y I(t) = 1
para todo t € [—1,1]. En la Figura 2.1 pueden verse aproximaciones a todas estas funciones.
Sea ahora ¢ : R" — R tal que v (y) =[], [(v;) paracada y = (y1,...,yn) € R™. Se trata de
una funcién de clase C*°, con soporte [—2,2]" y tal que ¥(y) = 1siy = (y1,...,yn) € R es tal
que |y;| < 1paratodoi € {1,...,n}. Sidefinimos 8 : R™ — R poniendo (y) = ¥ ((y — x)/2/n)
para todo y € R", es inmediato verificar que se cumplen las condiciones del enunciado. O
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2.2.2. Proposicién. Sea M una variedad de dimension m. Si x € M y U es un entorno abierto de x
en M, entonces existe una funcion diferenciable 3 : M — Ry un entorno abierto V de x tal que V. C U,
Blv =1y Blanw = 0.

Demostracion. Observemos que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que el abierto U
es el dominio de una carta ¢ : U — R™ de M tal que x € U; sino es ése el caso, basta reemplazar
en lo que sigue a U por un abierto mds chico que contenga a .

Como ¢(U) es un abierto de R", existe ¢ > 0 tal que la bola B(¢(x), ¢) de radio € centrada
en ¢(z) estd contenida en U y, de acuerdo al Lema 2.2.1, existen una funcién diferenciable
Bo : R — Ry un nimero J € (0, ¢) tales que el soporte K de 3, estd contenido en B(¢(z),€) y
Bo(y) = 1 paratodo y € B(¢p(x),0). Observemos que existe una funcién g : M — R tal que

P T RETEL
o, siue M\ ¢~ (K).

En efecto, siy € U N (M \ ¢~(K)), entonces ¢(y) ¢ K vy, en consecuencia, By(¢(y)) = 0.
Esta funcién 3 es diferenciable, ya que sus restricciones a los abiertos del cubrimiento abierto
{U,M\ ¢~ (K)} de M claramente lo son. De la definicién de j es evidente que | mu = 0. Por
otro lado, la eleccién de ¢ implica que B(é(z), ) C K C U, asi que el abierto V = ¢~ (B(¢(x), d))
de M tiene clausura contenida en U y 3|y = 1. O

2.2.3. En general, si M es una variedad y f : U — R es una funcién diferenciable definida sobre
un abierto U de M, no es posible extender a f a ningtn abierto de M que contenga estrictamente
a U preservando la diferenciabilidad. El siguiente resultado da un remedo para este problema
que es suficiente en muchas situaciones:

Proposicién. Sea M una variedad, sea x € M y sea U un entorno abierto de x en M. Si f : U — Rees
una funcion diferenciable, existe un entorno abierto V de x en M y una funcién diferenciable g : M — R
tales que V. C U y glv = f|v.

Demostracion. Sea W un abierto de M talquexz € W C W C U. Deacuerdoala Proposicién 2.2.2,
existen una funcién diferenciable § : M — R y un abierto V tales que z € V C VW, By =1
y Blannw = 0. Se sigue de esto que existe una funcién g : M — R tal que

{Mwﬂw,ﬁyew
9(y) = . _
0, siye M\ W.

Esta funcién es diferenciable, porque lo son sus restricciones a los elementos del cubrimiento
abierto {U, M \ W} de M. El lema sigue entonces de que si y € V, se tiene que g(y) = f(y), ya
que en ese caso [(y) = 1. O

2.2.4. Proposicién. Sea M una variedad de dimensién m. Si V' y U son abiertos de M tales que V C U,
entonces existe una funcién diferenciable 3 : M — R tal que Bly = 1y fanu = 0.

Demostracion. HACER O
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§3. Funciones entre variedades

2.3.1. Si M y N son variedades de dimensién m y n, respectivamente, decimos que una funcién
f+ M — N es diferenciable en un punto x € M si existen una carta ¢ : U — R™ de M y una
cartatp: V — R" de N tales que z € U, f(U) C V y la composicion

¢t f P

U |4 NG

o(U)

es diferenciable, y decimos que la funcién f es diferenciable si es diferenciable en cada uno de
los puntos de M.

2.3.2. Podemos dar algunos ejemplos sencillos de funciones diferenciables:

Proposicién. (i) Si M es unavariedady U C M es un abierto de M, entonces la inclusion i : U — M
es diferenciable. En particular, la funcion identidad id : M — M es diferenciable.
(if) Si M y N son variedades, cualquier funcion constante f : M — N es diferenciable.

Demostracion. (i) Seax € U ysea ¢ : V — R"™ una carta de U con = € U. Para ver que la funcién i
es diferenciable en x basta observar que la composicion ¢ oio ¢! : ¢(U) — R™ es diferenciable
—es de hecho la inclusién del abierto ¢(U) en R"— ya que ¢ es también una carta para M.

(if) Supongamos que y € N es tal que f(z) = y paratodox € M. Seax € M,sea¢ : U — R™
una cartade M conz € Uy : V — R” una carta de N con y € V. Claramente tenemos que
f(U) CV ylacomposicion ¢ o f o ¢! : $(U) — R™ es diferenciable, porque es constante: esto
nos dice que f es diferenciable en z. O

2.3.3. Proposicion. Sean M y N variedades de dimension m y n, respectivamente, y sea f : M — N una
funcién. Si f es diferenciable, entonces para cada x € M y cada carta«p : V — R™ de N tal que f(z) € V,
existe una carta ¢ : U — R™ de M tal que v € U, f(U) C V y la composicion po fod=' : p(U) — R"
es diferenciable.

Demostraciéon. Supongamos que f es diferenciable y sean z € M y ¢ : V — R" una carta de N
tal que f(z) € V. Como f es diferenciable, existen una carta ¢ : Uy — R™ en M y una carta
1o : Vo — R™en N tales que z € Uy, f(Up) C V, y la composicion

b " f

o0 (Uo) Uy Yo

Vo R™

es diferenciable. Como V' N Vj es un abierto de Vp, su imagen v (V N ;) es un abierto de R y

entonces el conjunto

W= (Yoo foggh) (o(V NVh))

es un abierto de ¢y (Uy), asi que U = ¢o(W) es un abierto de Uy y, por lo tanto, de M. La
restriccién ¢ = ¢g|y : U — R™ es una carta de M. Siy € u, existe exactamente un punto w € W
tal que ¢o(w) = y, y de la definicién de W vemos que v (f(dy ")) (w) € ¥o(V N V) y, como
Yo = Vo — 1bo(V) es una biyeccién, esto implica que f(y) = f(¢y (w)) € VNV, C V. Asi, es

21



f(U) C V. Para terminar, basta observar que la composicién

1 ,

o) L v Ly Ly Rre
coincide con la composicién de

N f Yo

pU) — U — VnVy — o(VN)

con
o ! Y on

d)o(VﬂCo) — VNV — R

asi que es diferenciable. O

2.3.4. Una consecuencia inmediata de la proposicién es la siguiente:
Corolario. Una funcién diferenciable f : M — N entre variedades es continua.

Demostracién. En efecto, esto sigue de la proposicion y de que la observacién de que el conjunto
de los dominios de las cartas de M es una base para su topologia. O

2.3.5. Usando la Proposicién 2.3.3 podemos probar facilmente el siguiente resultado:

Proposicién. Sea M, N y P variedades. Si f : M — Ny g : N — P son funciones diferenciables,
entonces la composicion g o f : M — P es una funcion diferenciable.

Demostracion. Sean m, n 'y p las dimensiones de M, N y P, respectivamente. Sea = € M y sea
p: W — RP una carta cualquiera de P tal que g(f(x)) € W. De acuerdo a la Proposicién 2.3.3,
como g es una funcién diferenciable existe unacartat : V. — R" de N talque f(z) € V,g(V) C W
y la composicién po g o~ : (V) — RP es diferenciable. La misma proposicién nos dice que,
como f es una funcién diferenciable, existe una carta ¢ : U - R™ de M talque z € U, f(U) CV
y la composicién ¢ o fo ¢~! : ¢(U) — R" es diferenciable. Como po (fog)o¢™' : ¢(U) — RP
es la composicién de po go1y~! con o f o ¢!, se trata de una funcién diferenciable. Vemos asi
que g o f es diferenciable en x. O

2.3.6. Si M es una variedad y f : M — R es una funcién real, tenemos dos sentidos distintos
para la afirmacién «f es una funcién diferenciable». De manera similar, tenemos dos definiciones
para lo que significa que una funcién entre abiertos de espacios euclideos sea diferenciable. El
contenido del siguiente lema es que no hay en esto ninguna ambigiiedad.

Lema. (i) Sea M una variedad de dimension m y sea f : M — R una funcién. Entonces f es
diferenciable de acuerdo a la Definicién 2.1.1 sii es diferenciable de acuerdo a la Definicion 2.3.1, si
vemos a R como variedad con su atlas canénico.

(i) SiU C R*y V C R™ son abiertos, entonces una funcion f : U — V es diferenciable sii es
diferenciable de acuerdo a la Definicion 2.3.1, cuando vemos a U y a V' como variedades con sus
atlas canonicos.

Demostracién. (i) Comoid : R — R es una carta de R, de acuerdo a la Proposicién 2.3.3, la funcién
f: M — Res diferenciable en el sentido de la Definicién 2.3.1 si y solamente si para cada x € M

22



existe una carta ¢ : U — R™ tal que la composicién f o ¢! : ¢(U) — R es diferenciable, y esto es
precisamente la condicién de la Definicién 2.1.1.

(i) Si la funcién f : U — V es diferenciable en el sentido clasico del calculo, entonces es
diferenciable en el sentido de la Definicién 2.3.1 ya que las inclusiones U — R" y V' — R™ son
cartas de U y de V/, respectivamente.

Para probar la reciproca, supongamos que f : U — V satisface la condicién de la Defini-
cién 2.3.1. Como la inclusién V' — R™ es una carta de V, la Proposicién 2.3.3 nos dice que
para cada = € U existe una carta ¢ : W — R" de W tal que x € W y la composicion fo ¢! es
diferenciable. Por otro lado, como la inclusién i : U — R™ es también una cartade Uy W C U,
la composicién ¢ o i~ : W — R™ es diferenciable. Se sigue de esto que foi = (fod 1) o (¢poi)
es diferenciable, esto es, que la restriccién f|yw : W — R™ es diferenciable. Como la diferenciabi-
lidad en el sentido clasico es una propiedad local, vemos asi que f es una funcién diferenciable
en el sentido cldsico. O

2.3.7. Proposicién. Sean M y N variedades. Una funcion f : M — N es diferenciable si y solamente si
es continua y para cada funcion diferenciable h : N — R la composicién h o f : M — R es diferenciable.

Demostracion. Si f : M — Ny h : N — R son diferenciables, entonces la Proposicién 2.3.5
nos dice que la composicién h o f es diferenciable; por otro lado, sabemos que una funcién
diferenciable es continua. Esto muestra que la condicién es necesaria.

Supongamos ahora, para ver la reciprica, que la funcién f satisface la condicién del enunciado
yseax € M. Seat : V — R™ una cartade N talque z € V ysean ¢y, ..., ¢, : V — Rlas
componentes de 7). Sean, por otro lado, 5 : N — R una funcién diferenciable y W un abierto de N
tales que f(z) e W C W CV, Blw =1y B|xy =0. Paracadai € {1,...,n} es diferenciable la
funcién 1; : N — R tal que para caday € N

Bily) = Byhbily), siueV;
i 0, siu € N \sopf,

y entonces, de acuerdo a la hipétesis, la composicién ¢; o f : M — R también lo es. Como
consecuencia de esto, existe una carta i) : U — R™ de M con = € U y tal que cada una de las
composiciones Yrofog L, .., pofogpt: »(U) — R es diferenciable y esto implica que la
funcién

g:2€8(U)— (1o fod™)(2),...,(Wno fod !)(2) €R"

es diferenciable. Como f es continua y f(z) € W, existe un abierto U’ tal que z € U’ C U’y
f(U") C W. La restriccion ¢’ = ¢|ys : U’ — R™ es una carta de M y de nuestras elecciones se
sigue que la composicién ¢ o f o ¢'~1 : ¢'(U’") — R™ concide con la restriccion g|y (1), asi que es
diferenciable. Esto nos dice que la funcién f es diferenciable en z. O
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§4. La categoria de las variedades

2.4.1. La categoria Var de las variedades es la que tiene como objetos a las variedades, en la que
el conjunto homvyay (M, N) de los morfismos de una variedad M a otra N es el de las funciones
diferenciables M — N, y en la que la composicién de morfismos es simplemente la composicién
de funciones.

2.4.2. Un difeomorfismo es un isomorfismo de la categoria Var, esto es, una funcién diferenciable
f: M — N entre variedades tal que existe otra g : N — M congo f =idy y fog=idy.

2.4.3. Proposicién. Sean M y N variedades diferenciables y sea el producto cartesiano M x N dotado de
su estructura de variedad construida en la Proposicién 1.3.3.
(1) Las proyecciones p1 : M x N — M yps : M x N — N son funciones diferenciables.
(ii) Si P es unavariedady f : P — My g : P — N son funciones diferenciables, entonces existe
exactamente una funcion diferenciable h : P — M x N tal quepyoh = fypsoh =g.

Demostracién. (i) Sea (x,y) € M x Nysean¢ : U - Ry : V — R" cartas de M y de N,
respectivamente, conz € U ey € V. La funcién ¢ x ¢ : U x V' — R™" es una carta de M x N
cuyo dominio contiene al punto (z, y), claramente p; (U x V) C U y la composicién

bx U x VN gy g 4, g,
coincide con la proyeccion ¢(U) x (V) — 1(U) en las primeras m coordenadas, que es claramente
diferenciable. Esto muestra que la funcién p; es diferenciable y un argumento andlogo muestra
que también lo es ps.

(if) Sea ahora P una variedad y sean f : P — M y g : P — N funciones diferenciables.
Claramente la funcién h : z € P +— (f(z),9(2)) € M x N eslatnicatalquepioh = fypsoh =g,
asi que para completar la prueba bastard que mostremos que esta funcién h es diferenciable.

Sea z € P. Como las funciones f y g son diferenciables, existen cartas ¢; : Uy — RP y
¢2:Us = RPde Pycartasy : V = R"y{: W — R" de M y de N, respectivamente, tales que
z € UrNUs, ¢1(Ur) CV, ¢2(Us) € Wy las composiciones

o f

o1(Uh) Ui i

v

R™ @

-1
@2 g9

02(Us) Us :

w R" 2

son diferenciables. Si ponemos U = U; N Uy, la restriccién ¢ = ¢1|y : U — RP es una carta de P
que contiene a z en su dominio y la composicién

H(U) 25 U 225 4y(U)

es diferenciable. Mas atn, la composicién de ésta con la funcién de (2) es la composicién

oU) LU 2w S5 R
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asi que ésta dltima es diferenciable. De esto y de la diferenciabilidad de (1), se sigue inmediata-
mente que la composicién

oU) Lo U L v xw 2L gtn

es diferenciable. Esto muestra que & es diferenciable. O
2.4.4. Podemos dar una generalizacién de Proposicién 1.2.4 que es muy comoda al construir
ejemplos:
Proposicién. Sea X un conjunto, sean > 1,sea % = {U,}ic1 un cubrimiento de X y consideremos una
familia o7 = {¢; : U; — N, }icr de funciones con codominios variedades de dimension n. Supongamos
que:

® para cada i € I la funcion ¢; es biyectiva;

* paracada i, j € I el conjunto ¢;(U; N U;) es un abierto de N; y la composicion

Qﬁl(Ulr\lU]) L UiﬂUj L) (;SJ(UIDUJ)

es un diferenciable;
® paracada i, j € I el conjunto

Aij={(a,b) € N; x Nj : ¢; "(a) = 67" (b)}

es un cerrado de N; x Nj;
* Y contiene un subcubrimiento numerable.
Entonces existe exactamente una topologia sobre el conjunto X que hace de él un espacio Hausdorff y con
base numerable, y una tinica estructura de variedad sobre M que hace de cada uno de los elementos de o/
un difeomorfismo.

Demostracion. HACER O

§5. Particiones de la unidad

2.5.1. HACER
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Espacios
tangentes y cotangentes

§1. Vectores tangentes

3.1.1. Si M es una variedad y « € M, un vector tangente a M en z es una funcién R-lineal
X : C®(M) — Rtal que

X(f9) = X(Ng(x) + f(2)X(9),  Vf,ge€C(M). )

El espacio tangente a M en x es el conjunto T, M de todos los vectores tangentes a M en z;
es facil verificar que se trata de un subespacio vectorial del espacio de todas las funciones
lineales C*°(M) — R.

3.1.2. Lema. Sean M una variedad, x € My X € T, M.
(i) Si f € C(M) es constante, X (f) = 0.
(i) Si f, g € C*(M) se anulan en x, entonces X (fg) = 0.
(iii) Si h € C*°(M) se anula en un entorno de x, entonces X (h) = 0.
(iv) Si f, g € C°°(M) coinciden en un entorno de x, entonces X (f) = X(g).

Demostracion. (i) Como X es R-lineal, es suficiente mostrar que X (f) = 0si f es idénticamente
igual a 1. Pero en ese caso es f2 = f, asi que

X(f) = X(f*) = X(Hf (@) + f(@)X(f) = 2X(f),

y esto es posible sélo si X (f) = 0.

(i) Esto es una consecuencia inmediata de (1).

(iif) Sea U es un entorno abierto de z tal que h|y = 0. Sabemos que existen una funcién
diferenciable 8 : M — Ry un entorno abierto V de z talesque V C U, Bly =0y Blanv =1,y
entonces h = h3y

X(h) = X(hB) = X(h)B(x) + h(x) X (8) = 0,

porque S(z) = h(z) = 0.

(iv) Basta aplicar la parte anterior a la funcién h = f — g. O
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3.1.3. El espacio tangente a una variedad en un punto depende solamente de un entorno de éste
en aquélla: la siguiente proposicién da un sentido preciso a esta afirmacién.

Proposicién. Sea M una variedad, sea x € M y sea U un abierto de M tal que z € U.
(i) Si X € T.U, entonces la funcion X : f € C*°(M) — X (f|v) € R es un vector tangente a M
en x.
(i) La funcion X € T,U — X € T, M es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Desde ahora en adelante cada vez que tengamos un abierto U de una variedad M y un punto
x € U identificaremos los espacios tangentes T,,U y T, M via el isomorfismo que aparece en la
segunda parte de esta proposicion.

Demostracion. (i) Es claro que la funciéon X es lineal. Por otro lado, si f, g € C*°(M), entonces

X(f9) = X((f9)lv) = X(flv glv) = X(flv)g(x) + f(2)X (glv) = X (f)g(z) + f(2) X (9)-

Esto muestra que X € T, M y prueba la primera afirmacion de la proposicion.

(if) Para ver la segunda, observemos que es evidente que la funcién del enunciado es lineal,
asi que basta que probemos que es biyectiva. Supongamos primero que X € T,U es tal que
X =0ysea f € C®(U). De acuerdo a la Proposicién 2.2.3, existen una funcién diferenciable
g : M — Ry un entorno abierto V de z en M tales que V. C Uy gly = f|y. Usando el
Lema 3.1.2(iv) con las funciones f y g|y de C*°(U), que conciden en un entorno de =, vemos que
X(f) = X(g|lv) = X(g) = 0, en vista de la hipétesis hecha sobre X. Esto muestra que, de hecho,
X = 0y, en consecuencia, que la funcién del enunciado es inyectiva.

Para ver su sobreyectividad, sea Y € T, M y mostremos que existe X € T,.U tal que X =Y.
Si f € C*°(U), entonces la Proposicién 2.2.3 nos dice que existe una funcién g € C*°(M) que
coincide con f en un entorno de z y el escalar Y (g) no depende de la eleccién de g sino solamente
de f: en efecto, si ¢’ es otro elemento de C°° (M) que coincide con f en un entorno de z, entonces
gy ¢ coinciden en un entorno de x y el Lema 3.1.2(iv) nos dice que Y (g) = Y (¢’). Esto implica
que existe una funcién X : C*°(U) — R tal que cada vez que f € C*°(U)y g € C°°(M) coinciden
en un entorno de z contenido en U se tiene que X (f) = Y (g).

Esta funcién es lineal. Si f1, fo € C*(U) y A € R, hay funciones g1, go € C*° (M) tales que
f1y g1, porunlado, y f2 y g2, por otro, coinciden en un entorno de X, asi que X (f1) = Y (¢1)
y X (f2) = Y(g2). Como las funciones f1 + Af2 ¥ ¢1 + Ag2 coinciden en un entorno de z, es
X(fi+Af2) =Y (g1 + Ag2) y, como Y es una funcion lineal,

X(fi+Af2) =Y (g1 + Ag2) = Y(g1) + \Y (g2) = X(f1) + AX(f1).
Ademéds, como el producto f; f> coincide con g; g2 en un entorno de z, tenemos que
X(fife) =Y (9192) =Y (91)g2(z) + g1(2)Y (g2) = X (f1) f2(x) + fi(z) X (g2),

de manera que X € T, U. Es consecuencia inmediata de la construccién de X que X =Y, como
queriamos. O
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3.1.4. Si M es una variedad, v € My ¢ : U — R" es una carta de M definida en un entorno
abiertodezei € {1,...,n},sea d,|, : C>°(M) — R la funcién tal que
o(foo™?)

aﬂw(f) = T ¢(x)'

Observemos que esto tiene sentido: a la derecha de esta igualdad tenemos la derivada parcial
i-ésima de la funcién fo¢~! : ¢(U) — R, que es diferenciable, evaluada en ¢(x). Claramente 8? |
es una funcién lineal y un célculo directo muestra que se trata, de hecho, de un vector tangente
aMenux.

3.1.5. Lema. Sean M una variedad, x € M y ¢ : U — R” una carta definida en un entorno de . Existen

funciones i1, ..., Y, € C°(M) que se anulan en x tales que para cada f € C°° (M) existen funciones
diferenciables h; ; € C°°(M) para cada i, j € {1,...,n} tales que f y la funcion

g=fz)+ 2_:1 (J[Tf)’d)(z)?/}i + 7 higtbity

1,j=1
coinciden en un entorno de x.

Demostracion. HACER O

3.1.6. Proposicion. Sea M una variedad, sea x € M y sea ¢ : U — R™ una carta de M definida en un
entorno de x.

(i) El conjunto ~{8§5|m :1 < i < n}esunabasede T, M. En particular, es dim Ty, M = n.

(if) Sigh, ..., ¢" : U — R son las componentes de ¢, entonces para cada X € T,,M es

X=3 X&)
i=1
Demostracion. Sea X € T, M. Sean!,...,y" € C*°(M) comoenel Lema3.1.5ysea f € C>(M).
Existen funciones h; ; € C°°(M) parai, j € {1,...,n} talesque fy

n a o 1 . n . ]
= Z; (fax(f )‘aﬁ(z)w + D by

1,5=1
coinciden en un entorno de z. Como las funciones 1, ..., 9" se anulan en z, usando el Lema 3.1.2

vemos que

xX(1)=x0) =3 W20 ) = 30 X)L ).

= Ty ‘dﬁ(w) =1
Esto nos dice que X y 1" | X (¢%) 825 |z, dos elementos de T,,M, toman el mismo valor sobre
cada funcién f € C*°(M) y que son entonces iguales. Podemos concluir, en consecuencia, que el
conjunto & = {9’|, : 1 <i < n} generaa T, M.
Si@¢!,...,¢" : U — R son las componentes de ¢, es inmediato que 8?|,(¢’) = 6/ para cada
i,7 € {1,...,n} y es facil deducir de esto que el conjunto Z# es linealmente independiente. Esto
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prueba la afirmacion (i) de la proposicién. Finalmente, si escribimos X!, ..., X™ a los coeficientes
de X en la base %, de manera que es X = "' | X?9?|,, entonces para cada j € {1,...,n}
tenemos que

ZX6¢ ¢] ZX(;J_

y esto prueba la parte (i7). O

3.1.7. S5i M es una variedad, ¢ : U — R"™ una carta de M y z € U, podemos considerar la funcién

(€ ) ERY Y 7|, € T M.
i=1

Es consecuencia inmediata de la Proposicién 3.1.6(i) que se trata de un isomorfismo de espacios
vectoriales.

3.1.8. Cada carta de M alrededor de x nos da, de acuerdo a la Proposicién 3.1.6, una base del
espacio tangente 7, M. La siguiente proposicién nos dice cémo son las matrices de cambio de
base entre las bases correspondientes a dos cartas distintas.

Proposicion. Sea M una variedad y sea v € M. Si¢p : U — R*y ¢ : V — R" son cartas de M
definidas en entornos abiertos de x, entonces conmuta el diagrama

Doy (o™ 1)

\/

y si las funciones 11, ..., Py : V. — R™ son las componentes de 1), se tiene que

R"™

o, =3 2ol )| gy, @

= Ox e

paracadai € {1,...,n}.
Demostracion. La diferencial Dy, (0¢™ ") : R" — R™ dela funcién ¢pog™! : p(UNV) — (UNV)

en ¢(z) es tal que

€5,

n 8 o
Dy(a) (o~ Zw]#(b)

= i o(z)

y usando esta expresion es inmediato ver que la conmutatividad del diagrama es equivalente a las
igualdades (2) del enunciado, asi que basta que verifiquemos estas tiltimas. Si ahora f € C* (M),
es

fod™)| _d(fovobos™)

9?1, (f) =
lal/) Oz; o(z) Ox; (z)
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y usando la regla de la cadena usual para la composicion de las funciones f o ¢~! y 1o 1
vemos que esto es

SO(for) | Ao ) =009
— Oz ‘ F ’¢(m)7z ;

oYL (F).
W) 0 ¢z>’|(f)

j=1

Esto prueba lo que queremos. O

§2. Campos de vectores tangentes

3.2.1. Sea M una variedad. Sea TM = | | ), T M y consideramos la funcion p : TM — M
tal que p(X) = x para cada X € T, M. Un campo de vectores tangentes a )M es una funcién
X : M — TM tal que p o X = idj; generalmente escribimos X, en lugar de X (z).

Si f € C*°(M), definimos una funcién X (f) : M — R poniendo (X f)(z) = X, f para todo
x € M. Decimos que el campo X : M — T M es diferenciable si para cada f € C*° (M) la funcién
X (f) es diferenciable. Denotamos X(/) al conjunto de los campos diferenciables de vectores
tangentes a M.

3.2.2. Si M es una variedad y X : M — T'M es un campo de vectores tangentes a M/ y, por otro
lado, U es un abierto de M, entonces para cada « € U hemos identificado los espacios T,.U y
T, M, asi que podemos considerar la restriccién X |y : « € U — X, € T,U, que es campo de
vectores tangentes a U.

Proposicién. Sea M una variedad y sea X : M — T'M un campo de vectores tangentes a M.
(i) Si X esdiferenciable y U es un abierto de M, entonces la restriccion X |y : U — TU es diferenciable.
(i) Si % es un cubrimiento abierto de M y para cada U € % la restriccion X |y es diferenciable,
entonces X es diferenciable.

Demostracion. (i) Sea f € C*>°(U). Tenemos que mostrar que X|y(f) : U — R es una funcién
diferenciable y para ello fijamos 2 € U y probaremos que la restriccién de X|y(f) a un entorno
abierto de x en U es diferenciable. Sabemos de la Proposicién 2.2.3 que existen un entorno abierto
V de x en M y una funcién diferenciable g : M — R tales que V C Uy g|yv = f|y. Como X
es diferenciable, la funcién X (g) : M — R es diferenciable asi que también lo es su restriccién
X(g)lv : V — R. Esta restriccién coincide con la restriccion de X | (f) a V, asi que esta tiltima es
diferenciable, como queriamos.

(ii) Sea f € C°°(M). Para ver que el campo X es diferenciable hay que mostrar que la
funcién X(f) : M — R es diferenciable y para ello es suficiente probar que la restricciéon
X(f)|v : U — R es diferenciable cualquiera sea U € % . Ahora bien, como X (f)|v = X|v(f|v),
esto es consecuencia inmediata de la hipétesis. O

3.2.3. Proposicién. Sea M una variedad, sea x € M y sea U C M un entorno abierto de x en M. Si
X € X(U) es un campo diferenciable de vectores tangentes a U, existe un entorno abierto V de x en M y
un campo diferenciable Y € X(M) de vectores tangentes a M tales quex € V. CV CUeY|y = X|y.
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Demostracién. Sea W un abierto de M talquez € W C W C U. De acuerdo a la Proposicién 2.2.2,
existen una funcién diferenciable 5 : M — Ry un abierto V' de M tales que z € V C VCw,
Blv =1y Blanw = 0. Hay entonces un campo Y : M — T'M de vectores tangentes a M tal que

v _ JBW)Xy, sty el;
o, siye M\ W

para cada y € M. Este campo es diferenciable, ya que lo son sus restricciones a los elementos del
cubrimiento abierto {U, M \ W} de M vy, por otro lado, la eleccién de 3 implica inmediatamente
queYly = X|y. O

3.2.4. Proposicién. Sea M una variedad.
(i) Si f e C™(M)y X € X(M), entonces la funcién
fX:xeMv— f()X, e TM

también es un elemento de X(M).
(i) La funcion

(f,X)eC®(M) x X(M) — fX € X(M)

hace de X(M) un C°° (M )-médulo izquierdo.

Demostracién. (i) Es claro que fX : M — T'M es un campo de vectores tangentes a M. Para ver
que es diferenciable, basta observar que si g € C*° (M), entonces (fX)(g) = fX(g) y que esto es
una funcién diferenciable porque tanto f como X (g) lo son.

(if) La verificacion de esta afirmacion es inmediata. O

3.2.5. Sea M una variedad. Si ¢ : U — R¥ es una carta de M, entonces hay n campos
%,...,00:U—=TU

de vectores tangentes a U tales que (87), = 97|, paracadai € {1,...,n} y cadaz € U. Se trata
de campos diferenciables: en efecto, si f € C*°(U), entonces

SCF o b= _O(fooh)
97 (f)od 1_76332»

es una funcién diferenciable sobre ¢(U), asi que 87 (f) es una funcién diferenciable sobre U.

3.2.6. Proposicién. Sea M una variedad. Si x € M y X € T, M, entonces existe un campo diferenciable
de vectores tangentes Y € X(M) tal que Y, = X.

Demostracion. Sea ¢ : U — R™ una carta de M definida en un entorno abierto de z. Como
{8?]4,...,0%|.} es una base de T, M, hay escalares ¢!, ..., " € R tales que X = Y™ | €997,
Podemos entonces considerar el campo X = Y7, €i9? de vectores tangentes a U: se trata
de un elemento de X(U) y claramente X, = X. De acuerdo a la Proposicién 3.2.3, existen un
campo Y € X(M) y un entorno abierto V de z en M tales que Y|y, = X|y, yentonces Y, = X. [
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3.2.7. Proposicién. Sea M una variedad de dimensién n y sea X : M — TM un campo de vectores
tangentes a M. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) El campo X es diferenciable.
(b) Si ¢ : U — R™ es una carta de M, entonces existen funciones &1, ..., &, € C(U) tales que
Xlo = 22;1 fia?-
(c) Paracada x € M, existen una carta ¢ : U — R™ de M con x € U y funciones &y, ..., &, € C°(U)
tales que X |y = S0, & 97
Demostracion. (a) = (b) Sea ¢ : U — R™ una carta de M y sean ¢!, ..., ¢" : U — R las funciones
coordenadas de ¢. De la Proposicién 3.1.6(ii) sabemos que para cada = € U es

i=1
Ahorabien, sii € {1,...,n}la funcién &' = X |y (¢%) : U — R es diferenciable, y la igualdad (3)
nos dice que X = 7 €797,

(b) = (c) Esto es evidente, ya que los dominios de las cartas de la variedad M la cubren.

(c) = (a)Sea f : M — R una funcién diferenciable y sea x € M. Por hipétesis existen una carta
¢ :U — R" con z € U y funciones diferenciables &1, ..., &, € C*°(U) tales que X |y = Z?zl &8?.
Se sigue de esto que X |y (f|v) es una funcién diferenciable. Como coincide con X (f)|y, estd
ultima es diferenciable. Esto muestra que X (f) es diferenciable. O

3.2.8. Una derivacién de una R-algebra A es una funcién R-lineal § : A — A tal que para cada
a, b € A se tiene que

d(ab) = 6(a)b+ ad(b).
Escribimos Der(A) al conjunto de todas las derivaciones de A; es inmediato verificar que Der(A) es
un subespacio vectorial del espacio vectorial de las funciones lineales A — A.

Proposicién. Sea M una variedad.
(i) Si X € X(M), la funcion éx : f € C°(M) — X f € C*(M) es una derivacion de C> (M).
(if) La funcion X € X(M) — dx € Der(C>(M)) es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Demostracién. (i) Si f, g € C°°(M), entonces para cada x € M es

0x(f9)(x) = X(f9)(x) = Xu(fg) = Xu(f) 9(x) + f(2) Xa(9)
= ox(f)(@) g(z) + f(2) 0x(9) (),

asique dx(fg) =dx(f) g+ fIx(g). Como dx es lineal, esto nos dice que dx € Der(C*>(M)).

(i) Sea X € X(M) tal que dx = 0. Siz € M, entonces X,(f) = X(f)(z) = 0 para cada
f e C>®(M), asi que X, = 0. Por supuesto, esto significa que X = 0: la funcién del enunciado es
por lo tanto inyectiva. Para ver que es sobreyectiva, sea ¢ : C*°(M) — C°°(M) una derivacién
de C>°(M) y exhibamos un campo diferenciable X de vectores tangentes a M tal que § = 0x.

Sea x € M. La funcién X, : f € C°(M) — 6(f)(z) € R es claramente lineal, y se trata de
hecho de un elemento de T, M. En efecto, si f, g € C*° (M), entonces

Xa(fg) = 6(f9)(x) = 6(f)(x) g(x) + f(2) 6(9)(x) = Xo(f) 9(x) + f(2) Xu(9)-
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Tenemos entonces un campo de vectores tangentes X : « € M — X, € T M. Este campo es
diferenciable: si f € C*°(M), entonces X (f)(z) = X,(f) = 6(f)(z) para cada = € M, asi que
X(f) =46(f) € C>(M). Estadltimaigualdad nos dice, ademds, que 6 x = ¢, como querfamos. [

§3. El fibrado tangente

3.3.1. Fijemos una variedad M y sea ./ su atlas. Como antes, escribimos TM = | | ., T.M y
denotamos p o pys ala funciéon TM — M tal que si paracadaz € M ycadav € T, M esp(v) = z.

Si¢:U — R™esun elemento de <7, sea U = p~*(U) = ||, cv Te M y consideremos la funcién
¢:U — R x R tal que si z € UyX:E?ZlXiaﬂm €TyMes

¢(X) - (¢(I), (le e 7Xn))

Esto est4 bien definido porque para cada z € U el conjunto {97|,,...,d?|,} es una base de T, M.
Mostremos que el conjunto &7 = {¢ : ¢ € .o/} satisface las condiciones de la Proposicién 1.2.4:

e Sean ¢ : U — R" un elemento de ./ y sean X e Y elementos de U tales que ¢(X) = ¢(Y).
Existen entonces x, y € U talesque X € T, U eY € T,U, y escalares D, ST, L5 LI 4L
tales que X = 37, X'9?|, e Y = 327", Y?9?|,, y la hip6tesis hecha sobre X e Y nos dice
que ¢(z) = ¢(y) y que (X', ..., X") = (Y!,...,Y™). La primera de estas igualdades, junto
con la inyectividad de ¢, nos dice que z = y, y la segunda, entonces, que X = Y. Vemos asi
que ¢ es una funcién inyectiva.

* Sea ¢ : U — R" un elemento de <. Es evidente de la deficién de ¢ que ¢(U) C ¢(U) x R™.
De hecho, si (u, (X1,...,X")) € ¢(U) x R", entonces ¢~*(u) es un elemento de U y
X =30 X'0?|4-1(u) es un vector de Tj-1 M tal que ¢(X) = (u, (X',...,X™)). Vemos
asf que la imagen de ¢ es el abierto ¢(U) x R™ de R>".

Observemos que la funcién inversa ¢~ : ¢(U) — U es tal que

¢ u, (X1, LX) =) X0 gy = Lg_l(u)(xl, LX)
i=1

para cada (u, (X1,..., X")) € ¢(U) x R™

e Seanahora¢: U — Ry : V — R" dos cartas de 7. Es (U N V) = (U NV) x R™. En
efecto,siX e UNV =p~ ! (UNV), entonces existen z € UNV tal que X € T, M y escalares
X', .., X"conX =3 X9?|,, yentonces p(X) = ((x), (X',..., X™)) € p(UNV)xR™.
Reciprocamente, si (u, (X*,..., X")) € ¢(UNV) x R", entonces ¢~ *(u) € UNV y el vector
X=%", 8f\¢_1(,u) estal que ¢(X) = (u, (X',..., X"™)). Sesigue de todo esto que, H(TUNV)
es un abierto de ¢(U).

Maés atn, la composicién

- o~ T—1

HONTV) L= TNV -2 GO NV)



es la funcién
(u,0) € QU NV) X R™ — ((¢~ 1 (u)), Du(tp 0 ¢~ 1) (v)) € YU N V) x R™,

que es diferenciable porque o ¢~ : H(UNV) = p(UNV) loes.
¢ Elatlas o7 contiene un subatlas numerable <7’ y es inmediato que los dominios de elementos
del conjunto numerable {¢ : ¢ € '} cubren a TM.
¢ Finalmente, si X, Y € T'M son dos elementos distintos, tenemos que o bien p(X) = p(Y), y
en ese caso tenemos que X, Y € U para cualquer carta ¢ : U — R" de & que tenga a X
en su dominio, o bien p(X) # p(Y'), y en ese caso existen cartas ¢ : U - R"y ¢ : V - R"
en o/ talesque UNV = &, p(X) e Uyp(Y) € V,demaneraque UNV =@, X ¢ Ue
Yev.
Concluimos de esta forma que 7'M posee una tnica topologia Hausdorff y con base numerable
para la cual &7 es un atlas de dimensi6n 2n. Llamamos a la variedad (T'M, /™) el fibrado
tangente a M y siempre que hablemos de "M como variedad serd con respecto a esa estructura
diferenciable.

3.3.2. Proposicién. Sea M una variedad.
(1) Lafuncionp:TM — M es diferenciable.
(i1) Si U es un abierto de M, entonces TU es un abierto de T M, su estructura de variedad construda
como en 3.3.1 coincide con la que hereda de T'M, y conmuta el diagrama

TU «—— TM
ip lPM
U—— M
Demostracion. HACER O

3.3.3. Una secciondep : TM — M es una funciéon s : M — T'M tal que p o s = ids;. Notemos
que esta condicion dice, precisamente, que s(z) € T, M para todo « € M, asi que s es lo que
llamamos un campo de vectores tangentes a M en 3.2.1.

Proposicién. Sea M una variedad. Una seccion s : M — T M de T'M sobre U es diferenciable en tanto
funcién entre variedades si y solamente si es diferenciable en tanto campo de vectores tangentes a M.

Demostracion. HACER O

§4. La diferencial de una funcion diferenciable entre
variedades

3.4.1. Sean M y N variedades y sea f : M — N una funcién diferenciable. Siz € My X € T, M,
consideramos la funcién

Ao f(X):h € C®(N) — X(ho f) €R.
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Notemos que esto tiene sentido, porque h o f € C°°(M) cualquiera sea h € C*°(N), y que se
trata de un elemento de Ty, N: si g, h € C*°(NN), entonces

do f(X)(gh) = X((gh) o f) = X ((go f) (ho f))
=X(go f)(ho f)(x))+(go f)(x)X(ho f)
=d. f(X)(g) h(f(z)) + g(f(z)) ds f(X) (D).

Tenemos entonces una funcién
dwf XeTl,M+— dwf(X) S Tf(z)N

ala que llamamos la diferencial de f en x. Es una funcién lineal: si X, Y € T, M y A € R, entonces
paracadah € C°(N) es

de f(X +AY)(h) = (X +AY)(ho f) = X(ho f)+ AY (ho f) = do f(Y)(R) + Ad(Y)(R)

de manera que d, f(X + \Y) = d, f(X) + d f(Y).

3.4.2. Si f: M — N es una funcién diferenciable entre variedades y x € M, entonces podemos
describir facilmente la matriz de la funcion d, f : T, M — T,y N con respecto a las bases de
T, My de Ty, N correspondientes a cartas de M y de N definidas en entornos de = y de f(x),
respectivamente:

Lema. Sean M y N variedades de dimension m y n, respectivamente, y sea f : M — N una funcion
diferenciable. Sea x € M, sean ¢ : U — R™ y 1) : V. — R" cartas de M y N alrededor de x y de f(x),

respectivamente, y sean 1, ..., Y, : V. — R las componentes de 1. Para cada i € {1,...,m} se tiene que
- fo ¢ Y ) "
E: 05 |,
J
o b(@)

de manera que la matriz de la funcion lineal d, f : T, M — Ty,)n con respecto a las bases ordenadas
(0F]ar- -, 0%]0) de ToM y (O |52, - - O p(a)) de Thay N es

(3(% ofogt) ‘ )
Oz ¢(z) ) 1<i<m

1<j<n
Demostracion. Sij € {1,...,n}, las definiciones implican que
OWjofod™)
FO21)W5) = 0Py 0 f) S P

asi que usando la Proposicién 3.1.6(ii) vemos que

Z O(Z5 ) (1)8;/’|f(m)7

j=1

como afirma el enunciado. O
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3.4.3. Proposicion. Sean M, N y P variedades y sean f : M — Ny g : N — P funciones diferenciables.
Para cada x € M vale que d,(go f) = dfgod.f.

Demostracion. Si X € T,M y h € C>(P), es

(g © def)(X)(h) = dpy9(de f (X)) (h) = daf (X) (R0 g) = X((hog) o f)
=X (ho(gof))=ds(go f)(h)

y la proposiciéon sigue inmediatamente de esto. O

3.4.4. Si f: M — N es una funcién diferenciable entre variedades, escribimos T'f : TM — TN a
la funcién tal que paracadaz € M ycada X € T, M es Tf(X) = d, f(X).

Proposicién. Si M y N son variedades y f : M — N es una funcién diferenciable, entonces la funcion
Tf:TM — TN es una funcion diferenciable.

Demostracion. HACER O

3.4.5. Una aplicacién sencilla de todo lo hecho es la descripcién del espacio tangente a un producto
cartesiano de variedades:

Proposicién. Sean M y N variedades y sean p1 : M x N — M y py : M x N — N las proyecciones
candnicas. Sea (a,b) € M x N y consideremos las funciones ¢1 : y € N — (a,y) € M x N
Yq2:x € Mw— (z,b) € M x N. Tenemos entonces funciones lineales

T, M T, M
m‘ dea,byp1
T(a,b) (M X N)
V d(a,p)P2
T,N T,N
y valen las relaciones
d(a,pyp1 0 daq1 = id7, 01, d(a,pyP1 0 dpg2 = 0,
d(a,p)P2 © dpg2 = id7, v, d@a,pyp2odaqi =0,

dag1 0 da,p)p1 + dog2 0 d(a,p)P2 = id7, \\ (MxN)-

)

d(a,b)P2

Tapy(MxN) " T,M®T,N
(dafh dpq2

En particular, las funciones

son isomorfismos inversos.
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En general, consideraremos a estos dos isomorfismos como identificaciones. Por supuesto,
consideraciones similares valen para productos cartesianos con un ntimero arbitrario (finito) de
factores.

Demostracion. HACER O

§5. Variedades paralelizables

3.5.1. Decimos que una variedad M es paralelizable si X(M) es un C*°(M)-médulo libre.

Lema. Sea M una variedad de dimension n. Si M es paralelizable, entonces X (M) es un C°° (M )-mddulo
libre de rango n.

§6. Covectores tangentes

3.6.1. Sea M una variedad. Si x es un punto de M, llamamos espacio cotangente a M en x al
espacio dual (T, M)* de T,; M, y lo escribimos T M. Los elementos de T} M son los covectores
tangentes a M en x.

SiU C M esun abierto y « € U, estamos identificando los espacios tangentes T,,U y T,, M, asi
que consecuentemente también identificaremos los espacios cotangentes T;U y T,; M.

3.6.2. Si f: M — R es una funcién diferenciable, entonces la aplicaciéon
dof : X eT,M— X(f)€eR

es lineal, asf que se trata de un elemento de 7% M al que llamamos la diferencial de f en .

3.6.3. Proposicion. Sea M una variedad, sea x € M ysea ¢ : U — R™ una carta de M con z € U.
(i) Si B = (0%|s,...,0%|,) es la base ordenada de T, M asociada a ¢y ¢*, ..., ¢" : U — R son las
funciones coordenadas de ¢, entonces B’ = (d,¢", ..., d.¢") es la base de T M dual a B.
(i) Si f : M — R es una funcion diferenciable, entonces

dzfz;a(fa(b )

d,¢". 4
T; ‘45(96) ¢ @)

Demostracién. Para probar (i), basta observar que

_ 9o ;
P99l \ — 9% = =]
dz¢ (aj ) = aj |o(6") = o0x; Lﬁ(ﬂﬂ) -
cualesquiera seani, j € {1,...,n}. Por otrolado, si f : M — R es una funcién diferenciable, para
cadai e {1,...,n}es
(foopt)
RN ="
do f (0] |2) = 07 |2(f) = ox; ‘¢(I)
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asi que la validez de la igualdad (4) del enunciado se deduce de (7). O

3.6.4. Proposicion. Sea M una variedad, sea x € M ysean ¢ : U — R" y ¢ : V. — R" cartas de M
conz € UNV. Paracadai € {1,...,n} vale que

n Y

d.¢’.
= Ox; ’(z)(z) ¢
Demostracion. Sii, j € {1,...,n},es
» [y 0 o6 o' o)
Ao (07],) = dy’ e | = :
k=1
La igualdad del enunciado es consecuencia inmediata de esto. O

§7. Campos de covectores tangentes

3.7.1. Sea M una variedad. Sea T"M = | | ., T>M yseap : T*M — M la funcién tal que
p(w) = x siempre que w € T;M. Un campo de covectores tangentes a M es una funcién
w: M — T*M tal que p o w = idyy; escribiremos siempre w,, en lugar de w(z).

Siw: M — T*M es un campo de covectores tangentesa M y X : M — T'M es un campo de
vectores tangentes a M/, podemos considerar la funcién

wX):xeMm—w(X;) €R.

Decimos que el campo de covectores tangentes w es diferenciable si w(X) € C°°(M) cada vez
que X € X(M) y escribimos X* (M) al conjunto de todos los campos diferenciables de covectores
tangentes a M.

3.7.2. Si M es una variedad, w : M — T* M es un campo de covectores tangentesa M y U C M
es un abierto de M, podemos ver a la restriccién de w a U como un campo w|y : U — T*U de
covectores tangentes a U, ya que para cada « € U estamos identificando T; M y T;U.

Proposicién. Sea M una variedad y sea w : M — T* M un campo de covectores tangentes a M.
(i) Siw esdiferenciabley U C M es un abierto, entonces la restriccion w|y : U — T*U es diferenciable.
(ii) Si % es un cubrimiento abierto de M tal que para cada U € % la restriccion w|y es diferenciable,
entonces w es diferenciable.

Demostracién. (i) Sea X € X(U). Siz € U, la Proposicién 3.2.3 nos dice que existen un entorno
abierto V' de x en M y un campo diferenciable Y € X(A/) de vectores tangentes a M tales que
r eV CV CUeYl|y = Xly, y es claro que las funciones w|y(X) y w(Y) coinciden sobre
el abierto V' y que la segunda es diferenciable alli. Esto implica que w|y(X) es un elemento
de C>°(U) y, en consecuencua, que w|y € X*(U).

39



(i1) Sea X € X(M). Queremos mostrar que w(X) : M — R es una funcién diferenciable y
para ello, en vista del Corolario 2.1.4, alcanza con mostrar que w(X)|y : U — R lo es cualquiera
sea U € % . Esto es consecuencia inmediata de la hipétesis, ya que w(X)|y = w|y(X|y) v la
restriccién X |y es diferenciable. O

3.7.3. Proposicion. Sea M una variedad, sea x € M y sea U C M un entorno abierto de x en M. Si
w € X*(U) es un campo diferenciable de covectores tangentes a U, existe un entorno abierto V de x en M y
un campo diferenciable n € X* (M) de covectores tangentes a M tales quex € V. CV C U ynly = wly.

Demostracién. Sea W un abierto de M talquez € W C W C U. De acuerdo a la Proposicién 2.2.2,
existen una funcién diferenciable 8 : M — Ry un abierto V. C W tales que z € V C VCw,
Blv =1y Blmcw = 0. Hay entonces un campo 1 : M — T* M de covectores tangentes a M tal
que para caday € M es

B(y)wy, siyeU;
Ny = . —
0, siy e M\ W.

La restriccién a cada uno de los elementos del cubrimiento abierto {U, M \ W} de M es claramente
diferenciable, asi que 7 es diferenciable por la Proposicién 3.7.2. Por otro lado, es claro que

Nly = wl|y, como queremos. O
3.7.4. Proposicién. Sea M una variedad.
(i) Si f e C®(M)yw e X*(M), entonces la funcién
fwizeMr— f(x)w, € T*"M
también es un elemento de X*(M).
(i) La funcion
(fiw) € C®(M) x X" (M) — fX € X*(M)
hace de X* (M) un C*°(M)-modulo izquierdo.

Demostracion. (i) Sean f € C>*(M)y w € X*(M). Es claro que la funcién fw : M — T*M
definida el el enunciado es un campo de covectores tangentes a )M, asi que basta que mostremos
que es diferenciable. Esto es facil: si X € X(M), entonces

(fw)(X)(a?) = f(‘r)wa:(Xw) = waz(f(x)Xa:) = w(fX)(:r),

de manera que (fw)(X) coincide con la funcién w(fX), que es diferenciable.
(i) La prueba de esto sigue de un célculo directo. O

3.7.5. Sea M una variedad y sea ¢ : U — R™ una carta. Si ¢*, ..., ¢" : U — R" son las funciones
coordenadas de ¢, entonces paracadai € {1,...,n} podemos considerar el campo d¢’ : U — T*U
de covectores tangentes a U tal que

(d¢"), = du¢’ € TIU
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para cada = € U. Se trata de un campo diferenciable: en efecto, si X € X(U), entonces
d¢'(X)(2) = (d¢")s (Xz) = a6’ (Xa) = Xa(9') = X(¢')(2)

para cada z € U, de manera que d¢*(X) = X (¢"), y esta tltima funcion es diferenciable.

3.7.6. Proposicién. Sea M una variedad. Si x € M y w € T, M, entonces existe un campo diferenciable
de covectores tangentes n € X* (M) tal que n, = w.

Demostracién. Sea ¢ : U — R™ una carta de M definida en un entorno abierto de = y sean
¢, ..., ¢" : U — R las funciones coordenadas de ¢. Como {d,¢!,...,d,¢"} es unabase de T M,
existen escalares &, ..., &, € Rtalesquew = >, ¢;d,¢". Se sigue de la Proposicion 3.7.4 que
7= Y1, &do’ es un elemento de X*(U) y entonces la Proposicién 3.7.3 nos dice que existe
n € X(M) y un abierto V de M talque x € V C V C U y 5|y = @|y. En particular, tenemos que
7, = wy esto prueba la proposicién. O

3.7.7. Proposicién. Sea M una variedad.
(1) La funcion

ev: (w,X) e X" (M) x X(M) — w(X) € C(M)

es C°(M)-bilineal.
(1) Siw € X*(M), la funcion ev(w, —) : X(M) — C°(M) es C*°(M)-lineal. La funcion

Q:we X (M) r— ev(w, —) € homgee (a) (X(M),C>(M))

es un isomorfismo de C°° (M )-médulos.
(iii) Si X € X(M), la funcién ev(—, X) : X*(M) — C*>°(M) es C*°(M)-lineal. La funcion

U: X € X(M) — ev(—, X) € homge (ap) (X7 (M), C(M))

es un isomorfismo de C°° (M )-modulos.

Esto nos dice que X* (M) es isomorfo al C*°(M)-médulo dual de X(M) y que X(M) es isomorfo
al C*°(M)-médulo dual de X*(M).

Demostracion. HACER O

§8. El fibrado cotangente

3.8.1. HACER
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Tensores y formas

§1. Algebra multilineal

Tensores

4.1.1. Fijemos a lo largo de toda esta seccién un espacio vectorial V' de dimensién finita. Escribi-
mos V%Y = Ry, siry s son enteros no negativos, denotamos V"¢ al producto cartesiano

Vix oo xV*xVx---xV.

r factores s factores

Para cada r > 0, un (r, s)-tensor o un tensor de tipo (r, s) sobre V es una funcién r-multilineal
T:V™ =R

Escribimos .7 ™* (V') al conjunto de todos los (r, s)-tensores sobre V, que es un espacio vectorial
de la manera evidente. Observemos que 7°(V) es el espacio de las funciones lineales R — R,
que se identifica de manera natural con el cuerpo R mismo, que .7%!(V) es el de las funciones
lineales V — R, asi que no es otra cosa que el espacio dual V* de V, y que 71°(V) es el doble
dual (V*)* de V, que se identifica de manera candnica con V.

41.2.Sir,s,7,s >1, 5 T¥V)yT € QT/VSI(V), denotamos S ® Ty llamamos producto
tensorial de S y T ala funcién V""" — R tal que

(S@T)(UJ17...,WT+T/7U1,...7US+Sl)
= S(Wiyeee Wiy U1y ey Us) T(Wraty e oy Wity Us b1y -+ Usts?)

cada vez que wy, ..., Wr4 € V* y w1, ..., vryyr € V. Es inmediato verificar que S ® T es un
elemento de .77 +"5+s' (V). Por otro lado, si S € Z7%°(V), de manera que S es un numero real,
yT € 7%(V) parar, s > 0, denotamos tanto S ® T'como T ® S al producto ST, que es un
elemento de 7*(V).

4.1.3. Proposicién. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita.
(i) Sir, s, r', s >0, entonces la funcién

(S, 7)€ T (V) x T (V) — S@T € 77"+ (V)

es bilineal.
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(i) Sir,s, v, 8, ", " >0ySe T (V),Te ﬂT'=s/(V), U e 97'”’5”(V), entonces
(SeT)oU =S (TeU).

(iii) Hay una tinica estructura de R-dlgebrasobre 7**(V) = @, .>o 77 (V) tal quesir, s, ', s" > 0y
S e Trs(V), T e T (V) elproductode Sy T es S® V. Su elemento unidad es 1 € TO0(V)).
Los subespacios T*°(V) = @,5, 7"°(V)y TO(V) = @,oq T (V) de T**(V) son
subilgebras. R -

Demostracion. HACER O

4.1.4. Sean ahora V' y W dos espacios vectoriales de dimension finita, sea f : V' — W una funcién
lineal, y sea f': W* — V* la funcién transpuesta.
* Sis>1yT e 7% (W), escribimos f**(T) ala funcién V%% — R tal que

() (v, y0s) =T(f(v1)y .- fvs))

para cada vy, ..., vs € V. Es fécil verificar que f**(T') es un elemento de 7%%(V), asi que
de esta forma obtenemos una funcién

f*s . QO’S(W) — <70,5(‘/)

que es lineal. Si s = 0, denotamos f*° : 7%0(W) — 7%0(V) a la funcién identidad de R.
* Sir>1yT e 7m%V), escribimos f..(T) ala funcion W% — R tal que

fre(D)(wr, - wp) = T(f (W), - f(wr).
para cada wy, ..., w, € W*. Es f.(T) € TrOW), y entonces tenemos una funcién
far 2 TTOV) = THOW),
que es lineal. Si 7 = 0, denotamos f.o : 7%°(V) — F%%(W) a la funcién identidad de R.

4.1.5. Proposicién. Sean U, V' y W espacios vectoriales de dimesion finita.
(i) Si f:V — W es una funcion lineal, entonces hay morfismos de R-ilgebras

[P T W) = 70(V) fo: TOW) = 72(V)

tales que para cada s > 0 la restriccion de f* a 7%5(W) es la funcién f*¢ y para cadar > 0 la
restriccion de f. a 7O (V) es la funcién f.,.
(@) Sif:U—Vyg:V — W son funciones lineales, entonces

(go f)*=f"oyg" (gofle=gso fu

en tanto funciones 7%*(W) — 7%*(U) y 7*°(W) — T*°(U), respectivamente.
(@if) Siidy : V' — V es la funcién identidad de V, entonces

id* = id-(v) id, = id,(v)

en tanto funciones T7%*(V) — % (V) y T4 o(V) — T*O(V), respectivamente.

Demostracion. HACER O
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4.1.6. Como observamos en 4.1.1, podemos identificar a 719(V) = (V*)* con V. Explicitamente,
consideramos la funcién @ : V' — (V*)* tal que ®(v)(w) = w(v) paracadav € V,w € V*, que es
un isomorfismo, como una identificacion.

4.1.7. Proposicién. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita n, sea # = (v1, ..., vy,) una base
ordenadade V y sea 8* = (¢, ..., ¢") labasede V* duala B. Seanr, s > 0. Pongamos N = {1,...,n}
yparacada I = (i1,...,i,) € N" ycada J = (j1,...,js) € N?, escribamos

U}I = v, ®"'®Uir®¢jl ®...®¢js.
El conjunto {v{ : I € N, J € N*} es una base del espacio vectorial 7"*(V'). En particular, es

dim 7™ (V) = (dim V)" +*.

Demostracion. HACER O
4.1.8. Proposicién. Sea V un espacio vectorial de dimension finita n, sean ahora 8 = (vi,...,v,) Y
B = (w1, ...,w,) dos bases ordenadas de V y sean B* = (¢',...,¢") y B* = (Y',...,¥") las
bases de V* duales a By a ', respectivamente. Sean r, s > 0. Sea N = {1,...,n}, y para cada

I=(i1,...,4) € N'ycada J = (j1,...,jr) € N*® sean

U}]:Uh®"'®Uz'r®¢j1®"'®¢j5 ijzwil®"'®wir®¢jl®“'®¢js-

. VAN . . / R n J )
Si (a})i,; es Za matriz de cambio de base d¢ B a B, de manera que v; = ., a;w; para cada

i € N,y (bl):,; es la matriz inversa de (al); ;, entonces para cada I = (iy,...,i,) € N" y cada
J = (j1,---,Js) € N¥ se tiene que
J k krpj s L
vy = Z aill...airbﬁll...bgsz.
K=(k1,....k,)ENT

L:(ll,...,ls)ENs

Demostracion. HACER O

Formas

4.1.9. Sir > 0, decimos que un (0, r)-tensor w € 77 (V) es alternante y que es una r-forma
sobre V sicadavez que vy, ..., v, € Vyl <i<j<nsetiene que

W(VL, ooy Uiy ey Uy V) = —W(V15 ooy Vgy e ey Vg ooy Up).
Escribimos A”(V') al subconjunto de .77 (V) de las r-formas, que es un subespacio vectorial.

Claramente A°(V) = 7%0(V) y ALY(V) = 791(V), ya que todo (0, 0)-tensor y todo (0, 1)-tensor
sobre V es alternante: sobre ellos la condicién de alternancia se satisface vacuamente.
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4.1.10. Proposicién. Sea V un espacio vectorial. Sea r > 1y seaw € %" (V') un (0, r)-tensor sobre V.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) El tensor w es alternante.

(b) Sivi, ..., v, € Vyexisteni, j € {1,...,r} tales que v; = v;, entonces w(vy, . ..,v,) = 0.
(0) Sivi, ..., v, € Vyo €S, entonces w(vg(1), .-, Vo(ry) = sgn(o) w(vi, ..., vp).
(d) Siwvi, ..., v, €V son linealmente dependientes, entonces w(v1, . ..,v,) = 0.
Demostracion. HACER O

41.11. Sir >0y T € T97(V), escribimos Alt(T) : V%" — R a la funcién tal que

1
Alt(T)(v1,...,vp) = o Z sgn(0) W(Vo(1), - -+ Vo(r))
T o€ES,

para cada vy, ..., v, € V. Es evidente que Alt(T') es es un elemento de .77 (V), asf que tenemos
entonces una funciéon Alt : 797(V) — F07(V) y esta funcion es lineal, como puede verse
facimente.

4.1.12. Proposicion. Sea V un espacio vectorial. Sir > 0, entonces la funcion Alt : T97(V) — 707 (V)
es idempotente y su imagen es precisamente el subespacio A" (V') de las r-formas sobre V.

Demostracion. HACER O

4.1.13. Sir, s > 0,w € A"(V) yn € A*(V), podemos considerar el (0,7 + s)-tensor

(r+s)!
rls!

wAn= Alt(w ® 1),

que es un elemento de A”(V'). Explicitamente, si vy, ..., v,4s € V, entonces

1
(wWAN) (V1. .y Upg1) = o Z sgn(0) W(Vo(1), -+ > Vo(r)) MV (r41)s - - - s Vo (rts))-
0ES, s

4.1.14. Proposicion. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita.
(i) Sir, s> 0, entonces la funcion

(w,n) € A"(V) x A5(V) — wAn €A T5(V)

es bilineal.
(it) Sir,s,t >0ywe A"(V),ne A5(V), & € A(V), entonces

(WA AE=wA (nAE).

(iii) Hay una tinica estructura de R-dlgebra sobre A*(V) = €D,5,A"(V) tal que sir, s > Oy
w e A"(V),ne A5(V), el producto de w y n es w A n. Su elemento unidad es 1 € A°(V).
(iv) Sir,s>0ywe A"™(V),n e A*(V), entonces

wAn=(—1)"nAw.

Demostracion. HACER O
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4.1.15. Proposicion. (i) Sean V' y W espacios vectoriales y sea f : V. — W una funcion lineal. Si
r>0yw e A"(W), entonces el r-tensor f*(w) € T (V) es un elemento de A" (V). La funcién
f*: 0 (W) — T9*(V) se restringe entonces a una funcién

F* AT (W) = A(V).

Esta restriccion es un morfismo de R-dlgebras.
(if) SiU,V y W son espacios vectorialesy f : U — V y g : V. — W son funciones lineales, entonces

(gof) =f"eog"

en tanto funciones A®* (W) — A*(U).
(iif) Si'V es un espacio vectorial e idy : V' — V es la funcion identidad de V', entonces

(idv)" =ida~(v)

en tanto funciones A*(V) — A*(V).

Demostracion. HACER O
4.1.16. Sea Z = (v, ...,v,) una base ordenada de V' y sea #* = (¢, ..., ¢") labase de V* dual
a . Sir >0, escribamos &, (n) al conjunto de todos los subconjunto de {1,...,n} de cardinal r
y cada vez que tengamos un conjunto I € #,.(n) y escribamos I = {iy,...,%,}, convengamos en

que los ntimeros iy, ..., i, estdn ordenados de manera creciente.

4.1.17. Proposicién. Sea V' un espacio vectorial y sea r > 0. Si vy, ..., v, Y ¢1, ..., ¢" son elementos
de V' y del espacio dual V'*, respectivamente, entonces

(" A A ) (v, .. vp) = det(¢ (v:))i;
Demostracion. HACER O
Proposicién. Sea V un espacio vectorial de dimension finita, sea 2 = (v1, . .., vy,) una base ordenada
deV ysea B* = (¢',...,¢") labase de V* dual a . Sear > 0. Para cada I = {iy,...,i,} € P.(n),
sea ¢l = ¢ A -+ A @i, que es un elemento de A* (V). El conjunto {¢' : I € P,(n)} es entonces una
base del espacio vectorial A™(V'). En particular, se tiene que dim A™(V) = (7) y dim A*(V) = 2.
Demostracion. HACER O

4.1.18. En la Proposicién 4.1.17 vimos como construir una base de A"(V') a partir de unade V.
Podemos ademaés describir precisamente de qué manera aquélla cambia cuando cambia ésta:

Proposicién. Sea V un espacio vectorial de dimension finita, sea n = dimV, sean B = (v1,...,vn) Y
B = (wi,...,w,) dos bases ordenadas de V, y sean B* = (¢1,...,¢")y B'* = (Y, ... ") las bases
de V* dualesa BBy a B, respectivamente. Si (al); ; € M, (R) es la matriz de cambio de base de 7 a %', de

manera que para cada i € {1,...,n}esv; = Z?Zl alwj, entonces para cada J = {j1,...,j,} € P;(n)
es
vi= ) af¢’
Ie 2. (n)
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con

aj = Z sgn(o) ail(il) e aj«;(u)
o€S,

paracada I = {i1,...,i,} € P (n).
Observemos que el coeficiente a; que aparece en este enunciado es menor de la matriz (a}); ;
que se obtiene queddndose con las filas indexadas por los elementos de I y con las columnas
indexadas por los elementos de J.

Demostracion. HACER O

§2. Campos tensoriales

Campos de tensores

4.2.1. Sea M una variedad y sea > 0. Escribimos 7" (T'M) = | |, ., 7" (T M) y consideramos
la funciénp : I7(T'M) — M tal que p(T) = z paracada T € .77 (T'M). Un campo de r-tensores
sobre M es una funcion T : M — 7 (T'M) talque po T = ida.

SiT: M — J7(T'M) es un campo de r-tensores sobre M y x € M, escribimos T}, al valor
de T en z, que es un elemento de 7" (T, M), y si ademads X1, ..., X, : M — T'M son campos de
vectores sobre M, consideramos la funcion T'(X, ..., T;) : M — R tal que paracada z € M es

T(Xla cee 7Xn)($) = Tw((Xl)zv SRR (Xr)w)

El campo de r-tensores T': M — .77 (T'M) es diferenciable si cada vez que X1, ..., X, son campos
diferenciables de vectores sobre M, la funcién T'(X,, ..., X,.) : M — R es diferenciable.

Formas diferenciales

§3. Fibrados asociados al fibrado tangente

4.3.1. Un functor, para nosotros, serd una regla .# que
* a cada espacio vectorial real V de dimension finita asigne una variedad .#(V), y
® acada isomorfismo « : V' — W entre espacios vectoriales de dimensién finita asigne una
funcién diferenciable % («) : Z# (V) — F(W)
de manera tal que se cumplan las siguientes dos condiciones:
* si V es un espacio vectorial de dimensién finita e idy : V' — V es la aplicacién identidad
de V, entonces #(idy ) : F(V) — # (V) es la aplicacién identidad de .#(V), y
e sia:V = Wyp: W — U sonisomorfismos entre espacios vectoriales de dimension finita,

entonces Z(foa) =7 (8) o F(a): F(V) = F(U).
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Diremos que .% es diferenciable si para cada espacio vectorial de dimensién finita V' es diferen-
ciable la funcién

Av (o, ) € GL(V) x F(V) — F(a)(x) € F(V).

Notemos que esto tiene sentido, porque para cada tal V' el conjunto GL(V') de los automorfismos
de V' es, de manera canénica, una variedad: se trata de un abierto del espacio vectorial End(V")

de todos los endomorfismos de V.

4.3.2. Una consecuencia inmediata de la definicién anterior es que si .# es un functor, entonces
para cada isomorfismo « : V' — W entre espacios vectoriales de dimensién finita, la funcién
F(a): F(V) — F (W) es un difeomorfismo. En efecto, si & : V' — W es un tal isomorfismo y
B : W — V es su inverso, entonces

9(0[) o y(ﬁ) = 9(05 o B) = y(ldw) = Idg(W)

y, de la misma forma, .7 () o # («) = id (v, asi que .# («) y .% () son difeomorfismos inversos.

4.3.3. Fijemos ahora una variedad M de dimensién n y un functor diferenciable .%#, y supon-
gamos que </ es el atlas de M. Ponemos .# (M) = | ] ., #(T: M) y consideramos la fun-
ciéonp : F(M) — M tal que paracadaz € M ycada f € F(T,M) es p(f) = x.

Si¢: U — R" es un elemento de <7, pongamos U = p~!(U). Para cada = € U la diferencial
de ¢ en z es un isomorfismo de espacios vectoriales d,¢ : T, M — Ty, R™ y, si identificamos de
la forma canénica a Ty(,,)R™ con R", podemos verla como un isomorfismo d, ¢ : T, M — R"; esto
nos da un difeomorfismo .#(d,¢) : # (T, M) — .# (R™). Podemos definir una funcién

¢:U — ¢(U) x F(R")
poniendo, para cada u € U,

o(u) = (p(w), F (dpguy d(w)).

Mostremos que el conjunto & = {¢ : ¢ € .o/} satisface las condiciones de la Proposicién 2.4.4.

* Sea ¢ : U — R un elemento de .« y supongamos que u, v € U son tales que ¢(u) = ¢(v),
esto es, que p(u) = p(v) y que .Z (dpw)¢(u)) = F(dpwy@(v)). Sillamamos = a p(u), esta
segunda igualdad nos dice que u y v tienen la misma imagen por la funcién .# (d, ¢). Como
se trata de un difeomorfismo, ésta es en particular biyectiva, y, en consecuencia, v = v.
Vemos asi que ¢ : U — ¢(U) x .Z(R") es inyectiva.

Por otro lado, si (z,£) es un elemento de ¢(U) x .Z (R"™), existe un punto z € U tal
que ¢(x) = z y la funcién F(d,) : F(T, M) — F(R"™) es una biyeccidn, asi que existe
u e .Z(T,M) tal que ¢ = .Z(d,)(u). Es claro, entonces, que (z,£) = ¢(u). La funcién ¢ es
por lo tanto sobreyectiva.

* Sean¢: U — R"y 4 : V — R" dos elementos de «/. Afirmamos que

HUNV)=o(UNV)x FR")
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y que, en particular, $(U N V) es un abierto de ¢(U) = ¢(U) x .7 (R™).

Que (UNV) C ¢(UNV) x.Z(R") es claro. Por otro lado, si (z,£) € (UNV) x.Z(R™),
entonces existe z € U NV tal que ¢(z) = 2z y, como la funcién % (d,,¢) : & (T, M) — F(R™)
es sobreyectiva, existe u € Z (T, M) tal que F (dz¢(u)) = ¢ Comop(u) =z € UNV,es
uep " ({UNV)=UNVyestonos dice que (z,£) = d(u) € p(UNV).

Seanotravez ¢ : U — R"y ¢ : V — R" dos elementos de «/. Tenemos que mostrar que la
composiciéon

SUNV) x ZRY) 25 77 - pUNV) x Z®RY)

es diferenciable. Notemos que la funcién ¢~ : ¢(U) x .Z(R™) — U es tal que

$71(2,6) = (F(dg-1(2y0)) " (€)

para cada (z,§) € ¢(U) x .Z(R™) y que en vista de la functorialidad de .7 y de la regla de
la cadena es

(Z(dg1(9)) " = F((dg-1(59)7}) = F(da(671).
La composicién ¢ o ¢! es entonces tal que
(60671)(2,8) = (¥(671(2)), F (dy-15 ) (F (A= (671))(©)) )
= (B8 (), F (dp 10 da(671) ()
= (¥(671(2)), Z(d= (& 0 671)(€)) (1)

para cada (z,€) € ¢(UNV) x Z(R™). Para ver que es diferenciable, es suficiente que
mostremos que sus composiciones con las proyecciones p; : p(UNV) x .#(R") — p(UNV)
yp2 : (U NV)x FR") - F(R") lo son. Para la primera esto es claro, ya que de (1)
vemos que la composicion p; o ¢ o ¢~! coincide con la composicion

SUNV) x F(RY) —2 U NV) 2225 punv)

y las dos funciones que aparecen aqui son diferenciables. Por otro lado, como la funcién de
transicion ¢ o ¢~ : (U N V) — (U N'V) es diferenciable, la funcién

riz€dUNV)r—d,(ogt) e GLR")
es diferenciable, asi que también lo es la composicién

TXidlg(]Rn) )\R"
—

HUNV) x F(R?) GL(R™) x Z(R") — 2", Z(R™),

que coincide con la composicién py 0 1 o ¢~ L.

Siu, v € . Z(TM), entonces o bien p(u) = p(v) o bien p(u) # p(v). En el primer caso,
existe un elemento ¢ : U — R"™ de &/ tal que p(u) € U y, entonces, tanto u como v estdn
en U = p~'(U). En el segundo caso, existen elementos ¢ : U — R" y 1 : V — R" de &
tales que p(u) € U, p(v) e VyUNV =@, yentoncesu € U, v e VyUNV = @.
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¢ Finalmente, sabemos que existe un subatlas numerable 27’ de </ y es claro que los dominios
de las funciones del conjunto {¢ : ¢ € &/} cubren .7 (T M).
Existe entonces una tnica topologia sobre el conjunto .7 (T'M ) tal que </ es un atlas, esa topologia
es Hausdorff y posee una base numerable, y entonces el atlas maximal que contiene a </ hace
de #(T'M) una variedad. Observemos que la funcién p : .#(T'M) — M es diferenciable. En
efecto, si £ € .F(T'M), existe un elemento ¢ : U — R" en & tal que p(§) € U y entonces el
abierto U contiene a ¢, es diferenciable la composicién

¢ !

T —2s (U) x F(RY) —2s $(U) U

y coincide con la restriccion p|; : U — U. Llamamos a la funcién diferenciable p : .7 (T'M) — M
el fibrado asociado a T'M correspondiente al functor 7.

§4. Ejemplos

El functor identidad

4.4.1. Laregla I que
* acada espacio vectorial de dimensién finita V" asigna el espacio vectorial I(V) =V, y
¢ a cada isomorfismo « : V' — W entre espacios vectoriales de dimensién finita asigna la
funcién I(a) = a: I(V) = I(W)
es un functor, al que llamamos functor identidad. Se trata de un functor diferenciable: para verlo,
hay que mostrar que para cada espacio vectorial de dimensién finita V' es diferenciable la funcién

A (o,v) € GL(V) XV — a(v) €V,

lo que es inmediato. La construccién hecha en 4.3.3, entonces, nos permite construir el fibrado
p : I(TM) — M asociado al functor I. Se trata, de hecho, del fibrado tangente p : TM — M
que construimos en la seccién 3.3. En efecto, es I(TM) = | |, o), I(T: M) = | |, cp; To M coincide
con T'M como conjunto, la proyeccién p : I(T'M) — M claramente es la misma funcién que la
proyeccién p : TM — M, y el atlas construido en 4.3.3 sobre I(T'M) es el mismo que el contruido
en 3.3.1 sobre T'M.

El functor dual

4.4.2. Laregla D que
* acada espacio vectorial de dimensién finita V asigna el espacio dual D(V) = V*,y
¢ a cada isomorfismo a : V' — W entre espacios vectoriales de dimesion finita asigna la
funcién

D(a) = (a")™' : D(V) — D(W)
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inversa de la transpuesta de «
es un functor, y es diferenciable, ya que para cada espacio vectorial de dimesién finita V' es
diferenciable la funcién

Ay i (,w) € GL(V) x V* — (af) Y w) € V*.

Nuestra construccién produce, entonces, una variedad D(T'M) y una funcién diferenciable
p: D(I'M) — M. Claramente es D(T'M) = T* M en tanto conjuntos, y el atlas construido en 4.3.3
sobre D(T'M) coincide con el construido en 3.8.1 sobre T*M. Asi, el fibradop : D(TM) — M
asociado al functor D coincide con el fibrado contangente p : T*M — M considerado en la
seccion 3.8.

Fibrados de tensores

4.4.3. HACER

Fibrados de formas

4.4.4. HACER

El fibrado de endomorfismos

4.4.5. Laregla End que
* acada espacio vectorial de dimensién finita V" asigna el espacio vectorial de endomorfismos
End(V),y
® a cada isomorfismo « : V' — W entre espacios vectoriales de dimesién finita asigna la
funcién

End(a): f € End(V) = ao foa™' € End(W)

es un functor diferenciable.

La proyectivizacion de un fibrado vectorial
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Orientabilidad

§1. Espacios vectoriales

5.1.1. Fijemos un espacio vectorial real V' de dimension positiva, sea n = dimV, y sea Z(V) el
conjunto de las bases ordenadas de V. Si B = (v1,...,v,), B’ = (v,...,v),) € #(V) son dos
bases, escribimos C(B, B’) = (¢;;)i,; € M,(R) a la matriz de cambio de base de B a B/, de
manera que v; = > ., ¢;jv; paracadai € {1,...,n}.
5.1.2. Proposicién. Sea V un espacio vectorial de dimension finita n.
(i) Paracada B € B(V)es C(B, B) = I,,, la matriz identidad.

(if) Si B, B', B" € B(V), entonces C(B,B") = C(B',B")C(B, B’).

(iii) Si B, B' € B(V), la matriz C(B, B') es inversible y C(B, B')~! = C(B’, B).
Demostracién. La primera afirmacién es evidente y la tercera es consecuencia inmediata de las
otras dos, asi que bastara que probemos (if).

Sean B = (v1,...,vy), B = (v1,...,v),) y B" = (v{,...,v])) tres bases ordenadas de V, y sean
C(B,B') = (cij)i;y C(B',B") = (c] ;)i,j las matrices de cambio de base de Ba B’ y de B'a B”,
respectivamente, de manera que v; = > 7, ¢;jv; y vi = >0 ¢ ;vj paracadai € {1,...,n}.
Tenemos entonces que para cadai € {1,...,n} es

n n n n n
EED SETTED S ) 9P I of 0 o I
k=1 k=1 j=1 j=1 \k=1
asi que la matriz de cambio de base de B a B” es C(B", B) = (c[;)i,j conc; = 370, ¢} ;cjx
para cada eleccién de 4, j € {1,...,n}. Estonos dice que C(B”, B) = C(B’, B")C(B, B’), como
queremos. O

5.1.3. Decimos que dos bases B, B’ € #(V) son positivamente equivalentes, y escribimos en
ese caso B ~ B’,sidet C(B, B) > 0. Esto define una relacién de equivalencia en Z(V):
* 5i B € A(V), entonces det C'(B, B) = detI = 1 > 0: vemos que B ~ By, en consecuencia,
que la relacién ~ es reflexiva.
* Si B, B’ € (V) son tales que B ~ B’, de manera que det C(B, B’) > 0, entonces

det C(B', B) = det C(B, B') ™' = (det C(B, B')) " > 0.
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Esto nos dice que B’ ~ By que ~ es simétrica.
* SiB,B’,B” € (V) son tales que B ~ B’y B’ ~ B”, de manera que detC(B,B’) > 0y
det C(B’, B"), entonces

detC(B,B") =detC(B’',B")C(B,B’) = det C(B’, B") det C(B, B’') > 0

y, en consecuencia, B ~ B”. Esto prueba la transitividad.
Podemos, entonces, considerar el conjunto cociente &'(V) = #(V)/~. Los elementos de & (V)
son las orientaciones de V. Si B € #(V'), escribimos [B] € (V') a clase de equivalencia de B
en A(V) y decimos que es la orientacion de V determinada por B.
Un espacio vectorial orientado es un par (V, o) formado por un espacio vectorial real V' de
dimensién finita y positiva y una orientacién o € &(V); generalmente omitiremos a o de la
notacion.

5.1.4. Proposicién. Un espacio vectorial real de dimension finita y positiva tiene exactamente dos orienta-
ciones.

Demostracién. Sea V un espacio vectorial real de dimensién finita y positiva. Mostremos primero
quesi B, B, B” € #(V) son tres bases ordenadas de V hay dos de ellas que son positivamente
equivalentes: se deduce inmediatamente de esto que V' tiene a lo sumo dos orientaciones. Como

C’(B”,B)C(B’,B”)C(B,B’) =C(B,B)=1
es la matriz identidad, es
det C(B”,B) detC(B’, B"”) detC(B, B') = 1,

y alguno de los tres factores det C(B”, B), det C(B’, B”) o det C(B, B’) debe ser positivo, de
manera que B ~ B’, 0 B” ~ B’ 0 B’ ~ B, como queriamos.

Por otro lado, si B = (v1,...,v,) es una base de V, entonces B’ = (—v1,va, ..., v,) también
es una base de V, claramente la matriz de cambio de base C'(B, B’) es la matriz diagonal

-1

1

y entonces [B] # [B'], ya que det C(B, B') = —1 # 0. Esto nos dice que (V) tiene al menos dos
elementos distinto, a saber, las clases [B] y [B’], y completa la prueba de la proposicién. O

5.1.5. En vista de la Proposicién 5.1.4, podemos introducir la siguiente notacién: si o es una
orientacién de un espacio vectorial real de dimensién finita y positiva V, escribimos —o a la
Unica otra orientacién de V, de manera que sea &(V) = {0, —o}, y llamamos a —o la orientacion
opuesta a o. Es claro que —(—o0) = o. En la prueba de 5.1.4 obtuvimos el siguiente resultado:

Proposicién. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita y positiva. Si o es una orientacion de V
determinada por una base B = (v1, . .., v, ), entonces la orientacion opuesta —o estd determinada por la
base B’ = (—vy1,va,...,0p). O

54



5.1.6. Si V es un espacio vectorial real de dimensién n positiva y no nula, una forma de volumen
sobre V' es un elemento no nulo w € A™(V'). Observemos que, como dim A" (V') = 1, es claro que
V posee formas de volumen. Siw y w’ son dos formas de volumen sobre V, decimos que w y w’
son equivalentes si existe un escalar A > 0 tal que w’ = Aw; es facil verificar que esto define, en
efecto, una relacién de equivalencia en el conjunto de las formas de volumen sobre V.

Proposicién. Sea V' un espacio vectorial real de dimension n positiva y finita.
(i) Siw es una forma de volumen sobre V, entonces el conjunto o(w) de todas las bases ordenadas

B = (v1,...,v,) € B(V) tales que w(v1,...,vy,) > 0 es una orientacion de V.

(if) Siw y w' son dos formas de volumen sobre V, entonces o(w) = o(w’) si y solamente si w y w' son
equivalentes.

(iif) Siw es una forma de volumen sobre V, entonces —w también es una forma de volumen sobre V' y
o(—w) = —o(w).

(iv) Si o es una orientacion de V., existe una forma de volumen w sobre V' tal que o(w) = o.

Demostracién. (i) Sea w una forma de volumen sobre V. Antes que nada, observemos que el
conjunto o(w) no es vacio: comow : V x --- x V' — R no es nulo, existen vectores vy, ..., v, € V

tales que el escalar w(vy, ..., v,) es no nulo y —a menos de cambiar a v por su vector opuesto—
positivo. Esto implica que B = (vy, ..., v,) es una base ordenada de V' y que B € o(w).
Supongamos ahora que B = (v1,...,v,) es un element de o(w) y sea B’ = (v{,...,v}) un

elemento cualquiera de (V). Si C(B, B') = (ci ;)i j, entonces v = >-7_, ¢; jv;, asi que

n n
( ! /)_ . . . .
w(vy,...,v,) =w C1,51 Vj1s - -+ C1,jn Vjn

Jji=1 Jn=1

= E Cl,jl "'Cn,jn w(vjm...,vjn)
1<j1,--,dn<n

y, como w es alternante, podemos reescribir esto en la forma

= Z sgn(a)clyja(l) C Cn i w(vy,...,vp)
g€Sy

que es, simplemente,
=detC(B, B )w(vi,...,v,).

Si B’ es positivamente equivalente a B, entonces det C'(B, B’) > 0 y esta igualdad nos dice que
w(vy,...,v)) > 0, esto es, que B’ € o(w). Reciprocamente, si suponemos que B’ € o(w), esta
igualdad nos dice que det C(B, B’) es un escalar positivo, de manera que B ~ B’. Concluimos
de esta forma, como queriamos, que o(w) es una clase de equivalencia de la relacién ~ en Z(V),
es decir, una orientacién de V.

(if) Sean w y w’ dos formas de volumen sobre V. Como dim A" (V) = 1, y w y w’ son elementos

no nulos de A™(V), existe un escalar X # 0 tal que
W' = lw. 1)
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Si las orientaciones o(w) y o(w’) son iguales y B = (v1, . .., v,,) es un elemento cualquiera de o(w),
se tiene entonces tanto que w(vy, . . ., v,) > 0 como que w’(v1, ..., v,) > 0ylaigualdad (1) implica
que A > 0. Reciprocamente, si A > 0y B = (v1,...,v,) es un elemento de o(w), la igualdad (1)
nos dice que w'(v1,...,v,) > 0, de manera que B pertence a o(w’): como entonces o(w) y o(w’)
tienen interseccién no vacfa, son iguales.

(iii) Sea w una forma de volumen sobre V. Como —w es también una forma de volumen, se
sigue inmediatamente de la parte (ii), que acabamos de probar, que o(w) # o(—w) y, entonces,
como V tiene exactamente dos orientaciones, que o(—w) = —o(w).

(iif) Sea o una orientacién de V' y sea w una forma de volumen sobre V. Si 0 # o(w), entonces
necesariamente o = —o(w) = o(—w), porque V tiene exactamente dos orientaciones. O

5.1.7. Corolario. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita. La asignacién que a cada forma de
volumen w sobre V' hace corresponder la orientacién o(w) de V' construida en la Proposicion 5.1.6 induce
una biyeccion entre el conjunto de clases de equivalencia de formas de volumen y el conjunto O(V') de las
orientaciones de V.

Demostracién. Que esa asignacién induce una funcién definida sobre el conjunto de clases de
equivalencia de formas de volumen y que ésta funcién es inyectiva, es consecuencia de la segunda
parte de la proposicién, y que esta funcion es sobreyectiva, de la cuarta. O

5.1.8. Toda la discusién precedente se aplica exclusivamente a espacios vectoriales reales de
dimensién finita y positiva. Si V' es un espacio vectorial de dimensién cero, convenimos en definir

OWV)={+1,-1}.

§2. Variedades

5.2.1. Sea M una variedad de dimensién n positiva. Sea O(TM) = ||, ., O(T: M) y sea
p: O(TM) — M la funcién tal que p(o) = z para cadao € O(T,M). Si ¢ : U — R™ es una carta
de M y x € U, escribimos B? a la base ordenada (87|, .. .,d%|,) del espacio tangente T}, M.

Una funcién o : M — &(T'M) tal que poo = idys es una orientacién de M sipara cadax € M
existe una carta ¢ : U — R" tal que z € U y o(y) = [B{] para todo y € U. Escribimos ¢(M) al
conjunto de las orientaciones de M y si (M) # @ decimos que M es orientable.

5.2.2. Proposicién. Sea M una variedad y sea o : M — O(T M) una funcién tal que p o o = id ;.
(i) Si o es una orientacién de M y U C M es un abierto, entonces la restriccion oy : U — O(TU) es
una orientacion de U.
(ii) Si % es un cubrimiento abierto de M tal que para cada U € % esoly : U — O(TU) una
orientacion de U, o es una orientacion de M

Esto tiene sentido: si U C M es un abierto, entonces U es canénicamente una variedad y para
cada = € U estamos identificando T,,U con T, M y, en consecuencia, & (T,U) con (T, M).
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Demostracién. (i) Si z € U, hay una carta ¢ : V — R" de M tal que z € U y o(y) = [BY] para
todoy € V. Dadala forma en que construimos el atlas de U, la restriccién i = ¢|yny : UNV — R”
es una carta de Uy, por supuesto, para cada y € U NV es o(y) = [B!’]. Esto nos dice que ol es
una orientacion de U.

(i) Sea x € M. Como % es un cubrimiento abierto de M, existe U € % tal que « € U y, como
o[y es una orientacion de U, existe una carta ¢ : V. — R™ de U tal que z € V' y o(y) = [BJ] para
todo y € V. La funcién ¢ también es una carta de M: se sigue de esto inmediatamente que o es
una orientacién de M. O

5.2.3. Corolario. Si M es una variedad orientable y U C M es un abierto, entonces U es una variedad
orientable.

Demostracion. Por hipétesis, existe una orientacién o : M — &(TM). Restringiendo a o obtene-
mos una funcién o|y : U — O(TU) que, de acuerdo a la primera parte de la proposicién, es una
orientacion de U. Vemos asi que 0(U) # @ y que, entonces, U es orientable. O

5.2.4. Proposicién. Dos orientaciones de una variedad conexa que coinciden en un punto son iguales.

Demostracion. Sea M una variedad y sean o, o' € 0(M) dos orientaciones de M que coinciden
en un punto. Sea A = {z € M : o(x) = o'(x)}, que por hipébtesis es un conjunto no vacio. Para
probar la proposicién bastard que mostremos que el conjunto A es abierto y cerrado en M, ya
que M es conexa.

Sea z € M. Por hipétesis, existen cartas ¢ : U - R*y ¢ : V — R" talesquez € UNV,
o(y) = [Bg] paratodoy € Uy o' (y) = [BY] para todo y € V. De acuerdo a la Proposicioén 3.1.8, si
llamamos %!, ..., ¢¥™ : V — R a las componentes de 1, entonces para caday € U NV es

n 8(¢J o ¢—1) »
L, =N =" 1 y
h z_; dyi ‘aﬁ(y) bl
]_

de manera que

(i 0!
C(B;/},B;b) = ((8%)’(1)(1/))

,J
y, en consecuencia,

-
O@)d@)éﬁ’“wawéw?”awld>o' 2)

La funcién
§:yeUNV —detC(By,B)) €R

es diferenciable y toma valores no nulos. Como el punto z estd en U N V, existe un entorno
W CUNV dex tal que el signo de § es constante en V. Si es alli positivo, entonces la equivalen-
cia (2) nos dice que o(y) = o'(y) para todo y € W'y que entonces z € W C A; si, en cambio, la
funcién ¢ es negativa en W, la misma equivalencia nos dice que o(y) # o'(y) para todoy € W
y que entonces x € W C M \ A. En cualquier caso, vemos que tanto el conjunto A y como su
complemento M \ A son abiertos de M, como queriamos. O
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5.2.5. Proposicién. Si M es una variedad y o : M — O(TM) es una orientacion de M, entonces la
funcién —o : x € M — —o(z) € O(T'M) es otra orientacion de M.

En esta situacion, decimos que —o es la orientacién de M opuesta a o. Observemos que —o # o.

Demostracion. Sea x € M. Como o es una orientacion de M, existe una carta ¢ : U — R de M
tal que z € U y o(y) = [BJ] paracaday € U. Sean ¢', ..., ¢" : U — R las funciones coordenadas
depyseat:y € U (—¢ (y),¢*(y),...,¢"(y)) € R™. Es claro que ¢ es una carta de M

cuyo dominio contiene a z, que cualquiera sea y € U es 8¢ |, = 07|, y 8|, = 8’|, para cada
i € {2,...,n}. Se sigue de esto y de la Proposicién 5.1.5 que [BY] = —[BJ] = —o(y) para cada
y € U. Asi, la funcién —o es una orientacién de M. O

5.2.6. Proposicion. Una variedad conexa orientable tiene exactamente dos orientaciones.

Demostracién. Sea M una variedad conexa y sean o, o/, o’ € O(M) tres orientaciones de M.
Sixz € M, dos de las tres orientaciones o(x), o'(z) y o’ (x) de T,,M tienen que concidir y, sin
pérdida de generalidad podemos suponer que son las dos primeras. La Proposicién 5.2.4, implica
entonces que, de hecho, o = ¢'. Esto nos dice que M posee a lo sumo dos orientaciones. Por otro
lado, si 0 € O(M) es una orientacién de M, y hay al menos una ya que M es orientable, entonces
la orientacién opuesta —o construida en la Proposicién 5.2.5 es distinta de o: vemos asi que &'(M)
tiene al menos dos elementos. O

5.2.7. Mas generalmente, tenemos el siguiente resultado:

Corolario. Una variedad con k componentes conexas es orientable si y solamente si cada una de ellas es
orientable, y cuando ése es el caso tiene 2% orientaciones.

Aqui  es el cardinal del conjunto de las componentes conexas de M. Como la topologia de M
tiene una base numerable y M es localmente conexo, es k < Ny.

Demostracién. Sea M una variedad y sea {M; };cr el conjunto de sus componentes conexas. Como
M es un espacio topolégico localmente conexo, sus componentes conexas son abiertas y, en
particular, son variedades de manera canénica. Una funcién o : M — (T M) tal que po o = idy,
es una orientacion de M si y solamente si para cada i € I la restriccion o|yy, : M; — O(TM,;) es
una orientacion de M;; esto es consecuencia inmediata de la Proposicién 5.2.2, ya que {M, };cs es
un cubrimiento abierto de M.

En particular, hay una funcion ¢ : (M) — [],.; €(M;) tal que para cada o € &(M) y cada
i € I la componente i-ésima de ¢(0) es o|az,. Esta funcién es inyectiva porque una orientacién
queda determinada por sus restricciones a los elementos de {); };c;. Es también sobreyectiva:
si (0i)ier € [l;e; O(M;), entonces existe exactamente una funcién o : M — &0(T'M) tal que
olm, = o; para todo i € I, ya que el conjunto {M; };cnr es una particién de M, y usando otra vez
la Proposicién 5.2.2 vemos que o es una orientacién de M y que ¢(0) = (0;)ier-

Como la funcién g es biyectiva, se tiene que |0(M)| = [[,c;|0(M;)|. Se sigue de esto clara-
mente que M es orientable si y solamente si cada una de sus componentes lo es, y que en ese
caso vale que |0(M)| = 2/l = 2%, ya que |6(M;)| = 2 para todo i € I. O

5.2.8. La siguiente construccién va a ser usada repetidas veces en lo que sigue:
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Lema. Sea M una variedad de dimension positivan. Si x € M y o € O(T, M), entonces existe una carta
¢:U — R"de M tal que x € U y o = [B?].

Demostracion. Sea ¢ : U — R™ una carta cualquiera de M tal que z € U, sean ¢!, ..., ¢" : U — R
las funciones coordenadas de ¢ ysea v : y € U — (—¢' (), #*(y), ..., 6" (y)) € R", que también
es una carta de M cuyo dominio contiene a z. Como 8¥|, = —8?|, y 8¥|. = 07|, para cada
i € {2,...,n}, usando la Proposicién 5.1.5 vemos que [B¢] = —[BY]. Asi, [B¢] y [BY] son las dos
orientaciones de 7', M, y una de las dos tiene que conicidir con la orientacién o: esto significa que
o bien la carta ¢ o bien la carta 1) satisface la condicién del enunciado. O

5.2.9. Hacer: Asegurarse que lo hecho en esta seccion tiene sentido si dim M = 0.

§3. Atlas orientados

5.3.1. Si M es una variedad de dimensién positiva n y <7 es el atlas maximal de M, un subatlas
/' C of esun atlas orientado sipara cada par decartas ¢ : U — R"y 1) : V — R™ de &/’ se tiene
que para todo z € ¢(U N V) la diferencial D, (¢ o ¢~') : R™ — R™ tiene determinante positivo.
Decimos que <7’ es un atlas orientado maximal si no estd incluido propiamente en ningtn otro
atlas orientado contenido en .«

5.3.2. Proposicién. Sea M una variedad de dimension positiva n. Si o es una orientacion de M, hay
un atlas orientado maximal </ ° tal que para cada carta ¢ : U — R" de o/° y cada x € U se tiene que
(B2 = ofx).

Demostracién. Sea </ el atlas maximal de M. Sea o : M — &(T'M) una orientaciéon de M y sea
2/° el conjunto de las cartas ¢ : U — R" de «/ tales que paracadax € U eso(z) = [BZ]. Siz € M,
existe una carta ¢ : U — R" de M tal que = € U y o(y) = [B{] para todo y € U, precisamente
porque o es una orientacién, y entonces ¢ estd en «/°. Vemos asi que los dominios de los
elementos de 7° cubren M y, entonces, que </° es un subatlas de .. Por otro lado,si¢ : U — R
y ¢ : V — R” son dos elementos de «7° y x € ¢(U NV, entonces [Bi(gu)] =o(x) = [B;f’(z)] y, en
consecuencia, la matriz jacobiana en ¢(x) de la composicién o ¢! : p(UNV) — p(UNV), que
concide con la matriz de cambio de base C (BZ:(I), B;f’(z) ), tiene determinante positivo. Esto nos
dice que 7° es un atlas orientado.

Se trata, de hecho, de un atlas orientado maximal: para ver esto tenemos que mostrar que si
¢ : U — R™ es una carta de &/ que no estd en ./, entonces .«7° U {¢} no es un atlas orientado.
Ahora bien, como ¢ ¢ </°, existe un punto = € U tal que [B¢] # o(x) y, en consecuencia, si
¢ : V — R" es una carta de «/° tal que x € V, tenemos que [B?] # [BY] y que la matriz jacobiana
dela funcién ¢ o ¢~ : ¢(U NV) — y(U NV) en ¢(z), que coincide con la matriz de cambio de
base C(B?, BY), tiene determinante negativo. Asi, el atlas 7° U {¢} no es un atlas orientado. [

5.3.3. Proposicion. Sea M una variedad de dimensién positiva n.
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(1) La funcién que a cada orientacién o de M le asigna el atlas orientado maximal </ ° es una biyeccion
entre el conjunto de orientaciones de M y el de los atlas orientados maximales de M.
(it) Todo atlas orientado de M estd contenido en un atlas orientado maximal de M.

Demostracién. Sea /T un atlas orientado sobre M. Siz € My ¢ : U — R"y ¢ : V — R" son
dos cartas de 7T tales que » € U NV, entonces [B?] = [BY], ya que la matriz C(B¢, BY) es
precisamente la matriz jacobiana de la composicién 1o ¢! : ¢(U N'V) — (U N V) evaluada
en ¢(x) y, por hipétesis, ésta tiene determinante positivo. Esto significa que podemos definir una
funcién o(«/*) : M — O(T M) poniendo, para cada z € M, o(</*)(z) = [BS] para ¢ : U — R"
una carta cualquiera de &/ tal que = € U: en efecto, esto esta bien definido por que, por un lado,
los dominios de los elementos de &/ cubren M vy, por otro, porque la orientacién [B?] depende
solamente de = y no de la carta ¢ elegida, como mostramos recién. Notemos que que o(«/ ") es
una orientacion es una consecuencia directa de la forma en que fue construida.

Afirmamos que la funcién o — %/° del conjunto de orientaciones de M al de los atlas
orientados maximales de M que construimos en la prueba de la Proposicién 5.3.2 y la fun-
cién &/ +— o(«/T) en direccién contraria son biyecciones inversas: la parte (i) del enunciado
sigue de esto.

Sea primero o una orientacion de M. Siz € M y ¢ : U — R" es una carta de &/° tal que
z € U, la construccién de «7° implica que o(x) = [B?] y la de o(#7°) que o(«/°)(x) = [B]. Las
dos orientaciones oy o(%7°) coinciden en todo punto de M, asi que son iguales.

Sea ahora &+ un atlas orientado y mostremos que &7+ C .&7°(<")

; esto probard la afirma-
cién (ii) del enunciado, porque «7/°(“ ") es un atlas orientado maximal. Sea ¢ : U — R™ una carta
de &7°@") y seat) : V — R™ una carta de &/ T. Siz € U NV, entonces [B?] = o(«/+)(z) = [BY],
asf que la matriz jacobiana de la funcién de transicién 1o ¢! : (U N V) — (U N V) evaluada
en ¢(z), que es la matriz de cambio de base C(B¢, BY), tiene determinante positivo: esto implica
que «7°“") U {¢)} es un atlas orientado y la maximalidad de «7°¢/") implica a su vez que
entonces ¢ € o), Asi,es o/t C %O(dﬂ, como queriamos.

Si suponemos ademas que /T es un atlas orientado maximal lo que acabamos de probar
implica que &7+ = &7°(“ 0, completando la prueba de (7). O

5.3.4. Corolario. Existen atlas orientados sobre una variedad siy solamente si ésta es orientable y, si ademds
es conexa, en ese caso existen exactamente dos atlas orientados maximales.

De hecho, esta afirmaciéon puede generalizarse a un resultado analogo al enunciado en el Corola-
rio5.2.7.

Demostracién. La segunda afirmacién sigue inmediatamente de la Proposicién 5.3.3(i) y del
Corolario 5.2.6. Veamos la primera. Si una variedad es orientable, posee orientaciones y la
Proposicién 5.3.3(i) nos dice que existen atlas orientados maximales sobre ella. Reciprocamente, si
la variedad posee un atlas orientado, posee un atlas orientado maximal por la Proposicién 5.3.3(ii)
y entonces por de acuerdo a 5.3.3(i) también posee orientaciones, esto es, es orientable. O
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§4. Formas de volumen

5.4.1. Si M es una variedad de dimensién n, una forma de volumen sobre M es un campo
diferenciable w € Q2" (M) de n-formas tal que w, # 0 para cada z € M. Siw y w’ son dos formas
de volumen sobre M, decimos que w y w’ son equivalentes si existe una funcién f € C'>°(M)
tal que w’ = fwy f(x) > 0 para todo € M; es inmediato verificar que esto es, en efecto, una
relacién de equivalencia en sobre el conjunto de las formas de volumen de M.

5.4.2. Proposicion. Sea M una variedad de dimension n positiva.
(i) Siw es una forma de volumen sobre M, entonces la funcion o(w) : x € M — o(wy) € O(TM) es
una orientacion de M.
(i) Siw y w' son dos formas de volumen sobre M, entonces o(w) = o(w') si y solamente sf w y w' son
equivalentes.
(iif) Si w es una forma de volumen sobre M, entonces —w es también una forma de volumen sobre M y
o(—w) = —o(w).
(iv) Si o es una orientacion de M, entonces existen una forma de volumen w sobre M tal que o(w) = o.
5i w es una forma de volumen sobre A, llamamos a la orientacién o(w) descripta en la primera
parte de esta proposicion la orientacion de M inducida por w.

Demostracion. HACER O

5.4.3. Corolario. Sea M una variedad de dimension positiva. La asignacion que a cada forma de volumen w
sobre M hace corresponder la orientacion o(w) de M construida en la Proposicion 5.4.2 induce una biyeccion
entre el conjunto de clases de equivalencia de formas de volumen y el conjunto &' (M) de las orientaciones
de M. En particular, existen formas de volumen sobre M si y solamente si M es orientable.

Demostracion. HACER O
5.4.4. Proposicion. Sea M una variedada de dimension positiva y sea </ su atlas maximal. Si w es una
forma de volumen sobre M, el conjunto o/ de las cartas ¢ : U — M de < tales que para cada v € U
es wy (87, ..., 0%
por w y la orientacion o(</*) de M inducida por o/ coinciden.

«) > 0 es un atlas orientado maximal sobre M, y la orientacion o(w) de M inducida

Demostracion. HACER O

§5. El revestimiento doble de una variedad

5.5.1. Sea M una variedad de dimensién n, sea &/ su atlas y consideremos el conjunto
M = {(x,0): 2 € M,0€ O(T,M)}.

Para cada carta ¢ : U — R” ponemos U? = {(x,[B%]) € M : = € U} y consideramos la funcién
¢ : (z,0) € U? — ¢(x) € R". Veamos que el conjunto

o ={¢; : U® > R": ¢: U — R" es una carta de M}
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satisface las condiciones de la Proposicién 1.2.4:

* Sea ¢ : U — R” una carta de M. Si (z,0), (z/,0) € U? son tales que ¢(z,0) = ¢(z',0),
entonces ¢(x) = ¢(x’) y, como ¢ es inyectiva, es z = x’. Ahora, como (z,0), (z',0") € U? es
o= [B?]y o =[B?)], asi que también 0 = o, y vemos que ¢ es inyectiva. Por otro lado, la
imagen de ¢ es ¢(U), que es un abierto de R™.

® Sean ¢ : U - R"y ¢ : V — R™ dos cartas de M. Es

(£,0) €U NVY <= 2zcUNVyo=[B? =[BY],

asi que, siponemos W ={x € UNV: det(mb(l ) >0}, es

UNVY ={(z,[B?])) e M : x € W}.

Se sigue de esto que ¢(T? NV¥) = ¢(W), y esto es un abierto de R” porque W es un abierto
de U. De la misma forma, es ¢)(U? N V¥) = (W), y es facil ver que la composicién

S(W) = (O N T) 2 Go n T Ly G0 A T) = (W)

es simplemente la funcion z € ¢p(W) — (¢ o 1) (z) € ¥(W), que es diferenciable.
® Seanotravez ¢ : U — R*y ¢ : V — R" dos cartas de M. Queremos mostrar que el

conjunto

A ={(a,b) € 9(U?) x (V?) : 67 (a) =~} (b)}
es un cerrado de ¢(U?) x (V¥) = p(U) x (V).

Sea entonces (a,b) € ¢(U) x (V) y supongamos que (a,b) ¢ A, de manera que
¢~ (a) # ¢ (b). Si ¢ (a) # (D), existen abiertos R C ¢(U)y S C (V) tales que
a€RbeSy¢  (R)NyY~(S) = @: esto implica que R x S es un entorno abierto de (a, b)
contenido en ¢(U) x (V) tal que ¢~(R) N~ (S) = @ y entonces AN (R x S) = @. Si,
en cambio, es ¢! (a) = ¥~1(b), debe ser [Bz,l(a)] # [B$,1(b)]. La igualdad nos dice que
ac€p(UNV)ybey(UnNV)yladesigualdad que existe un abierto W C ¢(U NV) tal que
aceWy det(M| ) < Oparacadace W.Comob e (Yo ) (W) Cyp(UNV),el
conjunto T’ =W x (o ¢~ )(W) es un entorno abierto de (a, b) contenido en ¢(U) x (V),
y la eleccién de W implica que A NT = @. En cualquier caso, concluimos que el conjunto
A es disjunto de un entorno de (a, b), asi que A es cerrado.

* Sabemos que existe un subatlas &/’ C o/ que es numerable. Para cada carta ¢ : U — R
de M sea ¢y =70 ¢ : U — R" la composicién de ¢ con la funcién lineal 7 : R™ — R™ que,
con respecto a la base canénica de R", tiene matriz

)

Es inmediato verificar que /" = &' U {¢) : ¢ € &'} C &/ y claramente </” es numerable.
Mostremos que los dominios de las funciones de &/ = {¢ : ¢ € @/"} C & cubren M.
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Sea (x,0) € M ysea ¢ : U — R" una carta de M tal que z € U. Si o = [B?], entonces
(z,0) € U?; si, por el contrario, o # [B?] entonces es inmediato que o = [B¢'], de manera
que (z,0) € U?'. En cualquier caso, los dominios de los elementos de /" cubren M, como
queriamos.
En vista de todo esto, la Proposicién 1.2.4 nos dice que hay sobre M una topologia para la que </
es un atlas sobre M y que hace, entonces, de M una variedad de la misma dimensién que M.

5.5.2. Orientar una variedad es hacer una eleccién de orientacién del espacio tangente en cada
uno de sus puntos, y en general no hay ninguna forma preferida de hacer esto: es por eso que
hay variedades que no son orientables. En el caso de la variedad M, en cambio, casi podemos
decir que cada punto lleva asociada una orientacién, y elaborando esta observacién podemos ver
que, de hecho, es siempre orientable.

Proposicién. La variedad M es orientable.

De los detalles de la prueba se seguird, de hecho, que M posee una orientacién canénica, en el
sentido de que no depende de ninguna eleccién.

Demostracién. Si (z,0) € M, el Lema 5.2.8 nos dice que existe una carta ¢ : U — R” de M tal que
z € Uy o= [BY],y la construccion hecha de la estructura de variedad de M nos provee entonces
de una carta ¢ : U? — R™ de M tal que (z,0) € U?. La orientacién [Bzi)o)] de T(I,O)M depende
solamente de (z,0) y no de la carta ¢ elegida. En efecto, si¢) : V' — R" es otra carta de M tal
quez € Vyo=[BY]ysi ¥ : V¥ — R™ es la correspondiente carta de M alrededor de (z, 0),
entonces [BEZ’M

)= (B? ). Para probar esto, tenemos que mostrar que la matriz jacobianda de la
funcién de transicion ¢ o ! en ¢(z, 0) tiene determinante positivo; en el segundo punto de las

(z.0
verificaciones hechas en 5.5.1 vimos que esta funcién de transicién es, de hecho, iguala o ¢!,y
su matriz jacobiana tiene entonces determinante positivo en ¢(x) = ¢(x, 0) porque [B¢] = [BY].

Podemos entonces definir una funcién O : M — | | (@0yent O (T(4,0)M) de manera que para
cada (z,0) € M sea O(z,0) = [Bé’o)] con ¢ : U — R™ una carta cualquiera de M tal que
x € Uy o= [B?]. Para probar la proposicién, mostremos que esta funcién O es, de hecho, una
orientacién de M.

Sea (x,0) € M.Sea ¢ : U — R unacartade M tal quez € Uy o= [B?],ysea¢: U? — R"la
carta correspondiente de M alrededor de (, 0). Lo que queremos quedaré probado si mostramos
que O(z',0') = [B?x,p,)] para todo (z,0') € U?. Segtn la definicién de la funcién O y como
2’ € U para cada (z/,0') € U?, para esto es suficiente que mostremos que para cada (z/,0') € U?
es o = [BY]: pero esto es inmediato de la definicién del conjunto U. O

5.5.3. Proposicion. La funcién p : (x,0) € M + x € M es diferenciable y, de hecho, es un revestimiento
reqular de M de dos hojas. Su grupo de transformaciones de cubrimiento es ciclico de orden 2.

Demostracion. Sea (x,0) € M. Sea ¢ : U — R" una carta de M talque z € Uy o = [BY], y
sea ¢ : U% — R™ la carta correspondiente de M alrededor de (z,0). Entonces p(U?) = U y la
composicion

b~ p ¢

$(U) = §(U?¢) L T?

o(U)
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es simplemente la funcién identidad idg ;) del abierto ¢(U), que es, por supuesto, diferenciable.
Esto nos dice que p es una funcién diferenciable.

La funcién p : M — M es claramente sobreyectiva. Para ver que es un cubrimiento [?Munkres,
Ch. 9, §53], tenemos que mostrar que todos los puntos de M tienen un entorno que esta «bien
cubierto» por p. Seax € M ysea ¢ : U — R" una cartade M tal quex € U. Sea ¢ : U — R"
la carta construida al final de 5.5.1. Para cada = € U las orientaciones [B?] y [B¢!] de T, M son
distintas; esto implica que p~(U) = U? UU? y que la unién es disjunta. Por la forma en que
fue construida la topologia de M, los conjuntos U¢ y U¢* son abiertos. Para concluir, hay que
mostrar que la restriccién p : U’ - U, que es una biyeccién continua, es un homeomorfismo y
para eso basta observar que la composicién con el homeomorfismo ¢ : U — ¢(U) es ¢, que es un
homeomorfismo.

Sea ahora G = Aut(p) el grupo de transformaciones de revestimiento [?Munkres, Ch. 13, §81]
de p, esto es, el grupo de los homeomorfismos f : M — M tales que po f = p. Como G actta
fielmente sobre cada fibra de p y éstas tienen dos puntos, G tiene a lo sumo dos elementos y si
exhibimos un elemento no trivial probaremos que G' = Z /27 y, autométicamente, que p es un
cubrimiento regular.

Consideremos la funcién o : (z,0) € M + (x,0,) € M. Es inmediato que poo = py
que 02 = id,;, de manera que o es su propia funcién inversa; por otro lado, o # id,; porque
cualquiera sea (z,0) € M es (z,0) # (z,0)). Para mostrar que ¢ es un elemento no trivial de G
bastard entonces que mostremos que es continua —de hecho, mostraremos que es una funcién
diferenciable.

Sea (z,0) € M.Sea¢: U — R" unacartade M talquex € Uy o = [B?],ysea¢: U? — R"la
carta correspondiente de M alrededor de (x, 0). Usando la contruccién del final de 5.5.1, tenemos
una carta ¢, : U — R™ tal que o, = (B2, y entonces la carta & : U? — R de M tiene a (x,01) en
su dominio. Més atin, es claro que si (z,0) € M se tiene que (z,0) € U? <= (z,0) € U? y, en
particular, que ¢(U?) = U?'. La composicién

¢! ¢ o o &1

$(U) = o(U?) a(U?) = 6(U)

es la funcién identidad de ¢(U), que es diferenciable, Esto nos dice que o es diferenciable en (z, 0)
y, en definitiva, que la funcién o es diferenciable. O

5.5.4. Podemos traducir la orientabilidad de M en términos de propiedades geométricas del
revestimiento p : M — M. Recordemos que una seccién de p sobre un subconjunto U de M es
una funcién s : U — M tal que pos = idy, y escribamos I'(p, U) al conjunto de todas las secciones
continuas de p sobre U.

Proposicién. Sea M una variedad y sea p : M — M el revestimiento construido arriba.
(i) SiU C M es un abierto, hay una biyeccion entre el conjunto I'(p,U) de las secciones continuas
de p sobre U y el conjunto &(U) de las orientaciones de U.
(i1) Si M es conexa, entonces M es orientable sii M es desconexa, y en ese caso M=MUM , una
union disjunta de dos copias de M.
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Demostracién. (i) Fijemos un abierto U C M; como siempre, identificamos para cada z € U a
los espacios T,U y T, M. Si s : U — M es una funcién arbitraria tal que p o s = idy;, existe una
tnica funcion w(s) : U — | |,y O(T, M) tal que s(z) = (v, 7(s)(v)) para todo x € U, y esta
funcién 7(s) es tal que 7 (s)(z) € O(T, M) paratodoz € U.

Supongamos ahora que s : U — M es ademés continua, de manera que s € I'(p,U). Sea = € U,
sea ¢ : V — R" una carta de M con dominio arco-conexo y tal que z € V C U y [B¢] = n(s)(x),
ysea ¢ : V¢ — R” la carta correspondiente de M. La funciént : y € V > (y, [B;ﬂ) € M tiene
imagen contenida en V? y es pot = ¢, asi que t es continua; ademds, es pot = idy. Sii: V < M
es la inclusién de V en M, entonces las dos funciones s|y, t : V — M son levantados de i a lo
largo de p que toman el mismo valor en z, asi que la unicidad para levantados [?Munkres, Ch. 13,
Lemma 79.1] implica que s|y = ¢ y entonces tenemos que (s)(y) = [B{] para todo y € V.
Vemos asi que 7(s) es una orientacién de U y, en conclusién, tenemos bien definida una funcién
m:I(p,U) = O(U). Su definicién have evidente que se trata de una funcién inyectiva.

Mostremos que es sobreyectiva. Seao: U — | |, cw O (T M) una orientacién de U y conside-
remos la funcién s : € U + (z,0(z)) € M. Es claro que 7(s) = o, asi que solo tenemos que
mostrar que s es continua para que saber que s € I'(p, U).

Sea x € U. Como o es una orientacién de U, existe una carta ¢ : V — R” con dominio
conexo tal que z € V C Uy o(y) = [BY] paratodoy € V, y sea ¢ : V¢ — R" la carta de M
correspondiente a ¢. Es s(V)) C V¢: en efecto, es claro que s(V) C p~ (V) = V¢ U V?,y como
V¢ y V% son conexos disjuntos, la imagen s(V), que es conexa, esta contenida en alguno de
los dos y tiene que ser el primero porque (z,o(z)) € s(V) N V?. Por otro lado, la composicién
(;; osly : V. — R™ es continua, asi que s|y : V — M es continua, esto es, s es continua en un
entorno de z y vemos asi que s es continua, como querfamos

(i) HAcer O

5.5.5. Corolario. (i) Una variedad simplemente conexa es orientable.
(if) Mds generalmente, una variedad conexa cuyo grupo fundamental no contiene un subgrupo de
indice 2 es orientable.

Notemos que una variedad conexa es arco-conxa, asi que la condicién de (if) no depende del
punto base elegido para calcular el grupo fundamental.

Demostracién. Basta probar la segunda afirmacién, ya que la primera es un caso particular de ella.
Sea entonces M una variedad conexa tal que m; (M) no tiene subgrupos de indice 2. Como hay
una biyeccién entre las clases de isomorfismo de los revestimientos conexos de M de dos hojas y
los subgrupos de 7 (M) de indice 2 [?Munkres, Ch. 13, Thms. 79.4 y 82.1], la hip6tesis implica que
el revestimiento p : M — M no puede ser conexo. Que M es orientable sigue inmediatamente
de 5.5.4(ii). O

§6. Ejemplos
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Variedades paralelizables

5.6.1. Proposicion. Una variedad paralelizable es orientable.

Demostracion. HACER O

Subvariedades

5.6.2. Proposicién. Sean M una variedad orientable de dimension m y N C M una subvariedad
de codimension k. Si existen campos X1, ..., X, € X(M) tales que para cada x € N los vectores
X1z, -y Xy € Ty M generan un subespacio de T,, M complementario a T, N, entonces N es orientable.

Demostracion. HACER O
5.6.3. Un caso especial de la proposicién que es particularmente ttil es el siguiente:

Corolario. Si M es una variedad orientable y f : M — R es una funcién diferenciable que tiene a 0 como
valor reqular, entonces la subvariedad N = f~1(0) es orientable.

Demostracion. HACER O

5.6.4. Se sigue inmediatamente de este corolario que, por ejemplo, las esferas S™ C R"*! son
variedades orientables.

Productos cartesianos

5.6.5. Proposicion. Sean M y N dos variedades no vacias. El producto cartesiano M x N es orientable
sii M y N lo son.

Demostracion. HACER O

El fibrado tangente

5.6.6. Hacer: El fibrado tangente es siempre orientable.

5.6.7. Hacer: Un fibrado asociado al fibrado tangente que tiene fibra orientable es orientable

cuando la base es orientable.

Cocientes

5.6.8. Proposicién. Sea M una variedad conexa y orientable y sea G un grupo que actiia sobre M por
difeomorfismos de manera propiamente discontinua. La variedad cociente M /G es orientable sii todo
elemento de G preserva las orientaciones de M.

Demostracion. Seap : M — M /G la proyeccion canénica, que es un difeomorfismo local. Supon-
gamos primero que M es orientable y que todo elemento de G preserva las orientaciones de M,
y fijemos una orientacién o € 0'(M).
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Siz € Myg e G,las funciones p., : To M — Ty2)(M/G) Y Dag(a) * Tg@)yM — Ty (M/G)
son isomorfismos y, como po g = py 0(g.,)(o(z)) = o(g(x)) porque g preserva la orientacién, es

O (piz)(0(2)) = O((p© 9)42)(0(2)) = O(Pag(a)) (O(912)(0(2))) = O (pag(a))(0(g()))-

Esto nos dice que hay una funcién o’ : M/G — |_|§6M/G T¢(M/G) tal que para cada z € M es
o' (p()) = O(psa)(0(x)).

Sea¢ € M/Gyseax € M tal que p(x) = £. Como la accién de G es propiamente discontinua,
existe un abierto U C M talquez € Uysig € Ges g(U)NU # @ sii g = e. Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que hay una carta ¢ : U — R" de M y, més atin, que para
cada y € U es o(y) = [BY]. Recordemos que en p(U) es un abierto de M /G, que la funcién
plu : U — p(U) es un difeomorfismo, y que la composicién ¢ = ¢ o (p|y) ™! : p(U) — R" es una
carta de M/G cuyo dominio contiene a ¢ y tal que p., (92 |,) = 82 |, paracaday € U y cada
i€ {l,...,n}. Sesigue de esto que si ¢ € p(U) ey € U es tal que p(y) = ¢, entonces

[BY] = [BY,)] = 00, (1BS)) = O(puy)(0y)) = 0'(C),

y esto muestra que o’ es una orientacién de M /G, que entonces es una variedad orientable.
Reciprocamente, supongamos que M y M /G son orientables y sea g € G. Fijemos una
orientacién o € (M) y sea o’ € (M /G) una orientacién de M /G tal que el conjunto

{z € M: 0(p)(o(z)) = o (p(x))}

no es vacfo. De acuerdo a la Proposicién ??, este conjunto es un abierto de M y entonces, como
M es conexa, coincide con M. Esto implica que si x € M es

O(p)(o(x)) = o' (p(x)) = o' (p(9(x))) = O(p)(o(g(x)))

y entonces, como € (p) es una biyeccion, o(z) = o(g(z)). Vemos asi que g preserva las orientacio-
nes de M. O O

5.6.9. Corolario. (i) La banda de Mobius y la botella de Klein son variedades no orientables.
(if) Sin € N entonces el espacio proyectivo RP™ es orientable sii n es impar.

Demostracion. (i) La banda de Mébius M es el cociente del abierto N = R x (—1,1) C R? por la
accién del grupo ciclico infinito G generado por la funcién o : (z,y) € N — (z +1,—y) € N.
Usando las coordenadas usuales sobre R2, que se restringen a IV, la forma w = dz A dy es una
forma de volumen sobre N, y como o*(dz) = dz y 0*(dy) = —dy, es 0*(w) = —w. Esto nos
dice que o no preserva la orientacién de N y entonces, como estamos en las condiciones de la
proposicién, podemos concluir que M no es orientable.

De manera enteramente similar, la botella de Klein es el cociente de R? por la accién del grupo
G = 7Z? actuando via

(a,b) - (z,y) = (x + a, (1) +b), Y(a,b) € Z", (x,y) € R%

Sig=(1,0) € Z* y w = dz A dy € Q*(R?) es la forma de volumen usual, es g*(w) = —w, asi que
g inverte orientaciones y K = R?/G no es orientable.
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(if) Sabemos que hay una accién del grupo ciclico G = C; de orden 2 sobre S™ tal que el
elemento no trivial de G induce la funcién o : € S™ — —x € S™ y el cociente correspondiente
S™ /G es difeomorfo a RP™. Se sigue de la proposicion que RP™ es orientable sii o preserva las
orientaciones de S™.

Sea f € C>°(R™*!) tal que f(z) = |||, de manera que 1 es un valor regular de f, S = f~1(1)
yX=Vf= Z?:Jrll 2;0,, € X(R™"!) es un campo transversal a S”. Sea ademés

w=dzi A---Adapy € Q"+1(R”)

la forma de volumen usual y j : S™ — R"*! la inclusién. Sabemos que v = j*(:xw) es una forma
de volumen sobre S™.

El difeomorfismo o es la restriccién a S™ dela funcién 6 : x € R**! — —z € R"*!. Claramente
paracadai € {1,...,n+ 1} es 6*(dz;) = —da;, asi que 6*(w) = (—1)""w. Como 6, (X) = X, es

6* oux =tx od*. Finalemente, es j o o0 = ¢ o j, y usando todo esto vemos que

") = (0" 0§ 0 1x)(w) = ((00)" 0 1x)(w) = (6 0)" 0 1)(w)
= (77 06" 0ux)(w) = (7 0 1-x 06")(w) = (1) (7 0 1 x)(w)

= ()" oux)(w) = (1) 1w

Vemos asi que o preserva la orientacién de S™ sii n es impar, lo que prueba el corolario. O

§7. Orientacion del borde de una variedad

5.7.1. Sea M una variedad con borde. Siz € OM y X € T, M, decimos que X apunta hacia el
interior de M si X ¢ T,0M y existen ¢ > 0y una funcién diferenciable ~ : [0,e) — M tal que
7(0) =z y+'(0) = X, y que apunta hacia el exterior de M si —X apunta hacia el interior de M.

5.7.2. Proposicién. Sea M una variedad con borde, sea x € OM y sea X € T, M. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
(a) Elvector X apunta hacia el interior de M.
(b) Existe una carta ¢ : U — H" de M definida en un entorno abierto U de x tal quesi X*,..., X, € R
son los escalares tales que X = Y7 X'9?|,, entonces X" > 0.
(c) Si¢:U — H"™ es una carta de M definida en un entorno abierto U de x y X1, ..., X,, € R son los
escalares tales que X = """ | X9 |,, entonces X™ > 0.

Demostracion. HACER O

5.7.3. Sea M una variedad con borde. Una funciéon X : M — TM es un campo sobre OM de
vectores tangentes a M si X, € T,, M paracadax € OM y en ese caso decimos que es diferenciable
siparacada f € C*°(M) la funcién z € OM — X, (f) € R es diferenciable y que apunta hacia el
interior de M sipara cada x € OM el vector X, apunta hacia el interior de M.
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5.7.4. Proposiciéon. Hacer: Caracterizaciones de la diferenciablidad de un campo X : OM — T M.

Demostracion. HACER O

5.7.5. Proposicién. Si M es una variedad con borde, entonces existe un campo diferenciable X : OM — T MJ}
sobre OM de vectores tangentes a M que apuntan hacia el interior de M.

Demostracion. HACER O

5.7.6. Proposicién. Sea M una variedad con borde y supongamos que M es orientable.
(1) El borde OM es orientable.

(i) Siw € Q"(M) es una forma de volumen compatible con la orientacién de M y N : OM — TM es
un campo diferenciable sobre OM de vectores tangentes a M que apuntan hacia el interior de M,
entonces hay una forma de volumen n € Q"~1(OM) tal que para cada p € OM y cada eleccién
de Xy, ..., X;,—1 en T,0M vale que

np(Xh e ,anl) = wp(Nm,Xl, e ,anl)

Yy, mds atin, la orientacién de OM determinada por 1) depende solamente de la orientacion de M y no
de la eleccién de w y de N.

Demostracion. HACER O
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Integrales

§1. La integral de una forma

6.1.1. Si U C R" es un abierto y w € Q7 (U) es una n-forma sobre U con soporte compacto,
entonces existe una funcién f € C°(U) tal que w = f da! A---Ada™. Laintegral de w sobre U es

/w: flt, .. ™) dat - da™.
U R™

Es claro que si V es un abierto de R" tal que sopw € V' C U, entonces [, w|y = [, w. Por otro
lado, es claro que siw, n € Q2 (U) y a, b € R, entonces

/(J(aw+bn):a/l]w+b/Un.

6.1.2. Proposicién. Sean U, V' C R™ dos abiertos de R"™ y sea h : U — V un difeomorfismo que o bien
preserva la orientacién en cada punto o bien la inverte en cada punto. En el primer caso sea e = 1y en el
sequndo sea e = —1. Siw € QI (V'), entonces h*(w) es un elemento de Q2 (U) y

/U¢*(w>:e/Vw.

Demostracion. Sean h', ..., h" : U — R las funciones componentes de h y sea f € C>°(U) tal que
w= fdz'A---Adz". Siz € Uy {ei,..., e} eslabase canonica de T, U, paracadai € {1,...,n}
se tiene que

= Ohi

Jj=1

x6j7
asi que
h*(w)e(er, ... en) = wh)(dah(er), ..., dzh(en,))

f(h(x)) (dz* A--- Ada™)(dgh(er),. .., dh(en))
= f(h(x)) det(dz"(dzh(e;)))

= f(h(x)) det (glj )] .
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Esto nos dice que
J

y, en consecuencia, que

/U¢*(w):/Udet (ZZZ)” (foh)dz!---daz™.

En vista de la forma en que definimos el ntimero € en el enunciado, esta integral es igual a

Lo (5)
€ | |det -
U 02 /15

Ahora bien, la férmula de cambio de variables en integrales multiples afirma que esta integral

(foh)dz! - da™

tiene el mismo valor que

/ fdat-. dz™
v

y esta tltima es, por definicion, igual a [|, w. Esto prueba la proposicién. O

6.1.3. Sea ahora M una variedad orientada de dimensién positivan y seaw € Q7 (M) una n-forma
sobre M con soporte compacto. Si existe una carta positiva ¢ : U — R™ de M que contiene al
soporte de w en su dominio, entonces la integral de w sobre M es

| w= /¢ ) M

Notemos que el lado derecho tiene sentido: la restricciéon ¢ : U — ¢(U) es un difeomorfismo,
asi que la n-forma (¢~')*(w) es un elemento de Q7 (4(U)), y definimos su integral en 6.1.1. Por
supuesto, para que esta definicién de [,, w tenga sentido el valor de la integral que aparece en el
lado derecho de (1) tiene que depender solamente de A y de w y no de la eleccién de la carta ¢:
esto es garantizado por el siguiente resultado.

Proposicién. Sea M una variedad orientada de dimension positiva n y sea w € QP (M). Si ¢ : U — R™
y ¢V — R™ son dos cartas positivas de M tales que sopw C U NV, entonces se tiene que

_1*W: —1*w.
/W)w ) (@) /W)wz ()

Demostracion. Como el soporte de w estd contenidoen UNV, losdede (¢~1)*(w) yelde (v ~1)* (w)
estan contenidos en ¢(U NV) y en (U N V), respectivamente, asi que

/¢ = /(b e /w )= /w o @@

La funcion ¢ o ¢=1 : (U NV) — (U N'V) es un difeomorfismo que preserva la orientacién
—porque ¢ y v son cartas positivas— asi que la Proposicién 6.1.2 nos dice que

L@@ [ westy @)= [ e

Asi, los lados derechos de las igualdades (2) son iguales, asi que también lo son los izquierdos.
Esto es lo que afirma la proposicién. O
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6.1.4. Proposicién. Sea M una variedad orientada de dimension positiva n, sean w, n € Q2 (M) y sean
a, b € R. Si hay carta positiva ¢ : U — R™ de M cuyo dominio contiene a los soportes de w y de 1,
entonces el dominio de ¢ también contiene al soporte de aw + bn y vale que

/M(aw+b17) :a/Mw—i—b/Mn.

Demostracién. La primera afirmacién es consecuencia de que sop(aw + bn) C supw Usopn. Por
otro lado, como el pull-back (¢~ ')* es lineal, tenemos que

Jerm= [ @@= [ (a7 @ e o)

o @@ [ @he=ef v [ n

como afirma la proposicién. Observemos que la tercera de estas igualdades esta garantizada por
la observacion hecha al final de 6.1.1. O

6.1.5. Sea otra vez M una variedad orientada de dimensién positiva n y sea w € Q7 (M) una
n-forma sobre M con soporte compacto. Existe una familia finita (¢; : U; — R™)*_, de cartas
positivas de M tal que sopw C Ule U;. Pongamos Uj,+1 = M \sopw. Como % = {U1,...,Uk+1}
es un cubrimiento abierto de M, existe una particién de la unidad subordinada a %, esto es,
existen funciones diferenciables x1, ..., xg+1 € C°°(M) tales que Zf;l Xi = 1y para cada
ie{l,....,k+1}essopx; C U;y0 < xi(x) < 1 cualquiera sea = € M; observemos que
Xk+1w = 0, ya que los soportes de los dos factores son disjuntos.

Sii e {1,...,k}, entonces y;w es una n-forma sobre M con soporte contenido en el dominio
de la carta positiva ¢;, asi que tenemos definida la integral f  Xiw- Podemos definir, entonces, la
integral de w sobre M poniendo

k
w = Xiw.
L2 )

Que esto depende solamente de w y no de las elecciones hechas es consecuencia del siguiente
resultado:

Lema. Sea M una variedad orientada de dimension positiva n y sea w € Q*(M). Si (¢; : U; — R™)E_|
y (¢; : V; = R™)L_, son dos familias finitas de cartas positivas de M tales que los abiertos Ule Uiy

U§:1 V; contienen al soporte de w y si (x1, ..., Xk+1) Y (C1,- - -, (1) son particiones de la unidad subor-
dinadas a los cubrimientos abiertos (Uy, ..., U,, M \ sopw) y (V1,...,V}, M \ sopw), respectivamente,
entonces

Demostracion. Seai € {1,...,k+ 1}. Como 22111 ¢i=1es

I+1

Xiw = Y Gixiw.
j=1
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Las formas x;w, (1Xiw, ..., (i+1x;w tienen todas soporte contenido en el dominio de la carta ¢;, y
la dltima es de hecho nula, asi que la Proposicién 6.1.4 implica que

l

/M Xiw = Z CiXiw-

=M

Se sigue de esto que

k ko1
;/M XiW = ZZ/M GiXiw- 3)

i=1 j=1

Por supuesto, un razonamiento simétrico muestra que

l l k
> | aw=33 [ G,

j=11i=1
y, como el miembro derecho de esta igualda coincide con el de (3), esto prueba el lema. O

6.1.6. Todo lo hecho hasta ahora nos provee una definicién de integracién de formas en variedades
orientadas de dimension positiva. Supongamos ahora que M es una variedad orientada de
dimensién 0. La orientacién de M es entonces una funcién o : M — {£1}; por otro lado, una
0-forma sobre M es simplemente una funcién w : M — R, y ésta tiene soporte compacto si y
solamente si tiene soporte finito. Para cada w € Q%(M ) podemos entonces definir la integral de w
sobre M poniendo

/Mw: > o) f(p).

pEsop w
6.1.7. La integracién de formas tiene todas las propiedades razonables:

Proposicion. Sea M una variedad orientada de dimension n y sea o su orientacion.
(i) La funcion w € Q2 (M) — [,, w € Res lineal.
(if) Si —M denota la variedad M dotada de la orientacion opuesta —o, entonces para cada w € Q7 (M)
Se tiene que

e

(iii) Siw € Q*(M) es una forma de volumen sobre M que determina la orientacion oy f € C°(M) es
una funcién diferenciable no negativa, no nula y de soporte compacto, entonces

/Mfw > 0.

Demostracion. Sin = 0, entonces las tres afirmaciones son inmediatas, asi que supondremos en
lo que sigue que n > 0.

(i) Sean w, n € Q7 (M) y sean a, b € R. El conjunto sop w U sop 7 es compacto, asi que existe
una famila finita (¢; : U; — R")%_, de cartas positivas de M tal que sopw U sopn C Ule Uiy,
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por lo tanto, existe una particién de la unidad (x1, - . ., Xx+1) subordinada al cubrimiento abierto
(Uyy...,Up, M \ sopw Usopn). Esw = Zle Xiw, N = Zle Xin, y aw + bn = Zle(awi + b))
Paracadai € {1,...,k} las formas y;w y x;n tienen soporte contendos en el dominio de ¢;, asi
que segtn la Proposicién 6.1.4 es

/ (axiw +bxin) = a/ xinrb/ Xil)-
M M M

Se sigue de esto, entonces, que

k

k
[ =3 [ oo = z/ (s =3 (o [ oo [ xan)
M =1 M

i=1

—aZ/ XM‘HJZ/ X" —a/ w+b/M

(if) Como las funciones [,,, [ ,, : Q2(M) — R son lineales y todo elemento de Q' (M) es
suma de finitos elementos de Q7 (M) con soporte contenido en el soporte de una carta de M,
para probar la afirmacién del enunciado es suficiente que mostremos que [ , w = — [, w para
una forma w con soporte contenido en una carta de M.

Sea entonces w € QF'(M) y supongamos que existe una carta ¢ : U — R" de M tal que
sopw C U. Sean z', ..., z" : U — R las funciones coordenadas de ¢. La funcién

Yiuc U (=2t (u),2%(v),. .., 2" (u)) € R®

es una carta de M y o bien ¢ o bien ¢ es una carta positiva. Claramente, podemos, suponer, sin
pérdida de generaldad, que ¢ es una carta positiva de M, y en ese caso ¢ es una carta positiva de
la variedad orientada —M.

Sea f € C°(U) tal que w = fda' A--- A da™. De nuestras definiciones se sigue que

/ w:/ flo= . 2™))dat - da™. 4)
M o(U)
Si llamamos ', ..., y™ a las funciones coordenadas de 1, tenemos que y* = —z! e y* = 2’ para
cadai € {2,...,n}y, en consecuencia, w = — f dy' A --- Ady", de manera que
/ w-/ Yyt oo y™) dyt - dy™
Y(U)
— [T ) gty ©)
Y(U)
Ahora bien, la férmula de cambio de variables para integrales multiples implica inmediatamnte
que
/ f(¢_1(_y17y27'~~7yn))dyl"'dyn: f(¢_1(x17"‘7xn))dxl"'dxn
Y(U) o(U)
y esto, junto con (4) y (5), nos dice que [ , w = — [, w, como queriamos.
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(iii) Sea w € Q"(M) una forma de volumen que determina la orientacién de M y sea
f € C(M) una funcién no negativa, no nula y de soporte compacto. Como f tiene sopor-
te compacto, existe una familia finita (¢; : U; — R™)%_; de cartas positivas de M tales que
sop f C Ule U, y, entonces, existe una particién de la unidad (xu,. .., xx+1) subordinada al
cubrimiento abierto (Uy,...,Uk, M \ sop f) de M. Es

/M fu= z; /M xifw. (6)

Ahorabien, sii € {1,...,k}, entonces ¢; : U; — R" es una carta positiva y la forma de volumen w
determina la orientacién de M, asi que la funcién g; € C>(U;) tal que w = g; dg} A --- A dgP
sobre U; es positiva. Como x; fw = x;fg: dg} A -+ A dgl sobre U; y sop i fw C U;, de nuestras
definiciones se sigue que

/ Xifwz/ hi(zt, ... 2™)dat - da™, (7)
M ¢:(Us)

con h; : ¢;(U;) = R la composicién de la funcién x; fg; : Ui — R con gb;l : ¢;(U;) — U;. Como
Xi, [ v 9; toman valores no negativos, h; toma valores no negativos, y entonces la igualdad (7)
implica que [, xifw; > 0. En vista de (6), esto nos dice que [,, fw > 0.

La funcién f es no negativa y no es nula, asi que existe x € M tal que f(z) > 0. Como
(X1, -, Xk+1) €8 una particién de la unidad sobre M y x+1 se anula sobre el soporte de f, existe
io € {1,...,k} tal que x;,(x) > 0. Finalmente, la funcién g;, es positiva, y entonces la funcién
h; toma un valor positivo en ¢;, (z). Como es continua y no negativa, su integral sobre ¢;,(U;, )
es de hecho estrictamente positiva. Asi, uno de los términos de la suma (6), que son todos no
negativos, es positivo: la suma es entonces ella misma positiva y, por lo tanto, f M fw >0, como
queriamos probar. O

6.1.8. Proposicién. Sean M y N variedades de dimension ny sea h : M — N un difeomorfismo. Si
w € QI(N), entonces h*(w) es un elemento de QI (M) y

/M hw) = /1le

Demostracion. HACER O

6.1.9. Proposicion. Sea M una variedad, sea k > 0y sea w € Qk(M ). Si w tiene soporte compacto,
entonces existen | > 0, formas wy, ..., w; € Q’Q(M) ycartas ¢1 : Uy = R™, ..., ¢ : Uy — R tales que
w= 22:1 wiyparacadai € {1,...,1} es sopw; C Uj.

Demostracién. Hacer: Mover esto a la seccion sobre tensores y formas. O

Proposicion. Sean M y N dos variedades orientadas de dimensiones m y n, respectivamente, sean
p1:M XN —=Myps: M x N — N las proyecciones candnicas y consideremos a M x N orientada
con la orientacion producto de las de M y N. Siwy € Q™ (M) y wa € Q™(N) son dos formas de soporte
compacto, entonces

/ pi«ul)wz(wg):/ w/wz.
Mx N M N
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Notemos que la integral sobre M x N que aparece en el enunciado tiene sentido porque la
forma piwi A piwo tiene soporte compacto, ya que es un cerrado contenido en sop w; X sop ws,
que es un compacto de M x N.

Demostracion. Ambos lados de la igualdad que queremos probar dependen linealmente de w; y
de wo. En vista de la Proposicién 6.1.9, entonces, podemos suponer que hay cartas ¢ : U — Ry
P :V = R"de M yde N, respectivamente, tales que sopw; C U y sopws C V. En ese caso la
funcién p = ¢ x ¢ : U x V' — R™*"" es una carta de M x N y contiene al soporte de pjw; A piwo.

Sean z'!, ..., 2™ : U — R las funciones coordenadas de ¢ e i/, ..., 4" : V — Rlas de 2. Hay

funciones f : U - Ryg:V — Rtalesquew; = fdz! A+ Ada™ ywy = gdy' A--- Ady™y

entonces
/ wl:/ (foop ™ H(a,...,a™))dat - da™ 8)
M #(U)

y
/wgz/ (gov ™My, ....y™)dy" - dy" ©)
N P(V)

Sean, por otro lado, 21, ..., 2™ U x V — R las funciones coordenadas de ¢ x . Si1l < i < m,
es z’ o p; = z' sobre el abierto U x V, asi que pj(dz’) = d(z' o p1) = dz’. De manera similar, si
1<j<nesyl opy=2""sobreU x V, asi que p3(dy’) = d(y’ o p2) = dz™**. Como p} y p}
son morfismos de algebras se sigue de esto que

pi(w) = (fopr)dzt Ao Ad2™, pi(wa) = (gopa)dz™Tt Ao Ade™ ™,
de manera que

pi(w1) Ap3(wa) = (fopi)(gopa)da’ A-oo Ad™T"

y, en conseciencia,

/ pi(w1) A ps(we) = / (foprop " )(gopzop t)dzt- -dzmt".
MxN p(UXV)

Como claramente

p(U x V) =¢U) x ¢(V),
(foprop ).,z ) = (fod (..., 2™)

(gopzop™)(z',..., 2™ ) = (gop™h)(z™, ... 2",

podemos reescribir esta tiltima integral en la forma
/ (fod ™ MH(2h, ..., 2™) (gop™ H)(z™TL, ... 2™ ) det ... dzm
H(U)xp(V)
y, por supuesto, esto coincide con el producto
/ (foqb—l)(a:l,...,xm))dxl~-~dxm~/ (goy™H(yh,...,y™))dy* - dy"
B(U) (V)
En vista de las igualdades (8) y (9), esto prueba la proposicién. O
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§2. El teorema de Stokes

6.2.1. Teorema. (Stokes) Sea M una variedad con borde orientada y de dimension n, sea OM el borde
de M con su orientacion inducida y sea vpy : OM — M la inclusién. Siw € QP~1(M), entonces

/M o= /8M ()

Demostracion. Supongamos primero que M = H" con su orientacién estdndar, fijemos sobre M
la carta canénica ¢ : M — H", que es positiva, y sean zl, ..., 2" : H* — R las correspondientes
funciones coordenadas. Como w tiene soporte compacto, existe R > 0 tal que el soporte de w esta
contenido en el interior (relativo a H") del paralelepipedo

=[-R,R] x --- x [-R, R] x[0, R] C H".

n — 1 factores

Existen funciones wy, ..., w, € C*®°(M) tales que
n ——
w:Zwidxl/\---Adxi/\~-~/\daz"
y, en consecuencia,

dw:Zdwi/\dxl/\~~/\d/x\i/\~~/\dx”

i=1

:Zn: zn:g;}; ‘ /\dxl/\"'/\a;/\“-/\dx"

i=1 \j=1

= (Z(—l)i_lgﬁ> dzt A~ Ada™

i=1

Tenemos entonces que

Ow
_ z 1 7 1. .. n
/ dw = / ( 8xl> dx dz
o awl n 1 n
7;:1 - / axl( oo x)de dz™. (10)

Si 1 < ¢ < n, entonces la integral que aparece en el i-ésimo sumando de esta suma es

Oow; 8% n 1 n
it = [ [ [

y, como podemos reordenar estas integrales multiples, esto es

/ / / ( : g:: ,...w")dxi) dzt---dzi - - - da”.
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La integral entre paréntesis puede ser evaluada usando la regla de Barrow: para cada eleccién de
xl, 2t 2 L a" len [-R,R]ydez" en [0, R] es

/ aWZ( Lo de’ = w2t R, .. 2™) —wi(zt, ., —R,...,2") =0 (11)
R (93;‘1

en vista de la forma en que elegimos a R.
Por otro lado, la integral que aparece en el n-ésimo sumado de la suma (10) es

[ = [ Gy
p ox™ ™

y, reordenando las integrales, esto es

/ / < 8(4]77, 1’“.7:1;77,) dm") dxl"'dxn_l
0 al’n

La regla de Barrow y la eleccién de R implican ahora que para cada elecciéon de z', ..., 2"~ ! en
[-R, R] es

R
/ awn(xlw..,x”)dx" =wp(zh,..., 2" Y R) —wp (2t ..., 2", 0)
0

63&”
= —wu(xt, ..., 2" 0),
asi que
Ow R R
—Z(ml,...,x”)dx1~-~dx"=/ / we(xt, . 2" 0)dat - da™ (12)
p Ox -R -R

En definitiva, usando (11) y (12) en (10) concluimos que

R R
/ dw:(—l)”/ / wolzt, .. 2"t 0)dat - da (13)
M —-R —R

Queremos ahora calcular el lado derecho de la igualdad que aparece en el enunciado. La
restricion i) = ¢|og» : OH" — R"~! de la carta canénica de H" a 9H" es una carta global
de OH", y es positiva o negativa dependiendo de que la dimensién n sea par o impar. Llamemos
y', ..., y" "1 : OH" — R alas correspondientes funciones coordenadas. Es claro que y* = ¢}, (z%)
sil <1 < mn,y entonces

dy' = d(i3(2")) = ¢ (da”). (14)
Por otro lado, la restriccién ¢}, (z™) de la funcién «” : H” — R a JH" es constante, asi que
i (dz”) = d(ejy (™)) = 0. (15)
Como el pull-back ¢}, : Q*(M) — Q°*(9N) es un morfismo de dlgebras, de la igualdad (??) vemos
que
Uy (w ZLM w;) Ly (dat) A -/\L*M/(\(W)/\---/\L*M(dx")
i=1
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y todos los sumandos salvo el que corresponde a i = n tienen a ¢}, (dz™) como factor, asi que se
anulan por (15). Se sigue entonces —teniendo en cuenta (14)— que

*

(W) =ty (wn) dy' - dy™

y, en consecuencia, que

R R
/ L;‘V,w):(—l)"/ / n(yse ey 0) dyt - dy
OH™ -R -R

Como esto coincide con el lado derecho de la igualdad (13), concluimos que el teorema vale en el
caso que estamos considerando, esto es, si M = H". Més generalmente, es claro que se sigue de
esto que el teorema es cierto si M es un abierto arbitrario de H".

Consideremos ahora el caso en el que M es una variedad con borde orientable arbitraria
pero la forma w € Q7! (M) tiene soporte contenido en el dominio de alguna carta ¢ : U — H"
positivamente orientada de M. En esta situacion ¢! : ¢(U) — U es un difeomorfismo y es

/dez /¢ ) = /¢ @) (16)

Por otro lado, la restriccion ¢ = ¢|ynon : U N OM — OH" es diferomorfismo que preserva la
orientacién y cuyo dominio contiene evidentemente al soporte de ¢}, (w). Tenemos entonces que

/8 ) = /¢ oy )

Como sobre la interseccién U N dM las dos composiciones ¢ o tp; y tu» 0 ¢ coinciden, es

(W) (i (W) = 7. ((671)*(w)) y entonces

/ iy (w) = / e (67 (@) 17)
OM Y(UNOM)

Como el borde del abierto ¢p(U) de H" es ¢»(U N dM), lo que probamos en la primera parte de
esta prueba implica que los miembros derechos de las igualdades (16) y (17) son iguales entre si,
asi que también lo son los izquierdos: esto es, el teorema vale también en este caso.

Para terminar, consideremos ahora el caso general: sea M una variedad con borde orientable
y de dimensién n, y sea w € Q7 (M) una n-forma con soporte compacto cualquiera cualquiera. De
acuerdo a la Proposicién 6.1.9 existen ! > 0y formas wy, ..., w; € Q7 (M) tales que w = Zi:l w;y
cada una de wy, ..., w; tiene soporte contenido en una carta de M. Como tanto la integral, como
la diferencial exterior y el pull-back +* son funciones lineales, tenemos que

1 l ! !
/de B /Md (;M> N ;/dei N ;/8M o) = /8M g (;wz> N /é)M )

usando en tercera igualdad lo que probamos en la segunda parte de esta prueba. Esto completa
la demostracién del teorema. O
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6.2.2. Corolario. Sea M una variedad orientada de dimension n y sea w € QP~1(M).
(i) Si M no tiene borde, entonces [, dw = 0.
(i) Sidw = 0, entonces [, w = 0.

Demostracion. HACER O
6.2.3. Hacer: Chequear que todo esto funciona sin = 1.

6.2.4. Usando el teorema de Stokes podemos dar una interpretacién geométrica de la derivada
exterior de una forma:

Proposicién. Sea M una variedad de dimension n, sea k un entero tal que 0 < k < ny sea w € QF(M).
Sea x € M ysean vy, ..., vpy1 elementos linealmente independientes de T, M. Sea By la bola cerrada de
radio 1 centrada en el origen en R**1 y sea ¢ : By — M una funcion diferenciable tal que ¢(0) = z y
dop(e;) = v; paracadai € {1,...,k+ 1}. Sipara cada r € (0,1) escribimos S, a la esfera centrada en
el origen y de radio r en R**' y denotamos v, : S, — By la inclusion, entonces

d:pw(vla .- -,Uk+1) = L'i’g |257:| /ST(¢OLT)*(W)-

Demostracion. Para cadar € (0,1) sea B, la bola cerrada de radio r centrada en el origen de R*+1
y sea ¢ : Sy — B, lainclusiéon. Como S, = 0B,, el teorema de Stokes nos dice que

[ @ewr@ = [ awey= [ aww)

Como d(¢*(w)) = fdal A--- Ada*t, con f = d(¢*(w))(Dh, ..., Okt1) : B1 — R la funcién que
resulta de evaluar la forma d(¢*(w)) enla (k + 1)-upla de campos coordenados 01, ..., Ox+1 dela
carta estandar de B, es

/d(¢*(w))=/ flat, .. Mt det - dahtt
B, B,

y, como f es una funcién continua,

1 1
lim —— *(n) = lim — Lo 2" hdet - da®tt = f(0,...,0 18
"0 |BT|/S,‘LT(”) "0 Brl/Brf(x’ T e = 10, 0) 19

Ahora bien, en vista de la definicién de f, es
f@0,...,0) =do(¢*(w))(e1,-.-,exrt1)
= qb*(diw)(el, ceey €k+1)
= dyw(dod(er),...,dop(ers1))

= dxw(vl, ey ’Uk+1).

La afirmacion de la proposicion sigue de esto, de (18) y de que |B,| = 5[5, /. O
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Ecuaciones
diferenciables

§1. Flujos

7.1.1. Si M es una variedad y X € X(M), decimos que una funcién diferenciable v : (a,b) - M
definida sobre un intervalo abierto de R es una curva integral del campo X siv'(t) = X, ;) para
cadat € (a,b). Si0 € (a,b), decimos que la curva arranca en el punto v(0).

7.1.2. Proposicién. Sea M una variedad y sea X € X(M). Para cada x € M existe exactamente una
curva integral v : (a,b) — M de X que arranca en x con la propiedad de que toda otra curva integral
de X que arranca en x es la restriccion de v a un subintervalo abierto de (a, b) que contiene a 0.

Llamamos a esa curva integral la curva integral maximal de X que arranca en z.

Demostracion. HACER O

7.1.3. Proposicion. Sea M una variedad y sea X € X(M). Existe
* un abierto DX C R x M tal que para cada x € M el conjunto DX = {t € R: (t,z) € DX} esun
intervalo abierto de R que contiene a 0, y
* una funcion diferenciable 0% : D — M

tales que para cada x € M, la funcion v;*

1t € DX 0% (t,x) € M es la curva integral maximal de X
que arranca en x. Tanto DX como 6% estin univocamente determinados por el campo X. Mds atin, se
tiene que:
(i) 0(0,2) = x para todo x € M;
(il) siz € M,s € Dy yt € Dy, entonces s+t € DY yO(s+t,x) = 0(t,0(s,2)); y
(iii) siz € Myt e Dy, entonces Dy, ) ={s—t:s €D}

Llamamos a la funcién 6% el flujo del campo X.

Demostracion. HACER O

7.1.4. Proposicién. Sea M una variedad, sea X € X(M) y sea 6% : DX — M el flujo de X.
(i) Paracadat € R el conjunto MX = {x € M : (t,x) € D} es un abierto de M.
(if) Paracadat € R la funcion 0% : x € My — 0(t,x) € M, es un difeomorfismo con inversa 6%,

Demostracion. HACER O
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7.1.5. Decimos que un campo X sobre una variedad M es completo si el dominio DX de su flujo
es R x M, esto es, si cada una de sus curvas integrales maximales tiene a R por dominio. En
general, es dificil decidir si un campo es completo. El siguiente resultado describe una situacién
en la que eso es posible:

Proposicién. Sea M una variedad.
(i) Sea X € X(M) ysear: (a,b) — M es una curva integral maximal de X. Si existen ¢ € (a,b) y
un compacto K de M tales que v(t) € K para cada t € (c,b), entonces b = +o0.
(if) Sila variedad M es compacta, entonces todo campo tangente a M es completo.
(iif) Si X € X(M) tiene soporte compacto, entonces X es completo.

Demostracion. HACER ]

7.1.6. Una aplicacién muy ttil de la existencia de flujos es la siguiente contrucciéon de cartas
adaptadas a campos:

Proposicién. Sea M una variedad de dimension n y sea X € X(M). Six € M es tal que X, # 0,
entonces existe una carta ¢ : U — R" de M tal que z € U y X|yy = 99,

Demostracion. HACER O

§2. Tres aplicaciones

Homogeneidad

7.2.1. 5i M es una variedad, escribimos Diff (A{) al conjunto de todos los difeomorfismos M — M.
Se trata de un grupo con respecto a la composicién de funciones y hay una accién a izquierda
de Diff (M) sobre M dada por

(f,z) € Diff(M) x M — f(z) € M. 1)

Si f € Diff(M), el soporte sop f de f es la clausura del conjunto {z € M : f(x) # z}. Escribimos
Diff.(M) al subconjunto de Diff (M) de los difeomorfismos de soporte compacto; se trata de un
subgrupo de Diff(M) y, por supuesto, restringiendo la accién (1) de Diff(M) obtenemos una
accion de Diff (M) sobre M.

7.2.2. Recordemos que decimos que una accién de un grupo G sobre un conjunto X es transitiva
si para todo par de elementos z, y € X existe g € G talque g -z = y.

Proposicién. Sea M una variedad. Si M es conexa, entonces la accion de Diff .(M ) sobre M es transitiva.

Demostracién. Sabemos que M es unién disjunta de las 6rbitas de Diff.(A) en M. Si mostramos
que éstas son abiertas, se seguird que son cerradas —porque el complemento de cada una de ellas
es unién de 6rbitas— y entonces, como M es conexa, podremos concluir que hay exactamente
una sola: esto significa exactamente que la accion de Diff. (M) sobre M es transitiva. Para mostrar
que las érbitas son abiertas es suficiente con probar que todo punto es interior a su 6rbita.
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Sea entonces x € M ysea O = {f(z) : f € Diff.(M)} su 6rbita. Sea n = dim M, para cada
p > 0sea B, labola de radio p centrada en 0 de R y fijemos una carta ¢ : U — R"™ con dominio U
de clausura compactaen M y tal que, z € U, ¢(z) =0y ¢(U) = B.

Fijemos y € U. Pongamos p1 = (2||¢(y)|| +1)/3y p2 = (|[¢(y)|| + 2)/3, de manera que
lyll <p1 < p2 <1,yseax:Bi — R una funcién diferenciable tal que x|z, =1y x|p,\5,, = 0.
Supongamos que ¢(y) = (1, ..,&). Existe un campo X € X(M) tal que para cada x € M es

0, siz e M\ ¢ '(B,,);
X, = "
X(6(x) Y &7 |a, sizel.
i=1
Notemos que esto tiene sentido porque x(é(z)) = 0 cualquierasea x € U\ ¢~ 1(B,,). El campo X
es diferenciable ya que sus restricciones a los abiertos M \ ¢~1(B,,) y U lo son: para el primero
esto es evidente y para el segundo inmediato de la tercera condicién dada en la Proposicién 3.2.7.
Como el soporte del campo X estd contenido en U, es compacto y entonces, de acuerdo a la
Proposicién 7.1.5, es completo. Tenemos entonces un difeomorfismo 6;° : z € M +— 0% (1,2) € M
que, como X tiene soporte compacto, tiene soporte compacto.
Pongamos 7 = p; /||¢(r)| y consideremos la curva a : t € (—7,7) — ¢~ 1(tgp(r)) € M, que es
claramente diferenciable. Es a(0) =z y a(l) =y, ysit € (—7,7) es

o/(t) = (7 )(8(r) = D & |y
i=1

y, como x(¢((t))) = 1 porque ¢(a(t)) € B,,, tenemos que, de hecho, o/ (t) = X, 4): asi, « es una

curva integral para X que arranca en z. Se sigue de esto, por supuesto, que 05 (z) = a(1) = y.
Asi, 0¥ es un elemento de Diff.(M) tal que 05 (x) = y y tenemos, en consecuencia, que y € O.

Podemos concluir, entonces, que U C O y, como queriamos, que z es un punto interior de O. O

Un resultado de factorizacion

7.2.3. Proposicion. Sea M una variedad y sea 5 una métrica riemanniana sobre M. Si f € C*(M),
existe exactamente un campo X € X(M) tal que B(X,Y) = df(Y') para todo campo Y € X(M).

Llamamos a ese campo el gradiente de la funcién f y lo escribimos grad f.

Demostracion. HACER O

7.2.4. Proposicién. Sea M una variedad conexa. Si existe una funcion f : M — R diferenciable, propia
Yy sin puntos criticos, entonces existe una variedad N y un difeomorfismo ) : M — R x N. Mds aiin,
sit € R, entonces f~1(t) es una subvariedad de M difeomorfaa N.

Demostracién. El conjunto f(M) es un conexo de R, asi que es un intervalo. No puede tener
maximo, ya que en ese caso la funcién f alcanzarfa un méaximo local en algin punto de M y éste
serfa un punto critico de f. Por supuesto, f (M) tampoco tiene minimo y es, entonces un intervalo
abierto de R. Existen entonces a € RU{—o0} yb e RU {+o0} talesquea < by f(M) = (a,b).
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Supongamos que es b < oo. Si ¢ es un elemento cualquiera de (a, b), entonces K = f~([c, b])
es un compacto de M y existe { € K tal que f(z) < f(€) paratodo z € K. Como f(z) < ¢ < f(§)
para todo x € M \ K, la funcién f tiene un méximo en &. Esto es absurdo, ya que no posee puntos
criticos. Esto implica que b = oo y, por supuesto, un argumento similar muestra que a = —oo.
Asi, la funcién f es necesariamente sobreyectiva.

Fijemos ahora sobre M una métrica riemanniana /5 arbitraria, sea |- || la norma correspondiente
a By sea grad f el campo gradiente de f con respecto a 3. Como [ no tiene puntos criticos, el
campo grad f no se anula en ningtin punto de M y podemos considerar entonces el campo

_grad f
lgrad ]

y el flujo 0% : DX — M correspondiente a X.
Seax € M, sea (a,b) = DX yseaa : t € (a,b) — 6%(t,) € M la curva integral maximal de X
que arranca en z. Para cada t € (a,b) es

€ Fl(t) = dago f(o! (1)

= B((grad f)a(), ' (1)) por la definicién de grad f
d
=4 <(grad Daw) ”i::d;;;‘(”H) porque « es una curva integral de X
a(t)

=1
y se tiene entonces que f(a(t)) = f(z) 4 t. Observemos que esto significa que
f(6X(t,z)) = f(x) +t paracadat € DX, )

Si fuese b < oo, entonces para cada t € (0,b) tendriamos que a(t) € f~1([0,8]) y, como f~1([0, b])
es un compacto de M porque f es propia, esto es imposible de acuerdo a la primera parte de
la Proposicién 7.1.5. De la misma forma podemos mostrar que a = —oo y, entonces, que « estd
definida sobre todo R. Asi, vemos que el campo X es completo y, en definitiva, que D* = R x M.

Sea ahora N = f~!(0). Como f no posee puntos criicos, 0 es un valor regular de f y N es
una subvariedad de M vy, en particular, una variedad. Consideremos las funciones

¢:(t,x) ERx N +— 0%(t,z) e M

Yz eM—s (f(z),05(—f(z),z)) €R x N,

que son claramente diferenciables; notemos la segunda tiene sentido, ya que para cada x € M
se tiene que f (6% (—f(x),z)) = 0 por (2). Usando esa misma observacién es inmediato verificar
que ¢ o = idrxn Y que ¢ o ¢ = idps, de manera que ¢ y ¢ son difeomorfismos inversos. Esto
prueba la primera afirmacién de la proposicion y la segunda es ahora evidente. O
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Una caracterizaciéon de las esferas

7.2.5. Sea M una variedad de dimensién n, sea f : M — R una funcién diferenciable. Decimos
que un punto critico x € M de f es no degenerado si existe una carta ¢ : U — R" de M definida
en un entorno abierto U de z tal que la matriz (9 8;’ f)i<i,j<n €s no singular en z.

Lema. Sea M una variedad de dimension n, sea f : M — R una funcion diferenciable y sea x € M un
punto criticode f. Si¢ : U — R* y 4 : V — R son dos cartas de M con x € U NV, entonces las
matrices (8f’8ff)1§i7j§n Yy (62/’8;/’f)1§i,j§n son 0 ambas singulares o ambas no singulares.

Demostracion. HACER O

7.2.6. Proposicion. Si M es una variedad compacta tal que existe una funcion f : M — R que tiene
exactamente dos puntos criticos y estos son no degenerados, entonces M es homeomorfa a una esfera.

No es cierto que la variedad sea necesariamente difeomorfa a una esfera, pero no es sencillo
dar un ejemplo en el que no lo es.

Demostracion. HACER O

§3. La derivada de Lie y el corchete de Lie

7.3.1. Sea M una variedad, sea X € X(M) y sea 6% : DX — M el flujo de X. Si z € M, entonces
existe € > 0 tal que (—¢,€) C DX, y entonces = € M;* paracadat € (—¢,¢€). SiY € X(M) es otro
campo, tiene entonces sentido considerar la funcién

t e (—¢e€) — (Gft)*(YetX(z)) e T, M.

En efecto, la diferencial del difeomorfismo 6%, : MX, — M;* en el punto 6% () es una funcién
lineal (%,). : Tyx (oyM — Ty My el vector Yyx (,y es un elemento de Tpx M. Si esta funcion
es derivable en 0, llamamos a su derivada la derivada de Lie de Y con respecto a X en z y la
escribimos (£xY'),, de manera que en ese caso es

d
(LxV)e = 2| 0%,V )
t=0

7.3.2. Proposicion. Sea M una variedad y sean X,Y € X(M). Para cada x € M existe la derivada de
Lie (LxY), deY con respecto a X en y y, de hecho, la funcién

xeMv— (LxY), € T,M

es un campo diferenciable de vectores tangentes a M.

Demostracion. HACER O
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7.3.3. Proposicién. Sea M es una variedad. Si X, Y € X(M), entonces existe un campo Z € X(M) tal
que Z(f) = XY (f)) — Y(X(f)) para cada funcion f € C>°(M).
Llamamos a ese campo el corchete de Lie de X e Y y lo escribimos [X, Y].

Demostracion. HACER ]

7.3.4. Proposicion. Sea M una variendad. Si X, Y, Z € X(M) y f € C°(M), entonces
@) [X,Y]=-[V,X],
(iii) [X, fY] = X(f)Y + fIX,Y].

Demostracion. HACER O

7.3.5. Proposicion. Sea M una variendad. Si X, Y € X(M), entonces LxY = [X,Y].
Demostracion. HACER O

7.3.6. Si M es una variedad, X € X(M) es un campo de vectores tangentes a M y 6% : DX — M
el flujo de X, decimos que un campo Y € X (M) es invariante bajo el flujo de X si cada vez que
(t,2) € DX es (6)).(Yp) = Yox ().
7.3.7. Proposicién. Sean M y N variedades, sea f : M — N una funcion diferenciable, sean X € X(M)
eY € X(N), ysean 6% : DX — My 0¥ : DY — N los flujos de X y de Y, respectivamente. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) Los campos X e Y estdn f-relacionados.

(b) Paracadat € Res f(M{X) C NY y0Y o f = f o0 sobre M;¥.
Demostracion. HACER O

7.3.8. Decimos que dos campos X e Y sobre una variedad M conmutan si [X,Y] = 0. Esta
propiedad puede ser reformulada de varias maneras:

Proposicién. Sea M una variedad y sean X, Y € X(M). Las siquientes afirmaciones son equivalentes:
(a) Los campos X eY conmutan.
(b) La derivada de Lie LxY es nula.
(c) Elcampo'Y es invariante bajo el flujo de X.
(d) Sis, t€R,entonces Y (MY NMX) = 0Y,(MX,NMY)ysobreese conjunto 0 0 0¥ = 0¥ 0 6;¥.

Demostracion. HACER O
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Lacohomologia
dede Rham

§1. Complejos

Complejos y morfismos de complejos

8.1.1. Un complejo es una familia C' = (C?, d.),cz de espacios vectoriales C? y de funciones linea-
les d%, : O — CP*+1, las diferenciales de C, tales que para cada p € Z se tiene que d%"' o d, = 0.
Casi siempre escribiremos d” y aun d en lugar de d?,, si es que esto no da lugar a confusiones, y
exhibiremos al complejo en la forma de un diagrama como

ant dz, 41 agtt
cr cr [N

cr

Sip € Z, llamamos a C? la componente homogénea de grado p de C. Si para todo p < 0 es C?,
decimos que C' es un complejo de cocadenas.

8.1.2. SiC = (C?,df.)pez y D = (DP, d¥,),ez son complejos, entonces un morfismo de complejos
f:C — D esunasucesion f = (f?),cz de funciones lineales f? : C? — DP tales que para cada
p € Z conmuta el diagrama

dP
cr —< cprtl

fpl J{fp+1

P

d
Dr *D> DP+1

Escribimos hom(C, D) al conjunto de todos los morfismos de complejos C' — D.

8.1.3. Proposicion. (i) Si C' = (C?,dl.),cz es un complejo, entonces la sucesion idc = (idov )pez €s
un motfismo de complejos idc : C — C, al que llamamos morfismo identidad de C.
(it) SiC = (C?,d})pez, D = (DP,d},))pez y E = (EP,dY,)pez son complejos de espacios vectoriales
yf=(f")pez:C = Dyg=(g")pez : D — E son morfismos de complejos, entonces la sucesion
(g? o fP)pez es un morfismo de complejos g o f : C — E al que escribimos g o f.
(iif) SiC, D, Ey F son complejosy f : C' — D, g: D — Eyh: E — F son morfismos de complejos,
esho(gof)=(hog)of.
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(iv) Si C, D, E son complejosy f : C — Dy g : D — E son morfismos de complejos, entonces
goidp =gyidpo f=f.

Demostracion. HACER O

8.1.4. Proposicion. Sean C = (C?,d(.)pez y D = (DP,dY,) ez dos complejos.
() Si f = (fP)pez, 9 = (¢")pez : C — D son morfismos de complejos, entonces la sucesion de
funciones lineales (f? + g”)pez es un morfismo C — D al que escribimos f + g.
(ii) Si f = (fP)pez : C — D es un morfismo de complejos y X € R, entonces la sucesion de funciones
lineales (A fP)pez es un morfismo C' — D al que escribimos \f.
(iif) Con estas operaciones de suma y de multiplicacion por escalares, el conjunto hom(C, D) es un
espacio vectorial.

Demostracion. HACER O

8.1.5. Proposicién. Si C, D y E son complejos de espacios vectoriales, entonces la funcion
(g, f) € hom(D, E) x hom(C, D) — go f € hom(C, E)

es bilineal.

Demostracion. HACER O

Cohomologia

8.1.6. Sea C = (C?,d{,)pez un complejo. La condicién impuesta sobre las diferenciales de C'
implica que para cada p € Z se tiene que ker d?, D im d?; " y entonces tiene sentido considerar el
espacio cociente

kerd?, : CP — CPT

HP(C) = ,
©) im d’é_l :Cr=1 5 Cp

al que llamamos el p-ésimo grupo de cohomologia de C' —aunque se trata, por supuesto, de
un espacio vectorial. Escribiremos H(C) al complejo (H?(C), dz(c))pez cuyas diferenciales
dj(cy + HP(C) — HP*1(C) son todas nulas.

8.1.7. Sean C' = (C?,d7)pez y D = (DP,dY,)pez dos complejos y sea f = (fP)pez : C — D
un morfismo de complejos, de manera que para cada p € Z se tiene que df, o fP = P odl,.
Sip € Z, es inmediato verificar que f?(kerd?) C DPy fP(imd% ") C imdb; ", y entonces la
funcién lineal f? : C? — DP induce otra

ker d¢, ker d',

HP(f): HP(C) = — d%_l — imd%_l = HP?(D).

La sucesion (HP(f))pez es un morfismo de complejos H(f) : H(C) — H(D), al que llamamos el
morfismo inducido por f en la cohomologia.
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8.1.8. Proposicion. (i) SiC = (C?,d.)pezy D = (D?,dY,) ez son dos complejos, entonces la funcion
f €hom(C,D)— H(f) € hom(H(C),H(D))
es lineal.
(it) SiC = (C?,d})pez, D = (DP,d},))pez y E = (EP,dY,)pez son complejos de espacios vectoriales
yf=(Ppez:C—Dyg=(g")pez : D — E son morfismos de complejos, entonces
H(go f)=H(g)o H(f): H(C) = H(D).
(iti) Si C = (CP,d%,)pez es un complejo e idc : C — C es el morfismo identidad de C, entonces
H(ide) = idp (e : H(C) — H(C).
Demostracion. HACER O

8.19.Si C = (C?,d)pez, D = (D?,dY))pez y E = (EP,d},)pez son complejos de espacios
vectoriales y f = (fP)pez : C = Dy g = (¢?)pez : D — E son morfismos de complejos, decimos

que el diagrama

f

0 c D2+ FE 0

es una sucesion exacta corta de complejos si para cada p € Z el diagrama

0 or L pr 9, pr 0

es una sucesion exacta corta de espacios vectoriales, esto es, si fP es una funcién inyectiva, si
im f? = ker gP, y si g” es una funcién sobreyectiva.

8.1.10. Proposicién. Sean C, D y E complejos de espacios vectoriales ysean f : C - Dy g: D — E
morfismos de complejos tales que el diagrama

f

E: 0—sC—3D-23sE—30

es una sucesion exacta corta de complejos. Para cada p € Z existe un morfismo 0% : HP(E) — HPTY(C),
al que llamamos p-ésimo morfismo de conexién de &, tal que el diagrama

817 +1
arc) Y9 grpy 229y gegy %5, geiioy Y ey
es exacto.

Demostracion. HACER O

8.1.11. Los morfismos de conexién que provee la Proposicién 8.1.10 dependen naturalmente de
la sucesién exacta corta & a partir de la que fue construido:

Proposicién. Si

0 c—t.p_4.E 0
b
0 oL p 2 0




es un diagrama conmutativo de complejos y morfismos de complejos en el que las dos filas son sucesiones
exactas de complejos, entonces para cada p € Z conmuta el diagrama

HP(E) —25 Hr+1(C)

Hp(wl al+1(&)
az)v/
HP(E') 2 ge+i(cr)

Demostracion. HACER O

Homotopias

8.1.12. Si C' = (CP,d%)pez y D = (D?,dY,)pez son dos complejos, decimos que dos morfismos

de complejos f = (f?)pez, 9 = (97)pez : C — D son homotdpicos y escrimos f ~ g si existe una

sucesion h = (h?),ez de funciones lineales h? : C? — DP~! tal que para cada p € Z se tenga que
a5t ol 4 W ol = 7 — g,

y en ese caso llamamos a la sucesion ~ una homotopia de f a g.

8.1.13. Proposiciéon. (i) Si C'y D son complejos, entonces la relacién ~ de homotopia es una relacion de
equivalencia en el conjunto hom(C, D) que es compatible con la estructura de espacio vectorial, en
el sentido de que si f, f', g, ¢’ : C'— D son morfismos de complejos y o, 5 € R, entonces

fefng=g = af+Bg~af +5g.
(if) Si C, Dy E son complejos,y f, f' : C — Dyg, g : D — E son morfismos de complejos, entonces
fef'hg=g = gof=golf.
Demostracion. HACER O

8.1.14. Proposicion. Sean C'y D complejos y sean f, gLC' — D morfismos de complejos. Si f ~ g,
entonces H(f) = H(g) : H(C) — H(D).

Demostracion. HACER O

8.1.15. Decimos que un morfismo de complejos f : C' — D es una equivalencia homotépica si
existe otro morfismo de complejos g : D — C'talque go f ~idcy fog ~idp.

Proposicién. Sea f : C'— D un morfismo de complejos. Si f es una equivalencia homotdpica, entonces
el morfismo inducido H(f) : H(C') — H(D) es un isomorfismo.

Demostracion. HACER O

Algebras diferenciales graduadas

8.1.16. Un dlgebra diferencial graduada es una terna o/ = (A, (AP),ez,d4) en la que A es un
dlgebra asociativa y unitaria, (AP),cz es una coleccién de subespacios vectoriales de A tal que
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A=@,cz A7, yda: A— Aesuna funcién lineal y se tiene que cada vez que p, g € Z es
1e A° AP . A1 C APTY da(AP) C APTL, daody =0,
y,siac APybe A9,
da(a-b) =da(a) b+ (=1)Pa-da(b).

Observemos que la tercera y la cuarta de estas condiciones juntas implican que la funcién d4 se
restringe a funciones d% : AP — APT!, una para cada p € Z, de manera tal que (A?, d"), ez es un
complejo, al que llamamos el complejo subyacente al &lgebra diferencial graduada .7 y al que
escribimos simplemente A.

Si ademads de las condiciones anteriores se tiene que paracadap, g€ Z,a € APy b e A% es
a-b=(-1)Pb-a,

entonces decimos que el dlgebra diferencial graduada &7 es conmmutativa.

8.1.17. Sief = (A, (AP)pez,da) y B = (A, (BP)pez, dp) son dos algebras diferenciales graduadas,
un morfismo de dlgebras diferenciales graduadas es una funcién lineal f : A — B tal que

* fesun morfismo de algebras,

e f(AP) C BPparacadap € Z,y

* setienequedpo f= foda.
Claramente, cuando ése es el caso la funcién f se restringe a funciones f? : APt — BP, una para
cada p € Z, de manera que (f?)pez : (AP, d%))pea — (BP,d;)pez es un morfismo de complejos
entre los complejos subyacentes a ./ y a 4.

8.1.18. Hacer: La homologia de un algebra diferencial graduada es un 4lgebra diferencial gra-
duada con diferencial nula, que es conmutativa si aquella lo es. El morfismo inducido por un
morfismo de algebras diferenciales graduadas en la cohomologia es un morfismo de algebras
diferenciales graduadas.
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Apéndice

§1. Un lema topologico

Fijemos, a lo largo de toda esta seccién, un conjunto X y una familia # = {f; : ¥; — X }icr de
funciones cuyos dominios son espacios topoldgicos y cuyas imdgenes cubren X. Para cada i € 1
escribamos U; = f;(Y;).

A.1.1. Proposicion. Existe una topologia T sobre X que es la mayor topologia para la cual resultan
continuas todas las funciones de .#. Si V. C X, entonces

V €1 <= paratodoi € I la preimagen f;'(V') es un abierto en V;.

Demostracién. Sea T la topologfa sobre X que tiene como subbase a la unién de todas las topologias
sobre X que hacen continuas a las funciones de .#; esto tiene sentido porque existen topologias
sobre X con esta propiedad, como la indiscreta. Notemos que 7 hace continuas a las funciones
de #: para verificar que una funcién es continua alcanza con probar que la preimagen de cada
elemento de una subbase de la topologia del codominio es un abierto del dominio y en nuestra
situacion esto es inmediato. La construccién misma de 7 prueba que es la mayor topologia con
esa propiedad.

Si un conjunto V' C X es tal que para cada i € I es f; '(V) un abierto de Y;, entonces 7 U {V'}
es subbase de una topologfa que hace continuas a todas las funciones de #: debeser TU{V} C 7
y, entonces, V' € 7. Reciprocamente, si V' € 7 e i € I, el conjunto fi_l(V) es un abierto de Yj,
porque f; es continua. Esto muestra que la tiltima parte del enunciado es cierta. O

A.1.2. Proposicién. Supongamos que

* para cada i € I la funcion f; es inyectiva, y que

e paracada i, j € I se tiene que f; ' (U;) es un abierto en Y; y la composicion

-1 fi 5 -1
fi (Uj) —— U;N Uj e fj (Uz)
es un homeomorfismo,

Entonces para cada j € I el conjunto U; es un abierto de T y la funcién f; es un homeomorfismo a su
imagen.
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Demostracion. Fijemos j € I. Se tiene que f;(U;) € 7: en efecto, parte de la hipétesis es que
f71(U;) es abierto en Y; para todo i € 1.

Mostremos que f; : ¥; — X es un homeomorfismo a su imagen U;: como U; es un abierto
de X y f; es inyectiva, tenemos que probar que un subconjunto V' C X contenido en U} es abierto
en X sii f j_l (V) es abierto en Y;. La necesidad de esta condicién es consecuencia inmediata de
la descripcién de la topologia 7 dada en la proposicién anterior. Para probar la reciproca, sea
V C Uj tal que fj*l(V) es abierto en Y}. Si i € I, por hipétesis tenemos que f;l(Ui) es un abierto
deYj,asique f; (V. NU;) = f; (V)N f; ' (U;) también es abierto en Y; y su preimagen por el
homeomorfismo f; ' o fi : f;'(U;) — f; ' (Us), es decir, el conjunto f; ' (V'), es abierto en Y;. De

acuerdo a la proposicién anterior, esto nos dice que V' es un abierto de X. O

A.1.3. Proposicion. Si ademds de las condiciones de la proposicion anteriot, tenemos que
* para cada i € I el espacio Y; es Hausdorff y
* paracada i, j € I el subconjunto

Ay ={(a,;b) €Y xYj: fi(a) = f;(b)}

es un cerradode Y; X Y},
entonces X es un espacio Hausdorff.

Demostracion. Mostremos que la diagonal A = {(z,2) € X x X : € X} esun cerrado de X x X;
esta condicién es equivalente a la condicién de Hausdorff sobre X. Para hacerlo, y como la
propiedad de ser cerrado es local!, bastard que probemos que cualesquiera sean i, j € I el
conjunto A N (U; x Uj) es un cerrado de U; x Uj, yaque {U; x U; : 4,j € I} es un cubrimiento
abierto de X x X.

Sean entonces ¢, j € I. La funcién f; x f; : ¥; x Y; — U; x U; es un homeomorfismo, asi
que AN (U; x Uj) es un cerrado de U; x Uj si su preimagen por f; x f; es un cerrado de Y; x Yj,
y es inmediato verificar que esta preimagen es precisamente el conjunto A; ; descripto en el
enunciado y que, por hipétesis, es cerrado. Esto completa la prueba. O

A.1.4. Proposicion. En las condiciones de la Proposicion A.1.2, si existe un conjunto numerable J C I
con X = e,
topologia de X tiene una base numerable.

U; y tal que para cada j € J la topologia de Y; tiene un base numerable, entonces la

Demostracion. Para cada j € J el abierto U; de X tiene una base numerable B;, porque Y la
tiene y la funcién f; es un homeomorfismo. La proposicién es consecuencia de que el conjunto
B = ;¢ Bj, que es numerable, es una base para la topologia de X. O

1Esto es: si Z es un espacio topolégico y % es un cubrimento abierto de Z, entonces un subconjunto F' C Z es cerrado
en Z sii para cada U € % lainterseccion F' N U es cerrada en U.
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