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A lo largo de este documento usamos varias normas sobre espacios vectoriales de
dimensién finita, todas ellas notadas |- |. En particular, si A es una matriz real de
m x n, entonces |A| es el menor ntmero real tal que |[Ax| < |A[|x| para todo x € R™

1 Dos resultados previos

Enunciamos dos resultados que van a ser necesarios en la demostracion del teorema de
la funcién inversa. Ambos son bien conocidos y suelen verse en materias de segundo
afno de la Licenciatura en Matematicas de la FCEN.

1.1 Definicién. Sea X C R™, y sea f : X — X. Decimos que f es una contraccion si existe
una constante ¢ < 1 tal que dados dos puntos distintos x,x’ € X se tiene |f(x) — f(x')] <
clx —x'].

1.2 Teorema (Teorema de punto fijo de Banach.). Sea X C R™ un conjunto no vacio, y
sea f : X — X una contraccién. Entonces f tiene a lo sumo un punto fijo. Si ademds X es
compacto, entonces f tiene un punto fijo.

Demostracion. Si f tuviera dos puntos fijos, digamos x y x’, entonces [x —x'| = [f(x) —
f(x")| < clx —x'|, 1o cual solo es posible si x = x’. Por lo tanto f tiene a lo sumo un
punto fijo.

Ahora supongamos que X es compacto. Llamamos M a la médxima distancia entre
dos puntos de X, que existe por la hipétesis de compacidad. Fijamos xy € X cualquiera,
y definimos x,41 = f(xn) para cada n > 0. Entonces

‘Xern - Xn| :|f(xm+n—1 ) - f(xn—1 )| < C|Xm+n—1 — Xn—1 ‘

< Xy — Xna < oo < Mxm — %0 < "M

de donde se deduce que (xn)nen s una sucesion de Cauchy, y como X es compacto
existe x € X tal que x, — x. Al ser una contraccién f es continua, asi que f(x)

lim f(xn) = lim xn41 = x; luego f tiene exactamente un punto fijo. O
n—oo n—oo



1.3. Como el conjunto de matrices inversibles de M,,(R) es abierto (es el complemento
del cerrado definido por la ecuacién det A = 0), toda matriz suficientemente cercana
a la identidad debe ser inversible. El siguiente lema dice simplemente que la bola de
radio 1y centro Id estd contenida en ese abierto.

Lema. Si una matriz A € My (R) cumple que [1d —A| < 1 entonces A es inversible.

k

Demostracién. Por construccién las sumas parciales By = Z(Id —A)' convergen uni-
i=0

formemente en norma, digamos a B. Entonces

AB = (A—Id)B+B = lim —(Id—A)By + By = lim —By; +Id+By = Id
k—o0 k—o0

2 El teorema de la funciéon inversa

Esta demostracion estd tomada del libro de Rudin Principles of Mathematical Analysis.

2.1 Teorema (Teorema de la funcién inversa). Sea E C R™ un abierto y sea f : E — R™
una funcién continuamente diferenciable, tal que en un punto a € E se tiene que Df(a) :
R™ — R™ es inversible. Entonces:

(a) Existen abiertos U C EyV C R cona € Uy b =f(a) € V tales que f: U — Vees
biyectiva.

(b) La funcién inversa g : V. — U es diferenciable, y cumple que Dg(b) = Df(a)~".

Demostracién. Fijemos A = Df(a). Construimos una funcién auxiliar F : E x R™ —
R™, dada por F(x,y) =x+ A~ (y —f(x)). Notamos por DyF la diferencial de la funcién
que se obtiene al fijar la segunda variable. Notar que

IDLF| =|Id—A~"'Df] < JA7'||A — Df],

y por la continuidad de la diferencial de f podemos hacer que |DyF(u)| < 1/2 tomando
u € U, donde U es un entorno adecuado de a en el cual [A — Df(u)| < ﬁ.
Si fijamos y y hacemos variar x, tenemos que

1
[F(x0,y) — F(x1,Y)| < [DxFllxo —x1] < §|X0—X1|

por lo que la funcién F(—,y) es una contraccién cuando la restringimos a U. El Teo-
rema [1.2[implica que F(—,y) tiene a lo sumo un punto fijo. Notar que un punto fijo, es
decir un x € U tal que F(x,y) = x, es exactamente un punto tal que y = f(x); en otras
palabras para cada y € R™ hay a lo sumo un x € U tal que f(x) =y, y por lo tanto f
es inyectiva en U. Poniendo V = f(U) la restricciéon f : U — V es biyectiva.

A continuacién vamos a ver que V es un abierto, lo que completa la prueba de (a).
Elegimos y € V, es decir y = f(x) para algan x € U, y tomamos y’ ceranoay €V,

Notar que esto es
simplemente una
nueva instancia de la
ineludible  igualdad
— = T4+x+
1—x
x2 +x3 4.
x| <1

para

Notar que F es el de-
sarrollo de Taylor de
g a 6rden 1 alrededor
de f(x) (jsi creemos
el enunciado!).

El conjunto U es
abierto, asi que solo
estamos usando
la  condicion  de
unicidad del punto
fijo. La existencia
viene dada por la
eleccion de y.

La estrategia consiste
en demostrar que si
y' estd cerca de vy,
entonces el punto fijo
de F(—,y) se con-
vierte en una bola
cerrada contenida en
U, que queda fija
por F(—y’). Esto
implica que F(—,y’)
tiene un punto fijo
x’ € U, y por tanto
y' =f(x").



dejando en suspenso por un momento cudn cercano. Tomamos v > 0 tal que la bola
cerrada B(x, ) quede contenida en U. Si x” € B(x, ) tenemos que

F(x",y") —xI = F(x",y") = Fx, y)l < [F(x,y") = F(x", y)I+ [F(x',y) — F(x,y)I
Ix — x|

<Ay —yl+ =5 < A My —y'l+71/2

asi que si tomamos [y —y’'| < resulta que F(—,y’) manda la bola cerrada B(x, 1)

.
2|A71 | 7
en si misma. Ahora como F(—,y’) es una contraccién al restringirla a U, también lo
es restringida al compacto B(x, 1), y por el Teorema tiene un punto fijo, i.e. existe
x' € B(x,1) tal que f(x') = y’. Esto prueba que y’ € V = f(U), o en otras palabras,
que B(y,r/(2QA7) CV, por lo tanto V es abierto.

Finalmente veamos que la funcién g = f~! : V. — U es diferenciable. Partimos de
la siguiente observacién: de la desigualdad |A — Df(x)| < ﬁ, valida en todo U por
construccioén, se deduce que

1d—A""Df(x)] < JA7|JA = Df(x)] < 1/2

asi que por el Lema 1.3l A~'Df(x) es inversible, y por lo tanto también lo es Df(x) para
todo x € U.

Tomemos entonces y = f(x) € V,ysea T = Df(x)~'; vamos a ver que T = Dg(y).
Fijamos k tal que y +k € V, y h tal que y + k = f(x + h). Entonces

9y +K) —9g(y) =Tkl _ |h—T(f(x+h)—f(x))|

k| k|
<M [f(x +h) — fﬂ(zr) — Df(x)h
_m [f(x +h) — f(x) = Df(x)h] |h|
| I

Si conseguimos acotar |h|/[k| por una constante, entonces h — 0 cuando k — Oy
podemos tomar limite de ambos lados y la diferenciabilidad de g se sigue de la diferen-
ciabilidad de f. Ahora notar que

F(x+h,y) —F(x,y)| = |h— A"k < |n|/2

lo que implica que |h|/2 < ATk < |[AYK]. Luego [h|/[k| < 21A7T, y tenemos la
cota que queriamos. Esto muestra que Dg(y) = Df(x)~! donde y = f(x) y x € U,
arbitrario. O

Ejercicio 1. Sea p € NU{oo}. Usando la notacién del teorema anterior, probar que si f €
CP(U) entonces g € CP(V).

2.2. Esta es una demostracion bastante a mano: a cada punto de la imagen le asig-
namos un punto del dominio. Usando un poco de tecnologia, se puede reformular
esta demostracion para encontrar la funcién inversa como el punto fijo de un oper-
ador definido sobre un espacio de Banach adecuado.

Observar que ten-
emos una expresién
para Dg en todo V.
Esta es la clave para
resolver el Ejercicio 1.



3 Teoremas de funcién implicita y del rango constante

En esta seccién vamos a demostrar dos teoremas equivalentes al teorema de la funcién
inversa. Usamos la siguiente notacién: cuando escribimos R™ x R™ en lugar de
R™™  tomamos un sistema de coordenadas donde notamos las primeras n coorde-
nadas por xi,...,xn y las dltimas m por yi,...,ym. Dados a = (aj,...,a,) € R™
y b = (b1,...,bn) € R™, el punto (a,b) € R™ x R™ es el punto de coordenadas
(ai,...,an,bi,...,bm). De la misma forma, dada una funcién f : R* x R™ — R!
notamos por f; la funcién que a cada par (a,b) le asigna la i-ésima coordenada de
f(a,b).

3.1. La siguiente demostracién del teorema de la funcién implicita es casi inmediata
a partir del teorema de la funcién inversa. Usa una construccion sencilla pero muy
habitual, que a partir de una funcién entre espacios de dimensiéon distinta produce
otra entre espacios de igual dimensién, a la que se le puede aplicar el teorema de la
funcién inversa.

Teorema (Teorema de la funcion implicita). Sea f : U C R™ x R™ — R™ una funcion

continuamente diferenciable. Supongamos que (a,b) € U es tal que f(a,b) = 0 y que el
determinante de la matriz Dyf(a,b) = (% (a, b)) es distinto de cero. Entonces existen
) 1<i,j<n

entornos V.C R de ay W C R™ de b y una funcién g : W — V diferenciable tales que
para todo (x,y) € V x W se tiene que f(x,y) = 0 si y solo si x = g(y).

Demostracién. Sea F : R™ x R™ — R™ x R™ la funcién dada por F(x,y) = (f(x,y),y).
Por construcciéon
D.f(a,b) | Dyf(a,b)

0 | ldw

DF(a,b) =

lo que implica que DF(a, b) es inversible, y por el teorema de la funcién inversa existen
entornos abiertos U; de (a,b) y U, de F(a,b) = (0,b) tales que F: U; — U, es un
difeomorfismo, con una inversa que llamamos G.

Observemos que para cada (a,b) € U se tiene que

f(x,y) =0 &< F(x,y) =(0,y) &= (x,y) =G(0,y).

Fijemos V' x W/ C U, un entorno de (0,b), y Vx W C G(V' x W) un entorno de
G(0,b) = (a,b). Notar que W C W' y que 0 € V, por lo que podemos definir la
funcién g : W — V como g(y) = G(0,y), que cumple lo pedido. O

Ejercicio 2. Demuestre el teorema de la funcién inversa 2.1\ utilizando el teorema de la funcién
implicita

Ejercicio 3. Muestre que si f se elige CP en el teorema entonces g resulta CP.



3.2. El dltimo teorema que vamos a demostrar es el teorema del rango constante.
Recordamos que el rango de una matriz A € R™*™ es el mdximo ntimero de columnas
(o de filas) linealmente independientes; este es igual al médximo ntimero k tal que A
tiene una submatriz de tamafio k x k con determinante no nulo. Si tenemos una
funcién diferenciable f : R — R™ entonces su rango en el punto x € R™ es el rango
de la matriz diferencial Df(x).

Ejercicio 4. Si una funcién continuamente diferenciable f : R™ — R™ tiene rango k en el
punto x, entonces tiene rango al menos k en un entorno de x. En particular, el conjunto donde
el rango de f alcanza su mdximo es abierto.

Introducimos la siguiente notacién. Un cambio de coordenadas diferenciable centrado
en x € R™ es un difeomorfismo F : U — Uy con U y Uy entornos abiertos de x y 0
respectivamente, tal que F(x) = 0. El siguiente es un resutlado sencillo, que simplifica
problemas de notacién en la demostracion del teorema de rango constante.

Ejercicio 5. Sea f : R™ — R™ una funcién con rango k en un entorno abierto U de x.
Entonces existen cambios de coordenadas diferenciables F y G centrados en x y en f(x) respec-
tivamente tales que el diferencial de la funcion f = G o f o F~ tiene sus primeras k-filas y sus
primeras k-columnas linealmente independientes en todo punto en el que esté definida.

3.3 Teorema (Teorema del rango constante). Sea f : R™ — R™ una funcién diferenciable.
Supongamos que existe un entorno abierto E de a € R™ donde el rango de f es constantemente
k. Entonces existen cambios de coordenadas diferenciables F : U — Uy y G : V — Vj
centrados en a y en f(a) respectivamente tales que

GofoF ' (x1,...,xn) = (x1,...,%,0,...,0).

Demostracién. Por el ejercicio previo podemos reducirnos al casoen que a =0y f(a) =
. ( of; . . .
0, y la matriz (;(a)) es inversible. Definimos entonces F : E — R™ como
j 1<i,j<k
F(x) = (f1(x),..., fx(x), Xk41,...,%n). Por definicién F(0) = 0 y su diferencial en 0 es
inversible, asi que por el teorema de la funcion inversa [2.1 existen entornos U, U’ de 0
tal que la restriccion F: U — U’ es un difeomorfismo.

f.
Llamemos A (x) a la matriz 1> ; para simplificar escribimos A en lugar de A(x).

0%
Entonces podemos escribir los diferenciales de f y F como

[M@):(i?Hi) Dﬂm::<® mi«)

de donde se deduce que

DF (7 = (A2,

0 | Tdn



y por lo tanto aplicando la regla de la cadena obtenemos

D(fo F)(F(x)) = Df(x)DF ' (F(x)) = ( cljxk—l D—COA“B > '

Como F es un difeomorfismo, el rango de D(f o F~')(u) es k para todo punto u € U/,
lo que automdticamente implica que D — CA~'B = 0. Luego

fOF71(u) = (LL],...,uk,hk+](u],...,uk),...,hn(u],...,uk)),

donde las funciones h; son diferenciables.
Ahora definimos G : R™ — R™ como

G(y1/-"/ym) = (91/---,yk/yk+1 _hk—i-] (yh'--/yn)r“ -/yn_hn(y1/'--/yk))‘

Observar que por definiciéon G(0) = 0, y que el diferencial de G es inversible en el
origen, con lo cual el teorema de la funcién inversa implica que existen V,V’
entornos de 0 tales que G : V — V'’ es un difeomorfismo. Tomando V, = V' y
Uy = (Fo f)~'(V) tenemos el resultado. O

3.4 Corolario. Sea F : R™™ — R™ una funcién diferenciable. Entonces la superficie de nivel
F(x,y) = 0 es localmente difeomorfa al subespacio {(x,y) |y = 0}.

Ejercicio 6. Demuestre la equivalencia de los teoremas 2.1} 3.1y
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