GEOMETRIA DIFERENCIAL

Segundo parcial — 1er Cuartimestre, 2015
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1. a) Calcular la cohomologia de de Rham de la banda de Moebius abierta.

b) Probar que P? se puede escribir como U U V, con U difeomorfo a una bola
abierta, V a una banda de Moebius, y U N V homot6picamente equivalente
a S!. Utilizar este cubrimiento para calcular H3 (P?) (se puede utilizar que
la cohomologia es invariante por homotopia).

2. Sea M una variedad diferenciable. Decimos que X C M es de medida nula si
para cada carta (U, ¢) el conjunto ¢(X N U) tiene medida nula en ¢(U) C R".

a) Si N es una subvariedad regular de dimensién estrictamente menor que M
entonces N tiene medida nula.

b) Si ademds M es compacta y orientable, y N es cerrada, entonces [, w =
| M\N W para toda n-forma w.

3. Sea M una variedad diferenciable. Definimos QX(M) C Qf(M) como el subes-
pacio de k-formas con soporte compacto.

a) Probar que d(Q¥(M)) c OF1(M). Concluir que (Q¥(M),d) es un comple-
jo. Por definicién, la cohomologia con soportes compactos de M, notada por
HF(M), es el k-ésimo grupo de cohomologia de este complejo.

b) Calcular H? (R") paran = 2,3.

c¢) Probar que H(R") # 0 para todo n > 1.

d) Probar quesi f : M — N es una funcién diferenciable propia, es decir que

la preimagen de cualquier compacto es compacta, entonces f*(QFf(N)) C
OF(M). ;Es necesaria la hip6tesis de propiedad?



1. El teorema de Sard.

Recordemos que dada una funcién diferenciable f : M — N, un punto regular
p € M es un punto donde el rango de df es igual a la dimensién de N; un valor
regular es un punto g € N tal que f!(gq) consiste de puntos regulares. El teorema
de Sard en su versién mds general afirma que casi todo valor es regular, en particular
toda funcién diferenciable tiene un valor regular.

Vamos a probar la siguiente version debil del teorema de Sard.

Teorema. Sean M, N dos variedades de dimension n y sea f : M — N una funcién diferen-
ciable. Si X = {p € M | rg f < n}, entonces f(X) tiene medida nula.

Demostracion

Fijemos una funcién como en el enunciado del teorema.
1.1. Probar que el resultado se deduce del caso particular M C R" un abierto, y N =
R™.
1.2. Tomemos M y N como en el item anterior. Sea ¢ > 0. Probar que existe un § > 0

tal que, si C C M es un cubito de lado ¢ y centro x, entonces para todo y € C se tienen
las desigualdades

f(x) = f()leo < K9,
f(y) = f(x) = Df(x)(y = %)|e < &6,
donde K € R. Probar que f(C) estd contenido en un paralelepipedo de volumen
eK"1sm,
1.3. Sea A un cubo cerrado de lado ! contenido en M. Probar que |f(A)| = 0. Suge-

rencia: dividir A en D" cubitos de lado I/D y acotar la medida de la imagen de cada
cubito usando las desigualdades anteriores.

1.4. Deducir de lo anterior el resultado buscado.

1.5 Corolario. Toda funcién f : M — N entre variedades de la misma dimension tiene un
valor regular.

Aplicacién: grado de una funcién diferenciable

En toda esta subsecciéon, M, N son variedades diferenciables compactas, conexas y
orientables de la misma dimensién, y f : M — N es una funcién diferenciable.

1.6. Para toda variedad conexa y orientada de dimensién 7, la integraciéon da un iso-
morfismo H(M) = R; asumiremos este hecho sin demostracién. Probar que si f es
propia (es decir, si la preimagen de todo conjunto compacto es compacta), se tiene un



diagrama conmutativo

H(N) —L H2 (M)

/| |s

R R

donde r € Ry [, es la funcién dada por multiplicar por r. Llamamos a r el grado de la
funcién f.

1.7. Probar que si f es un difeomorfismo entonces deg f = +£1, y el signo depende de
si f preserva o invierte la orientacion.

1.8. Si f no es sobreyectiva, entonces deg f = 0.

1.9. Sea g € N un valor regular de f. Llamamos f~!(g)" a los puntos de f~!(g) donde
f tiene Jacobiano positivo, y f ()~ a los puntos donde f tiene Jacobiano negativo.
Probar que deg f = #f~1(q)* —#f~1(q) . En particular, deg f € Z.

1.10. Tomamos M = N = C = R? con la orientacién antihoraria. Probar que si f est4
dada por un polinomio complejo entonces es propia, y que para todo valor regular
fYq) = fY(q)". Deducir el teorema fundamental del dlgebra (notar que en este
caso particular el hecho de que H?(C) 22 R se deduce del ejercicio .



2. El teorema de Stokes

Integracién sobre cadenas

Sea M una variedad diferenciable. Un n-cubo singular en M es una funcién diferen-
ciable ¢ : [0,1]" — M. Recrodar que esto quiere decir que ¢ se extiende de manera
diferenciable a un entorno abierto de [0,1]". Notar que un 0-cubo singular en M es
una funcién {*} — M o, equivalentemente, un punto de M. Una n-cadena es una
combinacién lineal formal de n-cubos singulares.

Notamos por I" : [0,1]" — R”" la inclusion, que es un n-cubo singular de R”.
Dadoi € {1,...,n} definimos dos (n — 1)-cubos singulares en [0, 1]":

18,0)(3(1/‘ . .,Xn,1) = (xll' . '/xi—llolxi/- . -/xnfl)/
18,1)()(1/- . ./xn—l) = (x1,. . .,xifl, 1,xi,. . '/xl’l—l)'

La funcién I?i,o)' resp. 18,1)' se denomina la (i,0)-cara, resp. (i,1)-cara, de I". El borde

de I" se define entonces como
n

A" =Y (~1)! (13/0) - 13/1)) .

i=1
En general, si ¢ es un n-cubo singular, se define la (i, «)-cara de ¢ como
Clig) = CO IFM)’ a € {0,1},

y luego el borde dc de ¢ como

n

e = Y (-1) (e — ).

i=1
El borde de una n—cadena ¢ =} ; a;c; se define como

dc =) _a;idc;
i
2.1. Sea c una n-cadena en A. Demuestre que d(dc) = 0.

El teorema de Stokes para cadenas

Vamos a demostrar una version del teorema de Stokes, que afirma que si M es una
variedad diferenciable de dimensién k, w es una (k — 1)-forma en M y ¢ es una k-
cadena en M entonces

/dw = w.
c dc

Sea w una k-forma en M y sea c un k-cubo singular en M. Se define la integral de
w sobre ¢ como

/w :/ c*w.
c [0,1]*

En el caso k = 0 se define [ w = w(c(0)).



2.2. Probar que si c : [0,1]F — R" es un cubo singular inyectivo con Jacobiano posi-
tivoy w = fdx; A--- Adx,, entonces [ w = fc([() 1) f. Deduzca que si p : [0,1]F —

[0,1]% es un difeomorfismo con Jacobiano positivo entonces fw= cop W+

En general, si c = ), a,c; es una k-cadena, definimos

/Cw:ZZai/Ciw.

2.3. Demuestre el teorema de Stokes en el caso en que ¢ = Iy w = fdx; A--- A
dx;j_1 Adxjpq A Adxg.

2.4. Demuestre que si ¢ es un k-cubo singular arbitrario entonces

/w:/ cfw
ac oIk

y luego el teorema de Stokes vale también en este caso.

2.5. Demuestre que si ¢ = }; a;c; es una k-cadena entonces

/dw = w.
c Jc

El teorema de Stokes para variedades con borde

En esta subsecciéon M es una variedad orientada con borde de dimensiéon n. Deci-
mos que la férmula de Stokes vale para una n — 1-forma w si vale la desigualdad

/ dw = w
M oM

2.6. Sean c1,¢; : [0,1]" — M dos n-cubos singulares que preservan la orientacion, y
sea w una n-forma sobre M tal que supp w C ¢1([0,1]") Nc2([0,1]"). Entonces

[w=[w
1 (%]

2.7. Sea K C M compacto. Probar que existe un cubrimiento de K por finitos abiertos
de forma que cada uno esté contenido en la imagen de un n-cubo singular. Dada
una n-forma con soporte compacto w, elegimos un tal cubrimiento ¢/, con n-cubos
orientados c;; para cada U € U y una particién de la unidad {py}ycy asociada, y
definimos

Probar que este ntimero es finito e independiente del cubrimiento elegido.



2.8. Demos a dM la orientacién inducida. Sea ¢ un n-cubo singular que preserva la
orientacion y tal que 9M N ¢([0,1]") = ¢(,,0)([0,1]"""). Si w es una n — 1 forma cuyo
soporte esta contenido en el interior de ¢([0,1]"), entonces

/ w = w.
ac oM

2.9. Sea w una n — 1 forma sobre M con soporte compacto. Probar que la férmula de
Stokes vale para w si su soporte estd contenido en la imagen de un n-cubo c tal que

(@) c([0,1]")NoM = @,
(b) ¢([0,1]") NOM = c(1.0)([0,1]""1).

Obervar que el interior de ¢([0,1]") incluye puntos de oM.

2.10. Deducir de los tltimos tres items que la férmula de Stokes vale para cualquier
n — 1-forma de soporte compacto.



3. Los lemas de Poincaré

Invariancia por homotopia

Sea M una variedad con borde. Para cada r € [0,1] consideramos la funcién i, :
M — M x [0,1] dada por m + (m,r). Nuestro objetivo es mostrar que iy e 7; inducen
la misma funcién en la cohomologia.
3.1. Sean f,g : M — N dos funciones homotépicas. Suponiendo que nuestro objetivo
estd cumplido, demostrar que f*,¢* : Hjr(N) — Hy, (M) son iguales; en particular,
si M es homotépicamente equivalente a un punto se tiene H),, (M) = 0 para i > 0.
3.2. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita y v € V no nulo, de forma que
V=V'®(v).Sip:V — V'esla proyecciéon que corresponde a esta descomposicién,
tenemos una funcién pull-back p* : Alt"(V') —s Alt*(V) para todo k > 0. Probar que
A (V) = p*(AIF(V") @ {do A p*(y) | 7 € AT (V') ).
3.3. Probar que T, ,y(M x [0,1]) = T,M & T;[0, 1]. Deducir que toda k-forma w sobre
M x [0,1] se escribe forma tnica como w’ 4 dt A 77, donde w' es una k-forma, 77 es una
k — 1-forma, y ambas se anulan si alguno de sus argumentos esta en <%).
3.4. Definimos un operador I : Qf(M x [0,1]) — QF"1(M), que a cada forma w =
w' 4+ dt Ay le asigna la forma I(w) tal que

1
()], (01, .., 01) :/0 My (e (01), - e (0p_1)) At

(a) Siw = w' entonces I(w) =0, e [(dw) = i} (w) — ij(w).
(b) Si w = dt A7 entonces i (w) = ij(w) =0, e I(dw) = dI(w).

Observar que en ambos casos i (w) — i§(w) = I(dw) + dI(w).

3.5. Deducir del item anterior que si dw = 0, entonces i}(w) e ij(w) son dos formas
cerradas y su diferencia es una forma exacta; en particular, representan la misma clase
en la cohomologia y nuestro objetivo estd cumplido.

Cohomologia con soportes compactos

Recordemos la definicién
OF(M) = {w € QF(M) | supp w es compacto}.

Por el ejercicio 3 del parcial, (Qf(M),d) es un complejo y su cohomologia es por
definicion la cohomologia con soporte compacto de M, notada por H?(M). Vamos
a usar un argumento parecido al de la subseccién anterior para probar que existen
isomorfismos H*t1(M x R) = HX(M)

Sea 7t : M x R — M la funcién proyeccion.



3.6. Probar que toda k-forma con soporte compacto sobre M x R es combinacién lineal
de

(I) una k-forma f - 77*(¢), donde ¢ es una k-forma sobre M y
(II) una k-forma f - 77*(y7) A dt, donde 7 es una k — 1-forma de M,

donde en ambos casos f : M x R — R tiene soporte compacto.

3.7. Definimos un operador de integracion por fibras F : QK1 (M x R) — QF(M) por
M f-7(¢) = 0;

W) f-r () Adt = (2, Fx D) 7.
Probar que F esta bien definido y que F od = d o F. Concluir que induce una funcién

en la cohomologfa.

3.8. Sea e = e(t)dt una 1-forma con soporte compacto tal que [ _e(t)dt = 1. Defini-
mos e, : QF (M) — QF(M x R) por ¢ — 7% (¢) Ae. Probar que e.od =doe,, y
que Foe, = Id.

3.9. Sea A(t) = [ _ e. Definimos K : QF*1(M x R) — OQf(M x R) como
@ f-m*(¢) =0
() f-7* () Adt = (fL, f(x, )dE = A(E) [72, f(x, H)dt) ().

Probar que Id —e, o F = +(Kod —doK), y deducir que e, o F induce el morfismo
identidad en la cohomologia. Concluir que H:"'(M x R) & Hi(M).

3.10. Probar el lema de Poincaré para formas con soporte compacto

0 e#mn

=g 1

Notar que el isomorfismo estd dado por la integracion.



	El teorema de Sard.
	El teorema de Stokes
	Los lemas de Poincaré

