ALGEBRA 11
Segundo Cuatrimestre — 2015

Practica 9: Teoremas clasicos de estructura

Moédulos y anillos semisimples

1. Sean A un anillo, M un A-médulo simple, y notemos por | M| al grupo abeliano subyacente
a M. Probar que:

(@) |M)| es libre de torsion si y solo si es isomorfo a una suma directa de copias de Q;

(b) |M]| tiene p-torsién para algan primo p si y solo si es isomorfo a una suma directa de
copias de Zj.

2. Sean A un anillo conmutativo y M y N dos A-médulos. Muestre que si M o N es semisim-

ple, M ®4 N es semisimple.

3. Sean A y B anillos con A semisimple, y sea f : A — B un morfismo de anillos. Probar que
si f es sobreyectivo entonces B es semisimple. ;Vale un resultado andlogo si f es inyectivo?

4. Anillos de matrices.

(1) Sean Ay B anillos y n, m € N. Probar que M;;(M,(A)) = My,(A) y My(A x B) =
M, (A) x My (B).
(b) Probar que si A es un anillo semisimple y n € N, entonces M, (A) es semisimple.

5. Sea A un anillo y sea n € N. Sea P el conjunto de vectores fila de n componentes en A y sea
Q el conjunto de vectores columna de n componentes en A. Probar las siguientes afirmaciones.

(@) P esun A-M,(A)-bimédulo y Q es un M, (A)-A-bimédulo.

(b) Existen isomorfismos P @, (1) Q = A de A-bimédulos, y Q@4 P = My, (A) de M, (A)-
bimédulos. Deducir que si M es un A-médulo a izquierda y N un M, (A)-médulo a
derecha entonces

P@wm,(a) (Q®aM) = M; Q@4 (P ®w,(a) N) = N.

(c) Siexiste n € N tal que M, (A) es semisimple entonces A es semisimple.

6. Sean A un anillo semisimple y M un A-médulo finitamente generado. Probar que End 4 (M)
es un anillo semisimple. La segunda parte del ejercicio 4 es un caso particular, ya que si
M = A", entonces End, (M) = M, (A).

7. Probar las siguientes afirmaciones

(@) Un anillo artiniano a izquierda sin divisores de cero es un anillo de divisién.
(b) Si A es un anillo sin divisores de cero tal que M, (A) es semisimple para algan n € N,
entonces A es un anillo de divisién.

Algebras de grupo

8. Muestre que si k € {Q,R,C}, entonces k[S3] = k x k x My (k).
9. Encuentre la descomposicién de Wedderburn para k[Ds4] conk € {Q,R,C}.
10. Sea Q = {+1, +i, £, +k} el grupo de los cuaterniones unitarios. Muestre que

QI =0 xQxQxQxHg,
RQ] ¥R xR xR xR x Hyg,
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C[QIEC XxC xCxCxM;y(C).

Aqui Hp, es el anillo de los cuaterniones reales y Hg es el andlogo definido sobre Q.

Algebras de grupos ciclicos

Para cada n € N notamos por G, al grupo ciclico de orden 7, y fijamos un generador g, € G;.

11. Sea k un cuerpo de caracteristica cero y sea
k(G| = My, (Dq) x - -+ x My, (Dy)

la factorizaciéon de k[G,] como k-dlgebra dada por el teorema de Wedderburn. Probar que
n; = 1y D; es un cuerpo para cada i € {1,...,r}. En particular, hay exactamente r clases
de isomorfismo de k|G, |-mddulos simples, y si Sy, ..., S, son representantes de estas clases
entonces existe un isomorfismo de k[G,]-médulos k[G,] = @]_; S;.

12. Sea k un cuerpo de caracteristica cero. Sea M un k[G,,]-mé6dulo simple y seaa: m € M —

gnm € M la multiplicacién por g;.

(a) Probar que a € Endyg,)(M).

(b) Sea u € k[X] el polinomio minimal de a sobre k. Muestre que y es irreducible en k[X].

(c) Pruebe que si k = Q entonces y tiene coeficientes enteros.

13. Algebras de grupos ciclicos sobre C. Sea ), C C* el subgrupo multiplicativo de C* de las

raices n-ésimas de la unidad.

(@) La aplicacion ¢ : x € Homgrp (G, Q) + x(gn) € Qyu es un isomorfismo de grupos
abelianos.

Esto implica que el conjunto G, = HomGrp(Gn, ),,) tiene exactamente n elementos; llamemos-

los x1, ---, Xn-

(b) Muestre que si x, p € G, entonces ) x(g)p(g™) = Sxp-
8€Gy

Sugerencia. Multiplique el miembro izquierdo de esta igualdad por (1 — x(g1)p(g7!))-
(c) Paracada x € G, definimos ey = %deGn x(g~1)g € C[G,]. Probar que dados x,p € Gy,
distintos, ei =epexep =0y Y e =1
x<Gy
(d) Consideremos el anillo A = C x - - - x C con n factores y sean x1, ..., x, € A los elementos
de la base canénica. Probar que la funcién C-lineal ¢ : A — C[G,| dada por ¢(x;) = ey,

para todo 1 < i < n es un isomorfismo de élgebras. Describa representantes para cada
clase de isomorfismo de C[G,]-mdédulos simples.

14. Algebras de grupos ciclicos sobre Q.

(a) Sea p un nimero primo. Dados 0 < k < [, sea ¢ : Q[sz] — Q[ka} el tnico morfismo
k
de anillos tal que ¢y(g,1) = g, Probar que ker ¢, = <gZ, —1). Ademads,si0 <r <k <

entonces ¢, ; = ¢,k o Pi -
(b) Sea p un ntimero primo y sea &, = Zf;ol X! € Z[X]. Probar que
-1

XV —1=(X—1)[]®,(x")
i=0

y cada uno de los factores dDP(XPi) con 0 < i < [ esirreducible en Q[X].

(c) Sea p un ntmero primo impar. Sean I > 1y M un Q[sz]—m(’)dulo simple. Probar que
si dimg M < p' — p'~! entonces existen un nimero natural k menor que ! y un Q[ka]—
médulo simple N tal que M = ¢f | (N).
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(d) Sea p un ntimero primo impar. Probar que para todo I > 1 existe a menos de isomorfismo
un tnico Q[G,,]-médulo simple M, tal que dimg M; > pt—p'1, y que
= dimg M; = - Ly
= Q[G,] = @ o7 (M) & M.
donde M, denota el tnico Q[G;]-moédulo simple.
Sugerencia. Haga induccién con respecto a [.
(e) Enuncie y pruebe enunciados analogos a los dos tltimos para p = 2.
(f) Sean p € N primo, I > 1y sea M; un Q[sz]—médulo simple de dimensién p' — p'~1.
Probar que M; posee una base con respecto a la cual la matriz de la aplicacion G,;-lineal
a:meM— g me Mes la matriz compafiera del polinomio CDP(XPI).

(g) Sea f € Q[X] un polinomio ménico irreducible y sea a € M, (Q) su matriz compafie-
ra. Probar que si C(a) C M,(Q) es el centralizador de a en M,,(Q) entonces existe un
isomorfismo C(a) = Q[X]/(f).

(h) Sea p € N primo. Para cada I € N, sea {; € C una rafz primitiva p'-ésima de la unidad, y
sea Q(;) el menor subcuerpo de C que la contiene. Probar que existe un isomorfismo de
algebras

QG = QxQ(Z1) x -+ x Q&)
Dominios de ideales principales

15. Mostrar que Z[v/10] y Z[+/—10] no son dominios de factorizacion tnica. Encontrar ideales
no principales en estos anillos.

16. (1) Mostrar que Z[v/d] es euclideano si d € {—2,2,3}.

(b) Factorizar a 16 + 111/2 como producto de elementos irreducibles del anillo Z[v/2].

(c) Probar que un namero primo p € Z es irreducible en Z[v/—2] sii —2 es un cuadrado en
Zy. Dé ejemplos de factorizaciones en Z[/—2] de ntimeros primos de Z.

17. Sean p € N un numero primo y p = (p) el ideal primo correspondiente. Recordar que
notamos por Z; la localizacién de Z en el primo p, es decir que invertimos los elementos que
no son divisibles por p. Describir todos los ideales de Z, y mostrar que es un dominio de
ideales principales con un tnico ideal maximal. Encontrar un conjunto completo de elementos
primos no asociados dos a dos.

18. Sea A un dominio de ideales principales y sea M un A-moédulo finitamente generado.

Mostrar que:

(1) M es de torsion si y solo si Hom4 (M, A) = 0; y

(b) M es indescomponible si y solo si, o bien M = A, o bien existen p € A irreducible y
n € N tales que M = A/ (p").

¢Qué puede decir cuando M no es finitamente generado?

19. Encuentre todos los grupos abelianos de orden p?, p?, p* y p° para p € N primo.

20. Sea G un grupo abeliano finito y sea p € N un nimero primo tal que p | |G|. Probar que
el nimero de elementos de orden p de G es coprimo con p.

21. (1) Para los siguientes grupos abelianos, dar la factorizacién del teorema de estructura:
. Z4 @ Z6 D Zg,’

2. Zy ®Zy DLy D Z1s;

3. Zo ®Z D Zyo B Z;

4 L1 ® Ly DL D LD Zog ® Zo ® Zy.

=
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(b) Determinar la factorizacién canénica de un grupo abeliano G de orden 36 que tiene
exactamente 2 elementos de orden 3 y que no tiene elementos de orden 4.

(c) Determinar la factorizacién canénica de un grupo abeliano G de orden 225 que tiene por
lo menos 40 elementos de orden 15 y tal que todo subgrupo de orden 9 es isomorfo a
23D Zs3.

22. Sea G C Z" un subgrupo.

(a) Probar que [Z" : G] es finito si y solo si G tiene rango n.

(b) Si G tiene rango ny {g1,...,9n} es una base de G, sea M € M;,(Z) la matriz que tiene a
los g; como columnas. Mostrar que [Z" : G| = |det M]|.
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