ALGEBRA 11
Segundo Cuatrimestre — 2015

Préctica 8: Producto tensorial y localizacién de médulos

Productos tensoriales

1. Muestre que Q ®7 Q = Q.
2. Sean k un cuerpo y V y W dos k-espacios vectoriales.

(2) Hallar una base de V ®x W en funcién de bases de V y W. Concluir que si V 'y W son de
dimension finita, también lo es su producto tensorial.

(b) Dadosw € Wy f € V* definimos ¢, ¢ : V — W por la férmula ¢, ¢(v) = f(v)w. Probar
que existe una transformacion lineal ¢ : W @ V* — Homy (V, W) tal que (w ® f) = s
para todo tensor elemental w ® f € W® V*.

(c) Encontrar condiciones necesarias y suficientes para que ¢ sea inyectiva o sobreyectiva.

3. Sean A y B anillos, M un A-médulo a derecha, N un A-B-bimédulo y P un B-médulo a
izquierda. Muestre que

(@) M®y4 N esun B-médulo a derecha;
(b)) M®4 N esun End4 (M)-End4 (N)-bimédulo;
(c) existe un isomorfismo natural

M®s(N®pP) = (M®y N)®g P.

4. Sea N un A-moédulo a izquierda y sea {M; };c; una familia de A-mo6dulos a derecha. Probar
que existe un isomorfismo natural

(EBM,) ®N=PM;@N.

i€l i€l
5. Sean A un anillo, a C A un ideal bildtero y M un A-mdédulo a izquierda. Muestre que

existe un isomorfismo A/a @4 M = M/aM.

6. Sean A un anillo, M un A-médulo a derecha y {M;};c; una familia de submodulos de M
tal que M = Y ;c; M;. Probar que si N es un A-médulo a izquierda tal que M; ®4 N = 0 para
todoi € I entonces M ®4 N = 0.

7. Producto tensorial de dlgebras. Sea k un cuerpo y sean A y B dos k-dlgebras. Muestre que
existe una tnica estructura de k-algebra sobre A ® B tal que el producto de tensores elemen-
tales estd dado por

a®b-ad @b = (aa") @ (b').
8. Sean k un cuerpo, A una k-dlgebra y n, m € N. Probar que existen isomorfismos de dlgebras

A[X] = ]k[X] QK A,
Mn(A) = Mn(k) Sk Ar

Mpm(A) = My (A) @k My (A).
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Médulos playos

9. Probar que todo sumando directo de un médulo playo es playo.
10. Sean A un anillo conmutativo y M y N A-médulos playos. Probar que M ®4 N es un
A-médulo playo.

T11. Sea
0O-M ->M—->M'" =0

una sucesion exacta de A-moédulos a izquierda con M” playo. Probar que para todo A-médulo
a derecha N la sucesiéon

0 NIAM - N M= Ns M —0

es exacta.

12. Sea A un anillo. EI objetivo de este ejercicio es probar el siguiente resultado: todo A-
moédulo izquierdo playo y finitamente presentado es proyectivo.

(a) Para cada grupo abeliano M sea M* = Homy (M, Q/Z). Probar que si M es un A-médulo
a izquierda entonces M* es un A-médulo a derecha, y que todo morfismo de A-médulos
a izquierda f : M — N induce un morfismo de A-médulos a derecha f* : N* — M*.

(b) Probar que f* es inyectiva si y solo si f es sobreyectiva.

(c) Sean M y N dos A-moédulos. Probar que existe un morfismo de grupos abelianos
o(N,M) : N*®4 M — Homy(M,N)* tal que o(f @ m)(h) = f(h(m)) para todo ten-
sor elemental f ® m € N* ® M.

(d) Probar que si M es finitamente presentado entonces o(M, N) es un isomorfismo.
Sugerencia. Probar primero que ¢(A”, N) es un isomorfismo para cada n € N y aplicar este resultado a una
presentacion finita de M.

(e) Sea M un A-médulo playo y sea f : N — O un morfismo sobreyectivo de A-médulos a
izquierda. Probar que conmuta el diagrama

O*®@a M N*®@a M

U(O/M)l la(N,M)
Hom 4 (M, 0)* ~X+ Hom 4 (M, N)*.

Concluir que fi : Homs (M, N) — Hom4(M,O) es un epimorfismo y por lo tanto M es
proyectivo.

13. Probar que un A-médulo a izquierda M es playo si y solo si el A-médulo a derecha M* es
inyectivo.

14. Un anillo se dice regular von Neumann si para todo a € A existe x € A tal que axa = a.
El objetivo de este ejercicio es probar el siguiente resultado, demostrado independientemente
por Auslander y Hagata: un anillo A es regular von Neumann si y solo si todo A-médulo,
a izquierda o a derecha, es playo. Por este motivo estos anillos también suelen llamarse
absolutamente playos.

(1) Sea A un anillo y M un A-médulo a izquierda. Probar que M es playo si y solo si para
todo ideal a derecha finitamente generado I C A la aplicacién

a@melRaM—ameIM

es un isomorfismo de grupos abelianos.

Sugerencia. Para probar que M es playo primero pruebe que la hipétesis vale atin si el ideal I no es finitamente
generado y a continuacién pruebe que M* es inyectivo.
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(b) Supongamos que para todo ideal a derecha finitamente generado I C A el A-médulo a
derecha A/I es playo. Probar que todo A-mdédulo a izquierda es playo.
(c) Sean I,] C A ideales a derecha tales que A = I ® J. Probar que existen idempotentes
e,f € Atalesquel =eA,]=fAyef = fe=0.
(d) Sea A un anillo. Muestre que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) todo A-médulo a izquierda es playo;
(if) todo A-mdédulo a derecha es playo;
(iii) para todo ideal a izquierda finitamente generado I el médulo A/ I es proyectivo;
(iv) para todo ideal a derecha finitamente generado I el médulo A/I es proyectivo;
(v) todo ideal a izquierda finitamente generado estd generado por un idempotente;
(vi) todo ideal a derecha finitamente generado estd generado por un idempotente;
(vii) A es regular von Neumann.

Von Neumann identific6 los anillos que llevan su nombre en un articulo sobre el dlgebra de operadores de un espacio
vectorial con producto interno de dimensién infinita. El articulo fue publicado en 1936, veinte afios antes de que Serre
definiera la nocién de platitud.

Localizaciéon de médulos

En esta secciéon A es un anillo y S C A es un subconjunto central multiplicativamente cerrado.
El morfismo natural A — Ag nos permite ver a cualquier Ag-médulo como un A-médulo, ver
ejercicio 8 de la préctica 6, item (b).

15. Localizacion de médulos. Sea M un A-médulo. Probar las siguientes afirmaciones.

(1) Existen un Ag-médulo Mg y un morfismo de A-médulos jp; : M — Mg con la siguiente
propiedad: dado un As-médulo N y un morfismo de A-médulos f : M — N, existe un
tnico morfismo de Ag-médulos f : Mg — N tal que conmuta el diagrama

M*f>N

“

Ms

(b) Elpar (Mg, jum) estd determinado a menos de un tnico isomorfismo.

(¢) El moédulo Mg es isomorfo a Ag ® 4 M como Ag-méddulo.

(d) Si M esun A-mdédulo tal que para todo s € S la aplicacién m € M +— sm € M es biyectiva,
M : M — Mg es un isomorfismo.

(e) Sif:M — N esun morfismo de A-mddulos, existe un dnico morfismo fs : Mg — Ng tal
que conmuta el siguiente diagrama:

M#N

]'MJ/ lfw
Ms —* = Ne.

16. Sea M un A-médulo a izquierda finitamente generado. Probar que Mg = 0 si y solo si
existe s € S tal que sM = 0. ;Qué ocurre si M no es finitamente generado?

17. Exactitud de la localizacién. Probar que para toda sucesién exacta corta de A-médulos

0 VA V. Ny Vi 0,
el diagrama obtenido al localizar en S
0 M, Mg 5 My 0

es una sucesion exacta corta de Ag-médulos. Concluir que Ag es un A-médulo playo.
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18. Sea M un A-médulo y sean P, Q C M submédulos. Probar que:
@ (P+Q)s=Ps+Qs;
b) (PNQ)s=PsNQs;
(€) (M/P)s= Ms/Ps.
t19. Propiedades locales. En este ejercicio A es un anillo conmutativo, M y N son A-médulos

a izquierday f : M — N es un morfismo de médulos. Si p es un ideal primoy S = A\ p,
escribimos Ay, My y fp en lugar de Ag, Mg y fs, respectivamente.

(a) Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i M=0;
(i) M, = 0 para todo ideal primo p C A;
P P P
(iif) My = 0 para todo ideal maximal m C A.
(b) Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) f esinyectiva;
(ii) fp es inyectiva para todo ideal primo p C A;
(iii) fm esinyectiva para todo ideal maximal m C A.
(c) Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) f es sobreyectiva;
(ii) fp es sobreyectiva para todo ideal primo p C A;
p Y! p P

(iii) fm es sobreyectiva para todo ideal maximal m C A.
(d) Sea

0 YAy VR

M" 0 (1)
una sucesiéon de A-médulos tal que go f = 0. Probar que las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(i) La sucesion (1) es exacta.

(ii) Para cada ideal primo p C A, la sucesiéon

0 M;J fp Mp 8p

My 0

obtenida de (1) localizando en p es exacta.
(iii) Para cada ideal maximal m C A, la sucesién

0 ML I M B M 0

obtenida de (1) localizando en m es exacta.

20. Soporte de un médulo. Sea A un anillo conmutativo. Si M es un A-médulo, el soporte de M
es el conjunto supp M = {p € Spec A : M, # 0}.

(@) Muestre que si M es finitamente generado entonces

suppM = {p € Spec A:ann M C p}.
(b) Sea f € C[X]. Calcular el soporte de C[X]/(f) como C[X]-médulo.
(c) Calcular el soporte del Z-médulo Z;, para todo n € N.

21. Sea M un A-médulo a izquierda. Probar las siguientes afirmaciones.

(@) Si M es libre entonces Mg es libre como Ag-mddulo.

(b) Si M es proyectivo entonces Mg es proyectivo como Ag-moédulo.

(c) Si M es finitamente generado entonces Mg es finitamente generado como Ag-médulo.
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22. Criterio local de platitud. Sea A un anillo conmutativo Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(i) M es playo;
(ii) para cada p € Spec A, el Ap-médulo M, es playo;
(iii) para cada ideal maximal m C A, el An-médulo M, es playo.

23. Probar que si A es un anillo conmutativo absolutamente playo y S C A es un subconjunto
multiplicativamente cerrado entonces Ag es absolutamente playo.

Productos de torsion

24. Dados M y N grupos abelianos definimos
G(M,N) = {(m,k,n) e M xZ x N | km = 0,kn = 0}.

Sea L(M, N) el Z-moédulo libre generado por G(M, N) y sea R(M, N) el subgrupo de L(M, N)
generado por los elementos
(m+m', k,n) — (m,k,n)— (m',k,n), sikm=km' =0y kn =0;
(m,k,n+n") — (mk,n) — (m,k,n), sikm=0ykn=kn' =0;
(m, kk',n) — (mk, k', n), sikk'm =0y k'n=0;
(m, kk',n) — (m,k,k'n), sikm =0y kk'n = 0.
Definimos M ® N = L(M, N)/R(M, N). Probar las siguientes afirmaciones.

(a) Existe un isomorfismo M® N = N ® M.
(b) Si M o N es libre de torsién entonces M ©® N = 0.

(¢) Dados f: M — M’y g: N — N’ morfismos de grupos abelianos, es posible construir un
morfismo de grupos abelianos f © ¢: M® N — M’ ® N’ de manera que se cumplan las
siguientes condiciones:

@ Sif:M — M'yg : N — N” son morfismos de grupos abelianos entonces

(ffogo(fog) =(fof)o(g og).

(i) Si f': M — M'yg : N— N son morfismos de grupos abelianos entonces

(f+f)og=fog+f o8

fog+s)=fog+fog.
(iii) idy ©@ idy = idpeN-

(d Sif:M— M yg:N— N sonisomorfismos, entonces f©¢g: MON — M'® N’ es un
isomorfismo.

() SiM,M',N y N’ son grupos abelianos, entonces existen isomorfismos naturales

MeoM)ON=2(MON)® (M ©N)

Mo (NeN)=2(MoN)® (Mo N).

M 0
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©
(h)

(i)
()
(k)

es una sucesion exacta entonces existe un morfismo de grupos 0 : M/ © N — M’ ® N tal
que

0— ~MoNITN MeoNZTN proN 2

fei

— M QN-‘Z—> M®N N M'eN 0

resulta exacta.

Calcular M © Zj;, para todo n € N.

Sea T(M) C M el subgrupo de los elementos de torsion. Muestre que existe un isomor-
fismo M ® (Q/Z) = T(M).

Sean p un nimero primoy S = {p’ : i € Ny}. Se trata de un conjunto multiplicativamente
cerrado en Z, asi que podemos considerar la localizacién Zg. Describir el grupo M © Zg.

Supongamos que para cualesquiera m € M y n € N de orden finito, dichos érdenes son
copirmos. Probar que M ©® N = 0.

Probar que si M y N son grupos abelianos finitos entonces M ® N = M © N.
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