ALGEBRA 11
Segundo Cuatrimestre — 2015

Préctica 5: Propiedades universales

En toda esta practica k es un cuerpo.

1. Probar que la k-dlgebra libre sobre el conjunto {*} es isomorfa a k[X].

Sugerencia. Pruebe que el dlgebra de polinomios tiene la propiedad universal deseada.

2. Sean X,Y,Z conjuntos y sean f : X — Yy g : Y — Z funciones. Probar las siguientes
afirmaciones:

(@) f induce un morfismo de élgebras f, : k(X) — k(Y);

(b) (idx)« es la identidad del é&lgebra k(X);

© (80f)x = g0 fs

3. Sean A y B anillos. Fijamos un elemento a € Z(A) y definimos A = A[X]/(aX —1). Probar
que el morfismo A — A tiene la siguiente propiedad universal: para todo morfismo de anillos

¢ : A — B tal que ¢(a) € B, existe un tGnico morfismo ¢ : A — B tal que conmuta el
diagrama

4. Sea A un anillo. Se define [A, A] como el ideal bildtero generado por {ab —ba | a,b € A}.

(@) Sea B un anillo conmutativo. Probar que todo morfismo ¢ : A — B induce un morfismo
$:A/[A Al — B.

(b) SeaT un conjunto finito y sea A = k(I'). Probar que el dlgebra A/[A, A] es isomorfa a un
algebra de polinomios en #I' variables.

5. Sean g, € k[X] y sea f = gh.

(@) Probar que existe un morfismo k[X]/(f) — k[X]/(g) x k[X]/ (k).

(b) Encontrar el ntcleo del morfismo anterior cuandok =Ry k = C.

(¢) Sea f=TI"1(X —z)" € C[X]. Probar que C[X]/(f) =TI, C[X]/(X —z;)"i.

Localizacion

En esta seccién los anillos son conmutativos.

6. Sean A un anillo y S C A un subconjunto multiplicativamente cerrado de A.

(@) SiS C A entonces Ag =2 A.
(b) Si0 € S entonces Ag = 0.

7. Sean A un anillo, S C A un subconjunto multiplicativamente cerrado e I C A un ideal. Sea
S la imagen de S por la aplicaciéon canénica A — A/I. Probar que (A/I)g = Ag/IAs.

8. Sean A un anillo, S, T C A subconjuntos multiplicativamente cerrados de A y T’ la imagen
de T por la aplicacién candénica A — Ag. Probar que U = {st : s € S, t € T} es un conjunto
multiplicativamente cerrado en A y que (Ag)p = Ay.

9. Sean A un anillo y S C A un subconjunto multiplicativamente cerrado.
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(1) Supongamos que A es un dominio de integridad. Muestre que la aplicacién canénica
A — Ag es inyectiva.

(b) Encuentre condiciones necesarias y suficientes para que la aplicaciéon canénica A — Ag
sea inyectiva.

10. Sean A un anillo y p € Spec A. Muestre que S = A \ p es un conjunto multiplicativamente
cerrado. En general, escribimos Ay en lugar de A 4, .

11. Sea X un espacio métrico y sea A = C(X) el anillo de las funciones reales continuas
sobre X. Probar que para cada xo € X el conjunto S(xp) = {f € A: f(xp) # 0} es multiplica-
tivamente cerrado. ;Es inyectiva la aplicacién canénica A — Ag?

t12. Sean A = C(R), U = (0,1) y S = {f € A : f no se anula en el intervalo (0,1)}.

(1) Pruebe que S es multiplicativamente cerrado en A.

(b) Sear:C(R) — C(U) la restriccion de funciones. Muestre que existe un tinico morfismo
7:C(R)s — C(U) tal que conmuta el diagrama

C(R) — > C(U)
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(c) Muestre que 7 es un isomorfismo.

13. Sean A un anillo, S C A un subconjunto multiplicativamente cerradoy f : A — Ag la

aplicacién canénica.

(@) Muestre que si I C Ag es un ideal, entonces f ~1(I) es un ideal de A. De esta forma se
obtiene una aplicacién f* : 1d(Ag) — Id(A) del conjunto de ideales de Ag al conjunto de
ideales de A.

(b) Muestre que f* preserva inclusiones e intersecciones y que es inyectiva.

(c) Si ] C A es un ideal, entonces | estd en la imagen de f* sii ] = f~!(JAs) sii ningtn
elemento de S es un divisor de cero en A/].

(d) Muestre que f*(Spec Ag) C Spec A de manera que, por restriccion, obtenemos una
inyeccion f* : Spec Ag — Spec A. La imagen de esta aplicacion es exactamente {p €
Spec A:pNS =g}

14. Sean A un anillo y S C A un subconjunto multiplicativamente cerrado.

(1) Sil C A esunideal maximal entre los que no intersecan a S, entonces I es primo.

(b) Describa el nilradical de Ag.

15. Sea p € N un nimero primo y p = (p) el ideal primo de Z correspondiente. Muestre que
si I C Zy es un ideal no nulo, entonces existe r € Ny tal que I = p'Z,,.

16. Sea A un anillo y T C A un subconjunto. Sea I' = {7 : t € T} un conjunto de vari-
ables indexadas por T y sea A[I'] el anillo de polinomios con variables en I'. Sea S C A el
menor subconjunto multiplicativamente cerrado de A que contiene a T. Muestre que existe
un isomorfismo

As 2 AT/ (tyy—1|teT).
17. Sea A un anillo. Muestre que S C A es un subconjunto multiplicativamente cerrado
maximal sii A \ S es un ideal primo minimal.

18. Sean A un anillo y S C A un subconjunto multiplicativamente cerrado. Decimos que S es
saturado siab € Ssiy solosia € Sy b € S. Muestre que S es saturado sii A\ S es unién de
ideales primos.

19. Sea A un anillo. Describa el subconjunto S C A multiplicativamente cerrado maximal tal
que A — Ag es inyectivo.

2/2



	Localización

