ALGEBRA II
Primer Cuatrimestre — 2015

Practica 4: Anillos y 4lgebras

Ejemplos y construcciones

1. Probar que los siguientes conjuntos son anillos con las operaciones indicadas. Decidir en
cada caso si son conmutativos, integros, de divisién, cuerpos, etc.

(@)
(b)
(©)

(@)

(€)

(f)
©)

Ms(R) con el producto y la suma de matrices.

Z12[X] con el producto usual de polinomios.

Z|Vd) = {a+bVd | a,b € Z} donde d € Z es libre de cuadrados, con la suma y el
producto de ntimeros complejos.

C%[0,1] = {f :[0,1] — R | las primeras 6 derivadas de f existen y son continuas}, con la
suma y el producto usual de funciones.

A= { ( ab Z) abe R} C M(R), con el producto y la suma de matrices.

Dado un espacio métrico (X, d), el conjunto B(X) = {f : X — R | f es acotada}.
El conjunto O = {z € C | existe p € Z[X] moénico tal que p(z) = 0}.

2. Si A es un grupo abeliano entonces End A, el conjunto de endomorfismos de grupo de A,
es un anillo con la suma habitual de funciones y la composicién como producto. Encontrar
descripciones explicitas para este anillo cuando A es Z" o Zj,.

3. (1) Sean A un anillo y C una familia de subanillos de A. Muestre que B = (¢ C es un

(b)

(©)

subanillo de A.

Sean A un anillo, B C A un subanillo y X C A. Mostrar que existe un subanillo B[X] de
A que contiene a X y a B y tal que cualquier otro subanillo de A que contienea By a X
contiene a B[X].

Sea 17 una raiz primitiva sexta de la unidad y w una raiz primitiva p-ésima de la unidad,
donde p es algin ndmero primo. Describir explicitamente Z[v/2], Z[v/5], Z[i], Z[n)],
Z[V6, \/P) y Z[w] como subanillos de C.

4. Describa todos los anillos con a lo sumo 10 elementos a menos de isomorfismo.

5. Anillos de matrices. Sea A un anillo.

(@)

(b)

Sea n € N. Probar que el conjunto de matrices M, (A) con coeficientes en A es un anillo
con respecto a las operaciones usuales de suma y producto de matrices. Sin > 1, entonces
M, (A) no es conmutativo.

Sea Mw(A) = {f : Nx N — A}. Decimos que un elemento f € M (A) tiene filas finitas
si para cada n € N existe k(n) € N tal que f(n,m) = 0 si m > k(n); de manera similar,
decimos que f € Mu(A) tiene columnas finitas si para cada m € N existe k(m) € N tal que
f(n,m) =0sin>k(m).

Sean M{o(A) y M5 (A) los subconjuntos de Mo (A) de matrices con filas finitas y
con columnas finitas, respectivamente, y sea ML (A) = M{o(A) N M5 (A). Mostrar que

M{o(A), MS(A)y ML (A) son anillos con el producto dado por

[e9)

f-gln,m) =3 f(nk)g(km).

k=1
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6. Anillos de funciones.

(@) Sea A un anillo y X un conjunto no vacio. Sea AX el conjunto de todas las funciones
X — A. Se definen operaciones +,- : AX x AX — AX de la siguiente manera: dadas
f.ge AX

(f +8)(x) = f(x) +g(x)  paratodox € X,

(f-&)(x) = f(x)g(x) para todo x € X.

Mostrar que (AX, +,+) es un anillo. ;Cuando es conmutativo?

(b) Sean n € N, k € Ny y sea CK(R") el conjunto de todas las funciones f : R” — R con
derivadas parciales de orden k continuas. Muestre que se trata de un subanillo de R(R"),

7. Anillos de polinomios. Sea A un anillo, y sea
S ={f:Nyg — A | existe un conjunto finito T C Ny tal que f|r = 0}.

Definimos operaciones de suma y producto +,- : S X S — S de la siguiente manera: para cada
f,g € Sycadan € Ny,

(f+8)(n) = f(n) +g(n)

(f-8)m) =3, flog).
k1>0
k+1=n

Muestre que estas operaciones estan bien definidas y que (S, +, ) es un anillo.

Sea X una variable formal. Si f € Sy T C N es tal que f|rc = 0, podemos representar a f por
la suma finita formal

Z f(n)X".

neT

Con esta notacién, las operaciones de S imitan formalmente las correspondientes operaciones
entre polinomios. Llamamos a S el anillo de polinomios con coeficientes en A y lo notamos A[X].

8. Anillos de series formales. Sea A un anillo.

(1) Sea S = {f:Ny — A} el conjunto de todas las funciones de Ny a A. Definimos opera-
ciones +,-: S x S — S de la siguiente manera: para cada f,g € Sy cada n € Ny,

(f+8)(n) = f(n) +g(n)

(f-9)m) =Y. flk)g).
k,1>0
k+I1=n

Muestre que (S, +, ) es un anillo.
Sea X una variable formal. Podemos representar a una funcién f € S por una serie

oo

f

I
N/
~
=

>

=

Usando esta notacioén, las definiciones de la suma y el producto de S imitan formalmente a
las correspondientes operaciones con las series. Llamamos a S el anillo de series formales de
potencias con coeficientes en A, y 1o notamos A[X].
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(b) Pruebe que la funcién representada por la serie 1 — X es inversible en A[X].

(c) Tomamos ahora A = R y sea R{X}} C R[X] el subconjunto de las series formales que
tienen radio de convergencia positivo. Mostrar que se trata de un subanillo.

9. Series de Dirichlet. Sea A un anillo.

(@) SeaS={f:N — A} el conjunto de todas las funciones de N a A. Definimos operaciones
+,-:5x S — S de la siguiente manera: para cada f,g € Sy cadan € N,

(f+8)(n) = f(n) +g(n)

(f-8)(n) = }_ f(d)g(n/d).
i

Muestre que (S, +, -) es un anillo.

Si s es una variable, a un elemento f € S podemos asignarle la expresion formal

n>1 n

Las operaciones de S se corresponden entonces con las operaciones evidentes de estas series.
Este es el anillo de series de Dirichlet con coeficientes en A.

(b) Sea ¢ : N — Z la funcién constantemente 1. Pruebe que { es inversible en el anillo
de series de Dirichlet con coeficientes en Z, y halle explicitamente su inversa, que suele
denotarse por y y se llama funcién de Moebius.

10. Anillo de grupo. Sean G un grupo y A un anillo.

(1) Sea A[G] el conjunto de todas las funciones f : G — A tales que

{g € G: f(g) # 0} < oo

Definimos operaciones +, - : A[G] x A[G] — A[G] de la siguiente manera: para cada
s,t € A[G| y cada g € G,

(s+1)(g) =s(g) +1(g)

(s-1)(g) = ) s(gh™h)t(n).

heG

Muestre que (A[G], +, -) es un anillo.

(b) Supongamos desde ahora que A = k es un cuerpo. Muestre que k[G]| es un subespacio
vectorial del espacio vectorial k© de todas las funciones G — k.

(c) Dado g € G, sea ¢: G — kla funcién definida por

. 1, sig="h
g<h>={ &

0, en caso contrario.

Muestre que {¢ : ¢ € G} es una base de k[G|. En particular, todo elemento f € k[G]
puede escribirse como

f:Z“gg

g€eG

con coeficientes ag € k casi todos nulos.
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(d) Muestre que si g, € G, entonces § - i = @
(¢) Describa el centro de k[G] cuando G es finito. ;Qué pasa cuando G es infinito?

11. Algebras de caminos.

(@) Un carcaj Q es una 4-upla (Qop, Q1,s,t) en la que:
— Qo y Q1 son conjuntos. Los elementos de Qp son los vértices de Q y los de Q; las
flechas.
— sy t son funciones Q1 — Q. Si « € Q; es una flecha, decimos que s(«) es el origen
de « y que t(a) es su final.
Por ejemplo, obtenemos un carcaj si ponemos Q = (Qo, Q1,s,t) con Qy = {1,2,3,4},
Q1 ={a,B,7,0,1,p} ysy testan dadas por la tabla siguiente:

o B 2 4 Ui 4
s 1 2 2 2 3 3
t 2 3 3 4 3 1

Podemos describir este carcaj més eficientemente dando el siguiente dibujo:

o

/D

1—2>2—=—=23")y

v
;
4

Fijemos un carcaj Q. Si x,y € Qo, un camino de x a y en Q es una secuencia finita x =
(x;01,...,05;y) de flechas de Q tal que s(a1) = x, t(ay) =y yparacadai € {1,...,n—1}
se tiene que t(«;) = s(a;1). El ntimero n es la longitud de k. En particular, si x € Qp, hay
un camino (x; ;x) de x a x de longitud 0.

Sea P(Q) el conjunto de todos los caminos de Q, sea k un cuerpo y sea kQ el espacio
vectorial que tiene a P(Q) como base. Un elemento u € kQ es una combinacion lineal
finita de caminos de Q con coeficientes en k:

u= Z agk.

KEP(Q)

Se define un producto asociativo bilineal - : kQ x kQ — kQ de la siguiente manera:
para cada par de caminos ¥ = (x;a1,...,0,;Y) y ¢ = (2 B1,..., fmsw) en Q,

0, en caso contrario.

K-g: {(x}l’ﬂ/...,an/,Bl,...,le;w)l Si]/:Z;

Mostrar que con este producto kQ es una k-algebra si y solo si Qg es finito. ;Cudl es la
unidad de kQ? Llamamos a kQ el dlgebra de caminos de Q sobre k.

(b) Sean Qy Q' como en la figura. Probar que kQ = k y kQ' es isomorfo a k[X].

Q: e Q: )

(c) k-dlgebras libres. Sea X un conjunto y sea Q el carcaj (Qo, Q1,5,t) en el que Qo tiene un
unico elemento p, Q1 = X y s, t : Q1 — Qo son las funciones evidentes. Escribimos L(X)
en vez de kQ. Encuentre una base de L(X) y describa el producto de esta algebra.

(d) ;Cuédndo es kQ un dominio de integridad? ;Cuando tiene dimensién finita? ;Cuando es
conmutativa?

(e) Describa el centro de kQ.
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(f) Considere el carcaj Q de n vértices de la figura:

l—2— .. n—1 n

Muestre que kQ es isomorfo al anillo de matrices triangulares superiores de M, (k).

12. El dlgebra de Weyl. Sea Endc(C[X]) el anillo de endomorfismos de C[X] considerado como
C-espacio vectorial. Sean p,q € Endc(C[X]) definidos de la siguiente manera: si f € C[X],
entonces

=Ly e =xs

Sea A = C|[p, q] el menor subanillo de End¢(C[X]) que contiene a C, a p y a 4. Llamamos a A

el dlgebra de Weyl.

(a) Pruebe que pg —qp =1.

(b) Pruebe que A es una C-algebra de dimensién infinita sobre C, y que {p'q/ : i,j € Np} es
una base.

(c) Describa el centro de A.

(d) Muestre que A no posee divisores de cero y describa el conjunto de sus unidades.

13. El dlgebra de funciones en el plano cudntico. Sea g € C\ 0 y supongamos que 4 no es una raiz

de la unidad. Sea V = {f : Ny — C} el C-espacio vectorial de todas las funciones de Ny en

C. Consideramos dos elementos x, y € Endc (V) definidos de la siguiente manera: si f € V'y
n € Ny, entonces x(f),y(f) : Ny — C son tales que

(x(f))(n) = 4" f(n),

() (n) = f(n+1).

Sea A; = Cl[x,y] la menor subélgebra de Endc (V) que contiene a C, a x y a y. Llamamos a A,

el dlgebra de funciones en el plano cudntico.

(1) Pruebe que yx = gxy.

(b) Pruebe que A, es una C-dlgebra de dimensién infinita, y que el conjunto {x'y/ : i, j € No}
es una base.

(c) Describa el centro de Ay.

(d) Muestre que A; no posee divisores de cero y describa el conjunto de sus unidades.

(e) Para cada n € N definimos

_q' -1

(”)q qj'

y (0); = 1. Definimos ademas

(”)q! = (1)q(2)q T (”)q-

Finalmente, si n € Ny y 0 < k < n, definimos

<Z>q N (k)q!((r;)q—! k)t

Muestre que:
(i) 510 < k < n, entonces

<Z>q N <nik)q'
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(ii)) Si 0 < k < n, entonces
n) _(n—l) k(n—l) _(n—l) nk(n—l)
= +q = +q :
<k g k—1 g k q k q k—1 q

(iii) Si0 <k <m, ( k) es un polinomio en g con coeficientes enteros.

q
(iv) Sean x, y € Aq los generadores del dlgebra de funciones del plano cuéntico. Sin > 0,
entonces
n n k, n—k
(x+y)"= ) (k> xkynk,
0<k<n q

(f) ¢Qué pasa si g es una raiz primitiva de la unidad de orden e?

14. Anillo opuesto.

(1) Sea A un anillo. Sea * : A x A — A la operacién definida por
axb=ba, Va,b e A.

Pruebe que (A, +,*) es un anillo. Se trata del anillo opuesto de A, que escribimos habitual-
mente AP.

(b) Muestre con un ejemplo que en general A 2 A°P.

15. Un cuadrado mégico es una matriz cuadrada con entradas enteras, tal que la suma de los
elementos de cualquier fila o columna es igual a la suma de los elementos de cualquier otra
fila o columna. Probar que para cada n € N los cuadrados magicos de tamafio n forman un
subanillo de M, (R).

16. Sea X un conjunto. Mostrar que (P(X), A, N) es un anillo. Aqui A es la operacién
diferencia simétrica.

Varia

17. Sean A un conjuntoy +, - : A x A — A dos operaciones en A que satisfacen todos los
axiomas de la definicién de anillos salvo posiblemente aquel que dice que el grupo (A, +) es
abeliano. Muestre que (A, +, -) es un anillo.

18. Sea A un anillo. Probar las siguientes afirmaciones.

(a) Sicada elemento de A tiene inverso a izquierda entonces A es un anillo de divisién.

(b) Sia € A esun elemento inversible a izquierda y que no divide a 0 por la derecha, entonces
a es inversible.

(c) Seaa € A. Siexiste n € N tal que a” es inversible, entonces a es inversible.

19. Sea A un anillo posiblemente sin unidad. Muestre que si A posee una tinica unidad a
izquierda e, entonces A posee una unidad.

Sugerencia. Sea a € A y considere para cada ¢ € A el elemento (e — ae — a)c.

2

20. Idempotentes. Sea A un anillo. Un elemento e € A es idempotente si e~ = e. Probar las

siguientes afirmaciones.

(1) Sie € A esidempotente, el subconjunto eAe con las operaciones de A restringidas es un
anillo. Se trata de un subanillo de A si y solo sie = 1.

(b) Sie € A esidempotente, entonces 1 — e también lo es.

21. Anillos booleanos. Un anillo A es booleano si todos sus elementos son idempotentes.

(@) Si X es un conjunto, entonces el anillo (P(X), A, N) es booleano.
(b) Probar que un anillo booleano es conmutativo.
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Morfismos, ideales y cocientes

En toda esta seccién A es un anillo.

22. (a) Muestre que hay exactamente un morfismo de anillos Z — A.

(b) Muestre que hay a lo sumo un morfismo de anillos Q — A y que puede no haber ninguno.
Describa cudndo se da cada uno de estos dos casos.

23. Sea f : R = R un morfismo de anillos. Pruebe las siguientes afirmaciones.
(@) f(Q) C Q, y dehecho flg = idg.

(b) La aplicacién f es estrictamente creciente.

Concluya que f = idg.

24. Sea k un cuerpo. Decidir en cada caso si existe un morfismo de anillos f : A — B:

(@) A=LZlilyB=R; () A=kyB=M,k);
(b) A=7Z[V-5yB=27Z[\3]; d A=M,k)yB=k.

25. Sea n € N compuesto. ;Existe algin producto - : Z, X Z, — Z, que haga del grupo
abeliano Z;, un cuerpo?

26. Sea 7 una familia de ideales a izquierda (a derecha, bildteros) de A.

(@) Muestre que ez I es un ideal a izquierda (a derecha, bilatéro) de A. Se trata del ideal
mas grande contenido en todos los ideales de 7.

(b) Muestre que ) -7 I es un ideal a izquierda (a derecha, bildtero) de A. Se trata del ideal
mas chico que contiene a todos los ideales de Z.

27. Sea I C A un ideal a izquierda. Muestre que existe un subanillo I(I) C A tal que

- I C I(I) e I es un ideal bilatero de I(I);
- I(I) es el menor subanillo de A con esa propiedad.

Llamamos a I(I) el idealizador de I en A.
28. Supongamos que A es conmutativo.

(@) Sean I C A unideal y sea
VI={ac A:exister ¢ Ntal que a’ € I}.

Muestre que /I es un ideal de A.
(b) Sean I, ] C A ideales, y sea

(I:])={acA:a]CI}

Muestre que (I : J) es un ideal de A, llamado el conductor de | en I.

29. Supongamos que A es conmutativo.

(a) Seaa € A un elemento que no es inversible. Mostrar que existe un ideal maximal m C A
tal que a € m.

(b) Sea I C A un ideal propio. Mostrar que existe un ideal maximal m C A tal que I C m.

30. Muestre que, al igual que las personas, los anillos conmutativos sin ideales propios no son
m4s que un cuerpo.

31. Sean A un anillo e I C A un ideal bilatero.
(a) Sea ] el ideal generado por I en A[X]. Muestre que A[X]/] = (A/I)[X].

(b) Sean € Ny sea My(I) C My(A) el subconjunto de las matrices de M, (A) que tienen

todos sus coeficientes en I. Mostrar que M, (I) es un ideal bildtero de M, (A) y que
My (A)/My(I) = My (A/1).
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32. Sea k un cuerpo.

(a) Encuentre todos los ideales a izquierda de My, (k).

(b) Muestre que M, (k) es simple.

(c) Sean ahora A un anilloy n € N. Si ] C M;,(A) es un ideal bildtero, pruebe que existe un
ideal bilatero I C A tal que | = M, (I).

Sugerencia. Tomar I = {a € A | a = M para alguna matriz M € J}.

33. Sea k un cuerpo. Sean G un grupo y H <G un subgrupo normal, y consideremos la
proyeccién canénica 7w : G — G/H. Muestre que 7 determina un morfismo sobreyectivo de
anillos k[77] : k[G] — k[G/H]. Describa el ntcleo de k[r].

Espectro de un anillo conmutativo

En esta seccién A es un anillo conmutativo.

Definicion. Decimos que un ideal p C A es primo si
abep = acpVbep.
Notamos por Spec A al conjunto de todos los ideales primos de A.

34. Probar las siguientes afirmaciones.

(@) Unideal p C A es primo sii A/p es un dominio de integridad.
(b) Un ideal maximal de A es primo.

35. Determine Spec Z. Identificar qué ideales primos de Z son maximales.

36. Sea k un cuerpo. Muestre que si p € Spec k[X], entonces existe f € p moénico e irreducible
tal que p = (f). Reciprocamente, todo ideal principal generado por un polinomio ménico e
irreducible es primo en k[X].

37. Probar las siguientes afirmaciones.

(@) Sip € Spec Ay B C A es un subanillo, entonces BN p € Spec B.

(b) Sil C Aesunideal, f: A — A/I es la proyeccién canénica y p € Spec A/I, entonces
f~(p) € Spec A.

(c) Seal C Aunidealyp € Spec A tal que p D I. Entonces p/I € Spec A/l

38. Muestre que todo ideal primo no nulo de Z[X] es de alguna de las siguientes formas:
(@) (p), con p € N primo;

(b) (f), con f € Z[X] un polinomio moénico irreducible;

(¢) (p,f), con p primoy f irreducible en Zy[X].

Sugerencia. Sea p € Spec Z[X]. Muestre que si pNZ # {0} entonces es un ideal principal de Z generado por un
ndmero primo p, asi que en particular (p) C p. Considere ahora el ideal p/(p) de Z[X]/(p) = Zy[X] y use un
ejercicio anterior que describe los ideales primos de este anillo.

39. Nilradical. Un elemento a € A es nilpotente si existe n € N tal que a" = 0. El nilradical de A
es el conjunto nil(A) = {a € A : a es nilpotente}.
(@) nil(A) es un ideal de A.
(b) nil(A/nil(A)) = 0.
(c) n”(A) = mp(&Spec AP
(d) Muestre que si x € nil(A), entonces 1 + x es inversible.

40. Radical de Jacobson. El radical de Jacobson de A es la interseccion de todos los ideales maxi-
males de A, y se nota J(A). Muestre que x € J(A) sii para cada y € A se tiene que 1 — xy es
inversible.
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Algebras sobre cuerpos

En esta seccién k es un cuerpo.

41. Sea A una k-édlgebra de dimension finita.

(1) Probar que A es isomorfa a una subélgebra de M, (k), con n = dim A.
(b) Probar que si A es integra entonces es un cuerpo.

42. Sea k algebraicamente cerrado.

(1) Probar que no existen k-algebras de dimensién finita que no tengan divisores de cero.
(b) Describir a menos de isomorfismo todas las k-dlgebras de dimensién a lo sumo 3.

43. Algebras de cuaterniones. Supongamos que 2 # 0 en k. Sean 1, i, j y k los vectores de la
base canénica de k?, y sean a,b € k*. Mostrar que existe exactamente un producto asociativo
k-bilineal - : k x k — k tal que 1 es el elemento unidad e

2=a, 2 =0, ij = —ji = k.

Notamos el algebra resultante por (a,b)x. En particular H = (—1,—1)g es el algebra de

cuaterniones de Hamilton.

(1) Determinar el centro y los ideales bilateros de (a,b)y.

(b) Probar que para todo ¢ € k vale que (a,b)y = (b,a)y = (ac?, bc?)y.

(c) Probar que (1,b)x = M (k). Concluir que si a 0 b es un cuadrado en k entonces (a,b)y =
My (k).
Sugerencia. Considere el morfismo (1,b); — Mz(k) dado pori — (§ %), j— (21).

(d) Dado u = a+ Bi+ yj+ ok € (a,b)y, se define u* = a — Bi — j — dk. Probar que u — u*
es una involucioén, y que (uv)* = v*u*.

(¢) Sedefine N :u € (a,b)yx — uu* € k. Probar que N esta bien definida, es multiplicativa, y
que u es una unidad si y solo si N(u) # 0.

(f) Mostrar que (a,b)y es un dlgebra de divisién si y solo si la ecuaciéon ax? + by?> = 1 no
tiene solucion en k. En particular, (—1, —1)r es un élgebra de divisién pero (-1, —1)¢
no.

44. Algebras de division reales. El objetivo de este ejercicio es probar el siguiente teorema de
Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917, Prusia):

Teorema. Si D es una R-dlgebra de division de dimension finita, entonces D es isomorfaa R, a C
o aH.

La conclusién del teorema vale mas generalmente (y con exactamente la misma demostracion)
para una R-dlgebra de divisién arbitraria si suponemos que es algebraica sobre R: esto es, si
para todo elemento d € D existe p € R[X] tal que p(d) = 0.

(a) Sidimg D = 1 no hay nada que hacer, asi que suponga que dimg D > 1. Seaa € D \ R.
Muestre que R[a] C D es un cuerpo y que debe ser isomorfo a C. Concluya que existe
i € D\ R tal que i? = —1. Identifiquemos a C con R[i].

(b) Definamos subespacios

Dt ={deD:di=id}

D~ ={deD:di=—id}

de D. Muestre que D =D" ¢ D™

(¢) Claramente C C D". Sid € DT\ C, muestre que C[d] es un cuerpo que contiene a C.
Concluya que D' = C.
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(d)

(e)
45.

Si D™ = 0, entonces D = C. Supongamos desde ahora que D~ # 0. Seaz € D™ y
considere la aplicacién s : d € D™ +— dz € DT. Muestre que es C-lineal e inyectiva, asi
que debe ser dimg D™ = 1. Concluya que dimg D = 4.

Muestre que existe j € D~ tal que j> = —1. Concluya que D = H.

Algebras de division finitas. El objetivo de este ejercicio es mostrar el siguiente teorema de

Joseph Henry Maclagen Wedderburn (1882-1948, Escocia):

(a)

(b)

(©)

(d)

(e)

(f)

Teorema. Un anillo de division finito es un cuerpo.

Sea j : N — Z la funcién de Mobius, de manera quesin = py' - - - pZ" es la descomposicion
de n como producto de potencias de primos distintos,

1, sin=1;
pm) =4 (-, sin=---=n=1
0, sir; > 1 para algtn i.

Muestre que si n,m € N son coprimos, entonces u(nm) = u(n)u(m).
SeaM:n €N — Zd‘ny(d) € Z. Muestre que si n,m € N son coprimos, entonces
M(nm) = M(n)M(m). Muestre ademds que M(1) = 1y que si p es primoy r € N,
entonces M(p") = 0.

Concluya que vale la siguiente identidad de Mobius:

1, sin=1;
Yo u(d) = {0
dln ’

en caso contrario.

Sean € N. Sea G, = {w € C: w" =1} el conjunto de las raices n-ésimas de la unidad y
sea G;; C Gy, el subconjunto de G, formado por aquellas que son primitivas. Recordemos
que X" —1 = [Tyeg, (X — w). Definimos el polinomio @, € C[X] como

o, =[] X-w).

weG;;

Muestre que X" — 1 =[] ), 4(X) y, usando eso, que

@, = [J(x? — 1)),
dln

Concluya que @, € Z[X].

Muestre que sig € Z\ {1} y n, r € N son tales que r | n, entonces
q" -1
Qn(q) qr _ 1 N

Sea D un anillo de divisién finito y sea F su centro. Muestre que F es un cuerpo y que D
es un F-espacio vectorial de dimension finita. Sean g = |F| y n = dimp D, de manera que
IDl=¢"y [D*|=¢" -1

Supongamos que D no es conmutativo, con lo cual n > 1.

Seaa € Dy sea
C(a) ={d € D:da=ad}.

Muestre que C(a) es un subanillo de D que es de divisiéon y que contiene a F. Otra vez,
se trata de un F-espacio vectorial. Sea r(a) = dimpC(A), con lo cual |C(a)| = qr(“) y
|C(a)*| = qr(“) — 1. Como C(a)* es un subgrupo de D*, se deduce que q’(”) —-1|g4"-1.
Concluya que r(a) | n.
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(§) Muestre que sia € D* entonces la clase de conjugacién de a en el grupo D* tiene cardinal

q9" -1

| = ——.
@) =

(h) Sean aq,...,a; representantes de las clases de conjugacién no triviales de D*, y sea r; =
r(a;). Pruebe que la ecuacién de clases para D* es:

I n
n_q _ . q —1
qg'—1=q 1+§1‘7qu—1’

y que @u(q) | (4 —1).
(i) En particular,

q=12|Pu(q)| = ] lg-wl.

weG)

Muestre que esto es imposible.
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