Abstract

Let k£ be an infinite and perfect field, x1,...,x, indeterminates over k and let fi,..., fs be
polynomials in k[z1,...,x,] given by the array of their coefficients (the so called dense repre-
sentation). Let d be an upper bound for their degrees, satisfying d > n.

Thanks to a suitable coding of the output, we prove that the decision and representation prob-
lems arising in an effective affine Nullstellensatz can be solved in polynomial time.

More precisely, for arbitrary given parameters d, s, n, there exists an arithmetic network over k of
size s91) @9 (i.e. polynomial in the the size O(sd") of the input), deciding whether the ideal
generated by fi,..., fs in k[z1,...,zy] is trivial. If so, it produces a straight-line program in
k[xi,...,zy] of same polynomial length which represents polynomials p1,...,ps of k[x1,...,zy]
of degree d ©™ satisfying the Bézout identity

1:p1f1+"'+psfs-

Furthermore, this network can be constructed by a probabilistic (randomized) algorithm with
same polynomial sequential complexity.

The arithmetic network and its output (the straight-line program) are well parallelizable, i.e.
their depth is of order O(n? log? sd). The probabilistic randomized algorithm constructing the
network can be also parallelized with a slightly higher complexity O(n'? log® sd).

Résumé
Soient k un corps infini et parfait, zi,...,x, des indéterminées sur k et soient fi,..., fs des
polynomes de k[z1,...,x,] donnés par le vecteur de leurs coefficients. Soit d un majorant de

leur degrés, supposé supérieur ou égal a n.

Grace a un codage approprié des sorties, nous prouvons que les problemes de décision et de
représentation posés par un théoreme effectif des zéros affine peuvent étre résolus en temps
polynomial en la taille de I’entrée.

Plus précisément, étant donnés des parametres d, s, n, il existe un réseau arithmétique sur k
de taille s°M) @9 (ce qui est bien un polynéme en la taille O(sd”) de P’entrée), qui décide si
l'idéal engendré par fi,..., fs dans k[z1,...,x,] est trivial. Si c’est le cas, le réseau produit un
calcul d’évaluation dans k[z1,...,x,] de taille encore polynomiale qui représente des polynémes
PLy- ... ps de klz1, ..., z,] de degré d 9 quotients de Iidentité de Bézout

L=pifi+-- +0sfs

De plus, ce réseau peut étre construit par un algorithme probabiliste de type aléatoire toujours
en temps séquentiel polynomial.

Le réseau arithmétique et sa sortie (le calcul d’évaluation) sont susceptibles d’étre bien par-
allélisés, c’est-a-dire peuvent étre executés en temps parallele O(n? log? sd). L’algorithme prob-
abiliste de construction admet aussi un déroulement parallele en temps O(n'? log® sd).
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Alla memoria di Mario Raimondo

1 Introduction et énoncé des résultats

Pour I'ensemble de ce travail, nous allons fixer les notations qui seront essentiellement les mémes
que dans les articles [Gi-He 91] et [Gi-He-Sa 93]. Nous les reprenons ici par commodité pour le
lecteur.

1.1 Notations de base

Soit k un corps commutatif (& la rigueur un anneau integre, voir [Gi-He 91]), infini, et effectif,
c’est-a-dire que les opérations arithmétiques de base : addition, soustraction, multiplication,
division, et test d’égalité sont réalisées par des algorithmes. Quand la caractéristique de k est
positive, il convient de supposer que 'anneau de base est fermé sous l'extraction des racines
Plemes ot ’est pour cette raison que nous demandons que k soit parfait. Mais comme nous
voulons que toutes les opérations arithmétiques de base soient effectives, nous supposerons en-

core que l'extraction des racines p*®™® est réalisée par un algorithme.

Soient x1,...,z, des indéterminées sur k. Le degré total d’un polynome f de k[z1,...,x,] sera
noté deg f et, pour un indice r compris entre 1 et n, son degré partiel par rapport aux variables
r1,...,2 (1 <r <n)pardeg, ., f.

Soient f1, fa,..., fs des polynémes non constants de k[xi,...,z,]. L’idéal engendré par ces
polynémes dans k[z1, ..., 2,] sera noté (fi,..., fs). Si aucun doute n’est possible, nous noterons
aussi (f1, ..., fs) 'idéal étendu induit par une extension de ’anneau de base, notamment I’exten-
sion de k[z1,...,2,] & k(z1,...,2)[Tr41,. .., 2y, OU r est un entier compris entre 1 et n.

Soit k une cloture algébrique de k. Afin de traiter des systemes d’équations ot interviennent des
polynomes en n variables a coefficients dans k, nous allons considérer comme espace ambiant
I'espace affine A (k)" de dimension n, muni de la topologie de Zariski, et noté plus simplement
A". La variété algébrique, au sens classique, affine définie par (f1,..., fs) dans A™ sera notée
{fi=0,...,fs =0} ou plus simplement V.

Nous aurons a considérer des quantités géométriques intrinseques liées a V', essentiellement
dimension et degré. Soit V = Ui<j<nCj la décomposition de V' en composantes irréductibles.
La dimension dim C; et le degré deg C; d'une composante irréductible sont définis comme
d’habitude. De meéme, nous utiliserons la notion usuelle de dimension pour la variété V :
dim V' := max {dim C; ;1 < j < N}. Par contre, le degré de la variété sera définie comme
la somme des degrés de ses composantes irréductibles : deg V := 3>,y deg C;. Cette notion
présente 'avantage sur le degré classique de satisfaire a une inégalité de Bézout sans restrictions
sur le type des intersections a effectuer (voir [He 83]).

1.2 Structures de données, modeles d’algorithmiques et de complexités

Les algorithmes considérés ci-dessous vont admettre comme entrées des ensembles finis de
polynémes. Il nous faut donc d’abord décrire un tel ensemble par une structure de données,
puis mesurer sa taille et enfin préciser le type d’algorithmes qui vont la manipuler.



1.2.1 Représentation naive des entrées/sorties et leur taille

Soit fi,..., fs 'ensemble de polynémes de k[zy,...,z,] introduit dans 1.1. Soit d un entier
majorant n et le plus grand des degrés totaux des f;. Chaque polynome peut étre codé par
le vecteur de ses coefficients correspondant a tous les monémes de degré au plus d : c’est ce
que nous appellerons son écriture dans la représentation dense. La longueur de l’écriture des
polynomes fi,..., fs dans cette représentation dense sera la taille de ’ensemble f1,..., fs.

Il existe un cas particulier important de corps de base : celui des rationnels Q. Dans ce cas la
taille de notre ensemble peut inclure la taille arithmétique, c’est-a-dire le nombre maximal ¢ de
bits qu’il faut pour écrire n’importe lequel des coefficients des polyndémes f;. Si les polynémes
fi,-.., fs sont & coefficients entiers, cela signifie que la hauteur de chaque f; (1 <i < s), qui est
le maximum des valeurs absolues de tous ses coefficients (au sens classique des arithméticiens),
est majoré par 2¢.

La taille de I’entrée fi,..., fs est la place mémoire nécessaire pour les stocker, c’est-a-dire celle
qu’occupent les coefficients. En effet nous pouvons aisément estimer la place mémoire nécessaire
pour stocker fi,..., fs a partir des parametres d, n, s et éventuellement ¢ dans le cas de l'anneau
de base des entiers. Le nombre de monomes sur n lettres de degré au plus d est le coefficient
binomial (d + n)!/d!n! quantité majorée par ed”, qui est donc un O(d") (n fixé, d tendant vers
linfini). Comme nous convenons de coder les polynomes d’entrée par leurs coefficients dans
la représentation dense, il faut stocker O(sd™) coefficients, et s’ils sont entiers, cela demande
O(sd™t) bits.

Les sorties pourront étre des valeurs booléennes, des entiers compris entre —1 et n (représentés
par des vecteurs de valeurs booléennes) et des matrices carrées d’ordre n ou n + 1 a coefficients
dans k. Nous aurons aussi a traiter le cas ou les sorties sont encore des polynémes. De la méme
maniere naive, nous pourrons toujours les coder par leur écriture dans la représentation dense.

1.2.2 Description du modéle d’algorithmique

Tous nos algorithmes s’appuient sur les opérations suivantes, dites arithmétiques, dans le corps
de base k : choix d'un élément fixe de k (par exemple 0 ou 1) comme opération constante,
addition, soustraction, multiplication et éventuellement extraction de racines p*"¢ dans le cas
d’une caractéristique positive p. En dehors de ces opérations arithmétiques, nous utiliserons
aussi des sélecteurs associés au test d’égalité (comparaison entre éléments de k). Le réseau peut
aussi contenir des processeurs qui exécutent les opérations booléennes correspondant a la logique
propositionnelle.

Les algorithmes que nous allons utiliser ou introduire seront en principe décrits par un réseau
arithmétique a entrées dans k, représenté par un graphe orienté acyclique [vzGa 86]. A chaque
sommet interne correspond un processeur qui effectue une opération élémentaire du corps de
base k, et chaque aréte indique I’envoi d’une sortie d’un processeur comme entrée du second.

Un algorithme admet un déroulement séquentiel ou parallele. La complezité séquentielle (ou
temps séquentiel) est la taille du réseau, c’est-a-dire le nombre de processeurs ou sommets du
graphe. La complezité paralléle (ou temps parallele) est la profondeur du réseau, c’est-a-dire la
longueur du plus long chemin dans le graphe orienté.



Si le corps de base est celui des rationnels, chaque processeur arithmétique devient lui-méme un
circuit booléen dont les processeurs manipulent maintenant des bits. Il faut alors tenir compte
de la croissance éventuelle de la longueur binaire des coefficients des polynémes intermédiaires.
Ceci fait, notre réseau arithmétique se transforme de maniere naturelle en réseau booléen,
auquel nous pouvons attacher de maniere analogue une notion de complexité séquentielle et
parallele. Néanmoins, comme l'inclusion de la complexité binaire dans 1’étude de complexité
complique considérablement ’exposition de nos idées, sans ajouter rien de d’essentiellement
nouveau nous omettrons ici cet aspect. (Nous pensons y revenir ultérieurement dans un con-
texte plus large). Nous nous limiterons donc dans ce travail aux algorithmes représentés par des
réseaux arithmétiques sur k, donc a ’aspect de la complexité algébrique.

Pour une discussion plus approfondie de ce modeéle de complexité, citons [vzGa 86] et [Fi-Ga-Mo
90].

1.2.3 Une autre représentation des polyndémes (par calcul d’évaluation)

Il existe des réseaux arithmétiques particuliers spécialement intéressants : ce sont ceux qui
ne font intervenir ni tests d’égalité ni branchements. Nous les appellerons calculs d’évaluation
(généralement sans divisions) ou circuits arithmétiques ( “straight-line programs”). La complexité
séquentielle ou longueur d’un tel calcul d’évaluation sera le nombre d’opérations arithmétiques
qu’il contient. Un calcul d’évaluation peut servir a coder un polyndme a plusieurs variables, cal-
culant sa valeur en un point de A™. Dans ce contexte rappelons brievement les notions suivantes.
Un calcul d’évaluation dans k(x1,...,x,) est une suite 5 = (q1,...,q,) de fonctions rationnelles
de k(z1,...,zy,) (les résultats intermédiaires) telle que pour tout indice i compris entre 1 et w
une des conditions suivantes soit satisfaite :

(a) ¢; est un élément de k ou l'une des variables z1,...,x,

(b) il existe des indices i1 et i compris entre 1 et i — 1 tels que la fonction rationnelle ¢; s’écrive
gi = qi, * iy, oU * est I'une des opérations arithmétiques d’addition, soustraction, multiplication
ou division.

Au calcul d’évaluation  correspond de maniere naturelle un graphe acyclique orienté (directed
acyclic graph = DAG) dont les nceuds sont constitués des indices 1, ..., w. Les arétes sont donnés
de la maniere suivante : chaque application de l'instruction (b) ci-dessus crée deux arétes i; — i
et i9 — 14, et toutes les arétes sont construites de cette maniere. Les noeuds internes du DAG
associé a ( sont ceux qui recoivent au moins une aréte. Le DAG représente § comme circuit :
la longueur du calcul d’évaluation est la taille du circuit (le nombre de ses nceuds internes)
et sa profondeur est la longueur maximale des chemins orientés contenus dans le DAG. Nous
disons que (3 ne contient aucune division par zéro si dans aucune des instructions (b) ou * est la
division la fonction rationnelle ¢;, n’est nulle. Soit g une fonction rationnelle de k(x1,...,z,) ;
nous disons que [ calcule ou représente g si § ne contient aucune division par zéro et si g
est contenu dans les résultats intermédiaires de 5. Nous appelons 3 un calcul d’évaluation ou
circuit arithmétique dans k[x1,...,2;,] si tous ses résultats intermédiaires sont des polyndmes
de k[xy,...,z,]. Nous dirons que 3 ne contient aucune division (ou est sans divisions) si dans
aucune des instructions (b) 'opération * n’est la division.

Nous n’allons considérer en général que des calculs dans k(x1,...,z,) sans divisions : ce sont
des circuits qui peuvent étre considérés comme réseaux arithmétiques sans tests d’égalité ni



branchements. Nous renvoyons a [Stra 72], [vzGa 86], [Sto 89] et [He 89] pour plus de précisions
sur les calculs d’évaluation.

1.2.4 Définition de bonnes bornes de complexité

L’entrée de tous de nos algorithmes incluera des polynémes fi, ..., fs de k[z1,...,z,] de degré
majoré par d > n, donnés par leur écriture dans la représentation dense qui est de taille O(sd™)
(voir 1.2.1). En général, le nombre s de ces polynémes sera majoré par n, ce qui réduira la
taille de leur donnée & O(nd™). De plus, I'entrée d’un algorithme pourra contenir un polynéme
g représenté par un calcul d’évaluation dans k[z1,...,z,] (ou dans k(z1,...,2,)) de longueur
L et profondeur [ (voir par exemple 4.1 et 5.1). Exceptionnellement, ’entrée d’un algorithme
pourra inclure un second polynoéme f, donné par un calcul d’évaluation ou son écriture dans la
représentation dense (voir 4.2 et 4.2.5).

Ainsi, nos algorithmes seront en général des familles de réseaux arithmétiques paramétrées par
les quantités d, s,n ou d, s,n, L,l (rappelons que pratiquement toujours s sera majoré par n).
Dans ce cadre, nous dirons qu’un algorithme est de complexité séquentielle polynomiale en la
taille de ’entrée si le réseau correspondant de parametres d, s, n (respectivement d, s, n, L, 1) ad-
met une complexité séquentielle sOMd9™) (respectivement (Ls)?(Md®(™). Cette terminologie
est justifiée quand on considere la taille O(sd™) (respectivement L + O(sd™)) de notre entrée
fi,--., fs (respectivement f1,..., fs,g) pour la structure de données choisie (la représentation
dense pour f1, ..., fs et la représentation par calcul d’évaluation pour g), puisqu'un polynéme en
O(sd™) (respectivement en L+0(sd™)) est bien un s%) dO) (respectivement un (Ls)O™ dO0).

Un algorithme sera bien parallélisable si la profondeur du réseau est en O(n?log?(sd)) (respec-
tivement en O(nllog sd+ n?log?(sd))). Ceci signifie bien, conformément au sens général, que la
complexité parallele est d’ordre le carré du logarithme de la complexité séquentielle.

La complexité d’un algorithme peut aussi étre mesurée par rapport a la taille de la sortie. Si
celle-ci consiste par exemple en s polynoémes en n variables de degré d" (comme c’est souvent
le cas), donnés par leur écriture dans une représentation dense, la taille de la sortie pour la
représentation choisie est un O(sd'”Q). Un algorithme de complexité séquentielle sOMJO(n?) et
parallele O(n* log? sd) est alors a juste titre polynomial en la taille de la sortie et bien par-
allélisable.

1.3 Des notions un peu plus sophistiquées

Dans I’étude algorithmique des idéaux polynomiaux et des sous-variétés algébriques apparais-
sent systématiquement des polynomes intermédiaires ou des sorties dont le meilleur majorant de
leur degré qu’on puisse avoir est un d°™ ou s@) d9() Nos algorithmes ne font pas exception
(voir par exemple le théoreme et la proposition 5.2). De toute fagon, c’est sans doute inévitable,
des lors par exemple qu'un dévissage par projection est utilisé, comme dans la démonstration
du théoreme 5.1 dont dépendent les résultats de 5.2.

L’usage de la représentation dense ne peut alors que conduire a des complexités polynomiales en
la taille de la sortie. Mais il serait évidemment si agréable de rester dans la meilleure des bonnes
classes de complexités, a savoir polynomiales par rapport a la taille de I’entrée ! La solution ne
peut alors que passer par un changement de la structure de données choisie pour représenter



polynémes intermédiaires et sorties. Mais cela doit s’effectuer de maniére plus subtile qu'un
passage brutal de la représentation dense a la représentation par calcul d’évaluation.

1.3.1 Extension du corps de base et représentation mixte des polynémes

L’idée principale de nos algorithmes consiste a introduire des parametres auxiliaires. Le role de
ces parametres est en général joué par certaines des indéterminés z, . .., z,, par exemple comme
dans 4.2 par les r premieres, ou r est la dimension de la variété algébrique définie par fi,..., fs.
Nous remplacerons alors provisoirement le corps de base k par I'anneau A := k[xy,...,z,] ou
le corps K := k(x1,...,2,). Les résultats intermédiaires de nos algorithmes représentent des
polynémes considérés comme dépendant de variables principales (les variables x,1, ..., x, dans
notre cas) a coefficients eux-mémes des polynomes ou des fonctions rationnelles en les parametres
(x1,...,z, dans notre cas). Par rapport aux variables principales les polynémes sont codés par
leur écriture dans la représentation dense, mais les polynémes ou fonctions rationnelles coeffi-
cients sont eux-mémes représentés par des calculs d’évaluation.

Nos algorithmes exécutent alors des opérations arithmétiques (en général sans divisions) et des
comparaisons dans la k-algebre des coefficients, des polynéomes de A = k[xi,...,z,] si nous
prenons ’exemple de 4.2. Le point essentiel pour la complexité de cette nouvelle arithmétique
va résider dans ces comparaisons, et plus exactement les tests de nullité et non-nullité. Ces tests
doivent étre exécutés lors de spécialisations des parametres en des valeurs appropriées de k, mais
bien sur sans donner lieu a des annulations. Ainsi, tous les algorithmes pourront étre réalisés
par des réseaux sur le corps de base k (voir aussi [He-Sie 81], [Ka 88], [He-Gi 91], [He-Gi-Sa 91]
pour 'utilisation de cette représentation des polynomes en calcul formel).

Dans le cas d’une caractéristique positive p, nous aurons aussi a envisager ’extraction de racines
)

P dans la k-algebre des polyndémes en les parametres. Pour une discussion détaillée de cette

question nous renvoyons le lecteur & [Gi-He 91], paragraphe 2.1.

Voyons maintenant comment traiter la question cruciale des comparaisons. Nous nous ap-
puyerons de maniére essentielle sur un résultat de Heintz-Schnorr [He-Schn 82] dont nous rap-
pellerons 1’énoncé précis dans le paragraphe 2.1, qui aboutit a :

Test de nullité polynomiale : Soient n, L, trois entiers strictement positifs. Il existe un
réseau arithmétique sur k de taille O(L(L+n)?) et de profondeur O(1) qui vérifie la nullité d’un
polynome de k[xy, ..., x,] donné par un calcul d’évaluation dans k[z1,...,x,| sans divisions, de
longueur et de profondeur respectivement majorées par L et .

1.3.2 Les modeles de complexité non uniforme et probabilistes

La construction des réseaux arithmétiques décrivant nos algorithmes, a commencer par le test
ci-dessus, dépend du choix judicieux de certaines opérations constantes, c’est-a-dire de certains
éléments de k (provenant d’ensembles dits questeurs, voir 2.1) qui parametrent 1’algorithme.

Traitons d’abord le cas du test 1.3.1. La sélection de ces ensembles de constantes peut bien
sur se faire a chaque fois algorithmiquement, mais a un cout relativement élevé. Cependant,
ces ensembles ne dépendent que des quantités n, L, [, mais pas du tout du polynoéme d’entrée
lui-méme. Il serait dommage de ne pas tirer parti de ce fait en considérant donc que, pour un
triplet n, L, fixé, nous en avons déterminé un une bonne fois pour toute par une préparation



préalable (preprocessing), dont le colit n’a pas a intervenir dans un calcul particulier. En quelque
sorte, nous considérons qu’il est réparti sur toutes les entrées possibles. En ce sens, nous dirons
que cet algorithme de test est non uniforme.

Maintenant plus généralement, nous donnerons pour chacun de nos algorithmes définis en 1.2.4
une description non uniforme en démontrant pour chaque triplet d, s, n (ou d,s,n,L,l ou
d,n,L,l,degg) lexistence d’un réseau arithmétique qui résoud une certaine tache en temps
séquentiel s9M) g9 (ou (Ls)PM @O ou (L deg g)®™M) d°™). Le temps parallele utilisé sera
d’ordre (nlogsd)®® ou (Inlogsd)®M) ou (Ilog(deg g)nlogd)?M). Cette démonstration sera
toujours constructive, mais dans ce modele non uniforme le cotit lui-méme de cette construction
n’est pas compté.

Enfin, venons-en aux modeles probabilistes, en 'illustrant d’abord sur ’algorithme de test 1.3.1.
Le choix des ensembles questeurs peut se faire de maniere aléatoire, selon [He-Schn 82], Theorem
4.4. Ceci implique que le réseau arithmétique introduit précédemment pour tester la nullité
polynomiale, puis tous les autres, peuvent étre construits par un algorithme probabiliste, mass
malheureusement avec une certaine probabilité d’erreur (néanmoins uniformément majorée par
un rationnel strictement inférieur a %, voir le corollaire 2.1). Ceci dit, nous observerons que
cet algorithme probabiliste est d’'un type plus agréable que le banal Monte Carlo, puisque c’est
seulement la réponse positive qui est entachée d’erreur. Nous qualifierons dans la suite d’aléatoire
( “randomized”) un algorithme probabiliste vérifiant une telle condition.

Tout ceci se transmet aux algorithmes envisagés dans 1.2.4, dont la version probabiliste sera
généralement aléatoire. Les temps séquentiels et paralleles de déroulement de nos algorithmes
deviennent alors des variables aléatoires dont I’espérance mathématique est du méme ordre que
les complexités non uniformes. Enfin la borne supérieure de complexité uniforme et déterministe,
obtenue en examinant de maniere exhaustive tous les ensembles candidats au statut de ques-
teurs, atteint s©(1) dom?).

Evidemment, nous voudrions obtenir des résultats plus forts avec des algorithmes probabilistes
de type Las Vegas. Expliquons cette notion toujours sur ’exemple du test 1.3.1. Un algorithme
de décision probabiliste de type Las Vegas dépend de certains parametres qui sont choisis de
maniere aléatoire. Dans notre cas, ce choix correspond a la sélection d’un ensemble questeur.
Les réponses possibles sont au nombre de trois : acceptation ou rejet de 'entrée, et échec. La
probabilité d’échec doit étre strictement inférieure a % ; par contre, si le test accepte ou rejette
une entrée, il ne commet pas d’erreur, et I’entrée se trouve dans ou en dehors de I’ensemble a
décider, selon le cas. Ainsi, pour nous résumer, un test probabiliste de type Las Vegas possede
une probabilité d’erreur nulle, tandis que sa probabilité d’échec est strictement majorée par %
Le temps nécessaire au test pour arriver a une réponse définitive d’acceptation ou rejet devient
une variable aléatoire avec une certaine espérance mathématique. Par contre, un algorithme
aléatoire accepte ou rejette une entrée. En cas de réponse positive, la probabilité d’erreur est
strictement majorée par %, tandis qu’un rejet est toujours correct (probabilité d’erreur réduite a
zéro). Les notions d’algorithmes probabilistes aléatoires et de type Las Vegas peuvent étre trans-
portés sans problemes aux algorithmes probabilistes dont la sortie consiste en des polynomes ou
fonctions rationnelles, et dont le déroulement dépend de certaines décisions. La méme termi-

nologie sera alors employée.

Dans le travail présenté ici, le lemme 3.4 et la proposition 4.2 sont cruciaux. De la technique
utilisée dans leur démonstration, basée sur les résultats de complexité de [Gi-He 91]), nous voyons



immédiatement que la version probabiliste des algorithmes sous-jacents est de type aléatoire.
Ceci se vérifie aussi dans la preuve des théoremes 5.1 et 5.2 oli nous utilisons de maniere répétée
les algorithmes [Gi-He 91], 3.5 et 3.7.2 (voir 2.3) calculant la dimension d’une variété algébrique
et mettant les variables en position de Noether. Nous n’avions donné dans le travail cité qu’une
version non uniforme, néanmoins les preuves s’adaptent parfaitement au modele probabiliste
des algorithmes aléatoires. Il serait souhaitable de trouver pour tous ces algorithmes de base
une version Las Vegas (ce qui entrainerait d’ailleurs immédiatement la version probabiliste Las
Vegas de 'ensemble des résultats présentés ici). Toute la question est la ...

Rappelons enfin que tout résultat de complexité pour les modeles probabilistes aléatoire ou
Las Vegas entraine le résultat correspondant pour le modeéle non uniforme (voir [Ba-Di-Ga 88|,
Corollary 6.4 et Corollary 6.6, au chapitre 6 duquel nous renvoyons plus généralement pour plus
de détails sur les notions d’algorithmes probabilistes).

1.4 Enoncé des résultats principaux

Ce travail apporte une contribution aux conjectures affirmant que ’appartenance d’un polynéme
a un idéal de k[xq,...,z,] définissant une intersection complete et la trivialité d’un idéal de
klxi,...,z,] (c’est-a-dire 'appartenance de 1) peuvent étre décidées en temps séquentiel uni-
forme polynomial en la taille de Ientrée. Avec les précisions sur les structures de données
employées pour les entrées/sorties explicitées dans 1.2.4, ces conjectures sont démontrées sous
une forme généralisée, mais pour les modéles non uniforme et probabiliste dans 4.1, 5.1 et 5.2.
La généralisation consiste en ce que nous ne nous limitons pas a un simple test d’appartenance
d’un polynéme mais que nous donnons aussi, en cas de réponse positive, une représentation
de ce polynéme comme combinaison k[xi,...,zy]-linéaire des générateurs de l'idéal. Cette
représentation est (quasi)-optimale dans le sens que sa taille est polynomiale (ou non loin de
létre) en la taille de 'entrée mesurée par les parametres introduit dans 1.2.4. Néanmoins ce
résultat reste insatisfaisant du point de vue pratique et intuitif parce que la taille de la sortie
contient un terme exponentiel en le nombre de variables du probleme. Au vu des évidences
obtenues dans [He-Mo 92|, nous soupgonnons malheureusement que ce caractere exponentiel
est foncierement intrinseéque a tous les problemes géométriques et algébriques de 1’élimination
algorithmique.

Formulons maintenant les deux résultats de complexité capitaux de ce travail :

Théoréme 1 : Soient fi,...,fs des polynomes de klxi,...,x,] de degré majoré par d > n,
représentés par leur écriture dense, et possédant la propriété suivante : pour tout indice i com-
pris entre n — s et n — 1, les polynémes f1,..., fn_i définissent une variété V; intersection
compleéte réduite de dimension i. Soit g un polynome de k[z1,...,x,] représenté par un calcul
d’évaluation (B dans k[z1,...,x,] qui ne contient aucune division. Soient L la longueur et [ la
profondeur du calcul 3.

Alors il existe un réseau arithmétique sur le corps de base k de taille L' := L%(degg)?d®™
et de profondeur I' := O(1?log(deg g)n" log* d) qui décide si le polynéme g appartient & lidéal
(f17"'7f8)'

Si c’est le cas, le réseau construit un calcul d’évaluation (' dans k[xy,...,xz,] de longueur
(L deg g)2d®™ et de profondeur O(I?log(deg g)n" log* d), ne contenant aucune division et qui
représente des polynomes pi,...,ps vérifiant les propriétés suivantes :



“g=pifit+-+psfs
—le degré des py,...,ps est d’ordre (degg)d©™.

Enfin il existe un algorithme de type aléatoire qui construit le réseau ci-dessus en temps séquentiel
et paralléle du méme ordre que L' et .

Théoréme 2 : Soient fi,..., fs des polynomes de k[x1,...,x,] de degré majoré par d > n et
représentés par leur écriture dense. Alors il existe un réseau arithmétique sur le corps de base
k de taille L := s dOM) et de profondeur | := O(n?log? sd) qui décide si lidéal (fy,..., fs)
est trivial. Si c’est le cas, le réseau produit un calcul d’évaluation dans k[z1,...,x,| de longueur
O qOM) ef de profondeur O(n? log? sd), ne contenant aucune division, et qui représente des
polynémes pi, ..., ps de degré d’ordre dO™ vérifiant 1 = pifi+ -+ psfs. Enfin ce réseau peut
étre construit par un algorithme probabiliste de type aléatoire en temps séquentiel du méme ordre
que L et paralléle un peu supérieur en O(n'? log? sd).

Le Théoréme 1 traite le probleme de la division par un idéal de k[x1, ..., x,], si ce dernier définit
une intersection complete réduite, du point de vue du degré et de la complexité ; tandis que le
Théoreme 2 considere le probleme de 'obtention en général de I'identité de Bézout.

Les deux résultats affirment l'existence des polynomes quotients pi,...,ps de degré et com-
plexité séquentielle essentiellement un d°(. Rappelons d’abord que les meilleures bornes de
degré et de complexité connues avant 1987 étaient de caractere doublement exponentiel en n.
Ces bornes étaient déduites d’un résultat contenu dans [Her 26] pour le probleme plus général
de 'appartenance d’un polynome donné a un idéal arbitraire.

Dans le cas général les bornes de [Her 26] sont optimales (voir [Ma-Me 82]), mais certainement
pas dans les circonstances particulieres que nous considérons ici. En effet, des bornes de degré
et de complexité séquentielle simplement exponentielles en n sont une conséquence des Null-
stellensétze affines effectifs [Bro 87], [Ca-Ga-He 88], [Ca-Ga-He 89], [Ko 88] et [Ca-Gu-Gu 91],
[Di-Fi-Gi-Se 91], [Be-Yg 90], [Am 89] (voir aussi [Phi 88], [Fi-Ga 90], [Sa-So 92] et [Du 93] pour
des preuves élémentaires). Les meilleures bornes de degré dans les Nullstellensétze mentionnés
sont de type d" et les bornes de complexité séquentielle qui en découlent sont de type dom?),
Les algorithmes sont uniformes. Les bornes de degré sont optimales & cause du théoréeme de
Bézout et les bornes de complexité le sont aussi si I’on représente les polynémes de la sortie par
leur écriture.

Ceci nous a conduit & chercher a améliorer ces bornes de complexité en changeant la structure
de données utilisée pour représenter les polynémes de sortie. Ce probleme a été abordé dans
les papiers [Gi-He 91] et [Gi-He-Sa 93] qui s’appuient sur une représentation des polynémes par
calcul d’évaluation.

Nous démontrons dans [Gi-He 91] que la trivialité de 'idéal engendré par fi,..., fs peut étre
décidée en temps séquentiel non-uniforme (ou aléatoire) sPM o) ce qui constitue une amélio-

ration significative par rapport a [Di-Fi-Gi-Se 91] ou ce cott (pour le modele uniforme) est un
0(1) O(n?)
s .

Dans [Gi-He-Sa 93] nous prouvons que si I'idéal engendré par f,..., fs est trivial, il existe des
polynomes p1, ..., ps de degré dOon?) représentés par un calcul d’évaluation 3 dans k(z1, ..., z,)
(contenant des divisions) tels que 'égalité 1 = p; f1 + ...+ psfs soit satisfaite et tels que la taille



de 3 soit un s°Md°™  Comme le degré des p1,...,ps est d’ordre dO("Q), il n’est pas possible
d’éliminer les divisions dans § sans augmenter la taille du nouveau calcul d’évaluation jusqu’a
so(l)do(”Q), ce qui n’est pas mieux que le résultat de [Di-Fi-Gi-Se 91]. C’est ce défaut du résultat
principal de [Gi-He-Sa 93| qui est corrigé dans le Théoréme 2.

En ce qui concerne le Théoreme 1, signalons que la complexité séquentielle uniforme obtenue
dans [Di-Fi-Gi-Se 91] est d’ordre (max{d,degg})°™*). Le Théoreme 1 représente donc une
amélioration significative de ce résultat.

Finalement annongons que des versions analogues des Théoréemes 1 et 2 pour le modele de la
complexité booléenne ont été obtenues récemment par T. Krick et L. M. Pardo [Kri-Par 93]. Ce
dernier progres n’est pas seulement significatif du point de vue informatique (puisque le modele
booléen est plus réaliste que le modele purement algébrique que nous utilisons ici), mais encore
plus pour ses conséquences en théorie arithmétique de I’élimination et en géométrie diophanti-
enne. Ainsi sont redémontrés de maniere tout-a-fait élémentaire les résultats arithmétiques
principaux de [Be-Yg 90] et [Be-Yg 91]. T. Krick et L. M. Pardo obtiennent aussi un nouveau
résultat sur les hauteurs des polynomes qui interviennent dans la division par un idéal intersec-
tion compléte de Q[z1,...,z,]. Ces bornes ont aussi été trouvées par une méthode différente
par M. Elkadi [El 93].

2 Rappels

Soient x1,...,xy et ty,...,t, deux jeux d’indéterminées sur k.

2.1 Test probabiliste de nullité de polynomes donnés par calcul d’évaluation

Les algorithmes que nous allons décrire dans ce travail utilisent de maniere essentielle un test
probabiliste de non-nullité de polynémes donnés par un calcul d’évaluation.

Soient &, L et [ trois entiers strictement positifs. Nous définissons ’ensemble W (d,n, L) con-
stitué des polynomes de k[t1,...,t,], de degré au plus d, qui peuvent étre évalués par un circuit
arithmétique dans k(t1,...,t,) de taille au plus L. Posons m := 6(L + n)(L + n + 1), et con-
sidérons des ensembles éventuellement ordonnés v := {71,...,%n,} de m points de k™. Suivant
une jolie terminologie due a [Hen-Mer 87|, 7.2 nous appellerons un tel ensemble questeur pour
W(d,n, L) s'il satisfait a la propriété suivante : tout polynome de W (d,n, L) qui s’annule sur les
points de 7 est en réalité identiquement nul. Comme dans [Gi-He 91], 2.2 nous l'utiliserons pour
exprimer en francais (chatié, mais non recherché, comme il se doit) la locution anglaise correct
test sequence originellement introduite dans article [He-Schn 82], Theorem 4.4. (échappant
ainsi au fumet plutot basique d’une traduction littérale ... mais pourquoi ’humanité a-t-elle été
privée de la merveilleuse terminologie “einwandfreie Priifungsfolge ! 7 [voir Effective Methods
in Algebraic Geometry, Proc. Intern. Conf. MEGA 90, Castiglioncello 1990, T. Mora and C.
Traverso eds. Progress in Mathematics 94, Birkhauser (1991) p. viii]).

Proposition ([He-Schn 82|, Theorem 4.4) : Avec les notations ci-dessus, firons-nous un sous-
ensemble T' de k de cardinal #T' = 2L(5 + 1)2. Appelons 7(6,n, L,T') le sous-ensemble de k™™
formé des ensembles questeurs pour W (d,n, L) dont les points n’ont que des coordonnées dans
I (autrement dit T est un sous-ensemble de T™™ ). Alors l'inégalité suivante est vraie :

(#D)"™(1 — (#I') "6 ) < #7(0,n, L, T)

m
6



Nous renvoyons a ’article cité pour la démonstration de cette proposition, que nous utiliserons
sous la forme de I’énoncé suivant (comparer a [Gi-He 91], 2.2 et [Gi-He-Sa 93], 1.2.3 )

Corollaire : I existe un réseau arithmétique sur k de taille O(Lm) = O(L(L + n)?) et de pro-
fondeur O(l) qui vérifie la nullité d’un polynome de k[ty, ..., t,], donné par un calcul d’évaluation
sans divisions dans klt1,...,t,] de longueur et profondeur respectivement majorées par L et
l. Le réseau ci-dessus peut étre construit par un algorithme probabiliste en temps séquentiel
O(L(L + n)?) et paralléle O(l) avec une probabilité d’échec au plus (2L (2" 4 1)2)~EAn)(Ltnt1)
majorée uniformément par e = mﬁ'

Démonstration : Soit § := 2!. Observons que tout polynéme qui peut étre représenté par un
calcul d’évaluation dans k[t1,...,t,] de profondeur au plus [ a un degré majoré par §. Choi-
sissons un sous-ensemble I de k de cardinal #I' = 2L(§ + 1) (sans probleme, puisque k est
infini). Comme tous les entiers introduits sont strictement positifs, ce cardinal est trivialement
minoré 8, et m par 36. La proportion d’ensembles ordonnés non questeurs dans I'™™, au plus
(#I‘)_% par la proposition précédente, est donc majorée par ¢ = m. Ceci prouve d’une
part qu'il existe des ensembles questeurs pour W (9, n, L) dans I, et d’autre part quun choix
aléatoire d’un vy dans I’ensemble '™ n’a qu’une probabilité au plus € de ne pas conduire & un
tel ensemble questeur.

Soit donc v = (y1,...,%vm) un ensemble questeur pour W (d,n, L) ; considérons maintenant un
polynéme g de k[ty, ..., t,], donné par un circuit arithmétique 3 dans k[ty, . .., t,] sans divisions.
Supposons que la longueur de § soit majorée par L et que de plus sa profondeur soit majorée
par | (donc g est un élément de W (d,n,L)). Pour tester la nullité de g, il suffit de calculer
la suite des valeurs (g(71),...,9(7m)), ce qui peut se faire par un réseau arithmétique sur k
de taille O(mL) et de profondeur O(l) (puisque 3 ne contient par hypotheése aucune division).
Notons que le construction de ce réseau ne dépend que des parametres d,n, L,[ et surtout pas
du polynoéme ¢ ou de son calcul 5. En d’autres termes, au prix d’'une préparation préalable
qui consiste en la recherche d’un ensemble questeur, nous pouvons vérifier en temps séquentiel
O(L(L + n)?) et paralléle O(I) si notre polynéme g est identiquement nul, cfqd.

Enfin, & cause de la probabilité d’erreur non nulle € sur le choix d’un ensemble questeur, I'algo-
rithme probabiliste correspondant n’est malheureusement pas du type Las Vegas. Nous obtenons
ainsi un algorithme aléatoire qui vérifie en temps cubique en L et n, et linéaire en [ la nullité
d’un polynéme donné par un calcul d’évaluation sans divisions dans k[ti,...,t,]| de longueur L
et profondeur [. L’algorithme peut se tromper quand il affirme la nullité d’un polynéme d’entrée,
avec une probabilité d’erreur bornée par . Mais une réponse négative (non-nullité du polynome
d’entrée) n’est jamais entachée d’erreur : elle est toujours correcte. Néanmoins nous n’appli-
querons la proposition et son corollaire que dans des circonstances ou I’évaluation des polynoémes
apparaissant comme résultats intermédiaires est possible dans le temps prescrit, ce qui rendra
les algorithmes probabilistes dérivés de type aléatoire (voir [Gi-He 91], 2.2 et [Gi-He-Sa 93], 1.2.3
pour une discussion plus détaillée).

2.2 Elimination des divisions (Vermeidung von Divisionen)

Proposition : Soient L,l,n et § des entiers strictement positifs. Supposons § < 2'. Il existe
un réseau arithmétique de taille O(L3n26?) et de profondeur O(llogd) qui opére sur les calculs
d’évaluation dans k(ty,...,t,) comme suit :
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Soit B un calcul d’évaluation dans k(ti,...,t,), de longueur et profondeur respectivement ma-
jorées par L et I, représentant un polynome g de kl[ti,...,t,] de degré au plus §. Alors le
réseau arithmétique transforme le circuit B en un circuit 3* dans k[ty, ..., t,] sans divisions.
La longueur de 3* est d’ordre O(L6?), sa profondeur d’ordre O(llogd), et sa construction peut
étre effectuée par un algorithme probabiliste de type Las Vegas en temps séquentiel O(L3n%5?)
et paralléle O(llogd).

Démonstration : Remarquons d’abord qu'une version non uniforme et séquentielle de cette
proposition se trouve dans [Stra 73|, Satz 2 et sa preuve. Nous nous contenterons ici d’indiquer
comment modifier cette preuve pour inclure les aspects de complexité parallele et probabiliste.

Considérons donc un calcul d’évaluation 5 dans k(t1, . .., t,) représentant un polynéme g. Ce cal-
cul est de la forme 5= (q1,...,qu), OU q1, . .., ¢, sont des fonctions rationnelles de k(t1,...,t,)
constituant les résultats intermédiaires de 8. Sans restriction de généralité, nous pouvons sup-
poser que le nombre w des résultats intermédiaires est majoré par L + n + 1 et que g, est
égal a g. Ce calcul ne contient aucune division par zéro, ce qui veut dire que s’il exécute
une division par un résultat intermédiaire q;, la fonction rationnelle ¢; n’est pas nulle. Pour
tout indice ¢ compris entre 1 et w, nous allons maintenant réécrire chaque ¢; comme un couple

numérateur /dénominateur (¢}, ¢) de polynémes dans k[ty,...,t,], de degré au plus 2! et avec
¢/ non nul. De plus, les polynoémes ¢}, q7,...,q.,, ¢, forment les résultats intermédiaires d’un

calcul d’évaluation (31, de longueur et profondeur respectivement majorés par 4L et 2, produit a
partir de 3 par un algorithme (uniforme) en temps séquentiel O(L) et parallele O(l), comme suit :

Le premier g; est soit une constante de k soit I'une des variables ¢1, ..., ¢, : nous posons ¢} := ¢
et ¢f := 1. Soit maintenant 7 un indice compris entre 2 et w. Supposons que les fonctions
rationnelles qi,...,¢—1 soient déja réécrites en couples (¢, q)),...,(¢i_1,q/ ). Si ¢; est une
constante de k ou l'une des variables ti,...,t,, nous posons comme auparavant g, := ¢; et
¢/ := 1. Sinon, la fonction rationnelle ¢; est de la forme ¢; = ¢;, * ¢, ol i1 et iz sont des indices
compris entre 1 et ¢ — 1 et * est une opération arithmétique. Si * est I’addition ou la soustrac-

s /. / /! / /! . "1 L : : 3

tion, nous posons ¢; = ¢;, q;, * ¢;,9;, €t ¢; = ¢;,q,- Si ™ est la multiplication, nous posons
! . / / "o "N LS ot ! . / ! "o !
4 = q;, G, et ¢ = q;,q;,- Enfin si * est la division, nous posons ¢; := ¢;,q;, et ¢; = q; q;,-
Nous vérifions immédiatement que les polynémes ¢}, 47, ..., q.,, g, ont les propriétés requises et
qu’ils peuvent étre évalués par un circuit 4; dans k[tq, ..., t,], sans divisions, de longueur et de

profondeur respectivement 4L et 2]. Aucun polynéme dénominateur ¢/ (1 < i < w) ne peut étre
nul, puisque par définition le calcul 8 ne contient pas de division par zéro. Observons que les
égalités g = qy et qu = % entrainent qu’au prix d’une seule division terminale, nous pouvons
prolonger le circuit #; pour obtenir comme résultat final le polynéme g.

Pour nous résumer, nous pouvons supposer sans restriction de généralité que le calcul d’évaluation

B =1(qi,...,qu) satisfait aux conditions suivantes :

— sa longueur et sa profondeur sont respectivement majorées par 4L + 1 et 2] + 1,

— le sous-calcul (q1,...,quw—1) s'exécute dans klti,...,t,] et ne contient aucune division,
~ quw—1 est non nul, et g est égal & ¢, = Z"“:f,

— le degré des polynémes qi,. .., ¢, et en particulier § sont majorés par 2.

Choisissons maintenant un sous-ensemble I' de k de cardinal 8L(1 + 2/)? (ce qui est possible
en raison de I'hypothese de non-finitude de k). Vu les caractéristiques du polynéme ¢,,—1 rap-
pelées ci-dessus, nous pouvons en appliquant la proposition et le corollaire 2.1 trouver dans

11



I'™ un point ~ n’annulant g,_1, par un algorithme probabiliste du type Las Vegas en temps
séquentiel O(L(L +n)?) et parallele O(1). Sans restriction de généralité, nous pouvons supposer
que ce point v est 'origine (0,...,0), et que la valeur de ¢,_1 en ce point est 1. Pour simpli-
fier les notations nous écrirons q,,—1 := 1 — r, ou r est maintenant un polynoéme qui s’annule
a lorigine. Calculons ensuite a partir de q,,_1 les puissances successives de r, les polynémes
ro =19 =1,... T =l s = r9. Cette tache peut étre exécutée par un circuit dans
k[ti,...,ty], sans divisions, de taille et de profondeur respectivement majorées par ¢ + 1 et
2logd + 1. Finalement, les polynomes qu,—2,79,-..,7s peuvent étre représentés par un calcul
d’évaluation B2 dans k[t1,...,t,], sans divisions, de taille et de profondeur respectivement ma-
jorées par 4L 4+ d 4+ 2 et 2(I + logd) + 1. Ce calcul B2 peut étre construit a partir de § par un
algorithme probabiliste du type Las Vegas en temps séquentiel O(L(L + n)? + §) et parallele

O(l +log ).

Interprétons maintenant les polynémes qi, ..., quw—1,qw, 70, - --,7s comme des éléments de la k-
algebre de séries formelles k[[t1,...,ty]] : qw—1 devient une unité, et son inverse est la série
1+3,507". Etant donné une série quelconque g de k[[t1, ..., ]| et un entier strictement posi-
tif v, nous noterons ¢*) sa partie homogene de degré v, qui est un polynoéme de klt1,...,t,].
De la preuve de [Stra 73], Satz 2 nous déduisons immédiatement que nous pouvons transformer
en temps séquentiel O(Ld?) et parallele O(llog §) le circuit B2 en un calcul 83 dans k[tq, .. ., ty)],
sans divisions, qui pour tout indice v conpris entre 0 et § évalue les polynémes homogenes
qf,(ul'), r(()l’), .. ,rgy). La longueur et la profondeur de 33 sont d’ordre O(Lé?) et O(llogé). Main-
tenant de I'égalité dans k[[t1,. .., t,]]

9=qu-ao(l—7)"" =qua(l+ > r*)

n>0
nous déduisons pour tout v compris entre 0 et § I’égalité dans k[t1,. .., t,)
g =yt Y > auy i

0<p<s  0<w1,0<wn 1 +vo=v

Comme le degré de g est au plus §, nous obtenons ce polynéme comme somme de ses parties
homogenes de degré au plus 4, et donc nous le représentons par un calcul d’évaluation (*
dans k[t1,...,t,], sans divisions, de longueur et de profondeur d’ordre O(Ld#?) et O(llogé). 1l
s’obtient a partir de 8 par un algorithme probabiliste du type Las Vegas en temps séquentiel
O(L(L +n)? + L§?) = O(L3n?5?) et parallele O(llog §), cqfd.

2.3 Normalisation de Noether effective

Dans ce paragraphe, conformément aux notations de base introduites en 1.1 et 1.2.1, soient
f1, f2y--., fs des polynémes non constants de k[z1,...,x,], de degré majoré par d > n. Ils
seront supposés donnés par leur écriture dans la représentation dense, qui est donc de taille
O(sd™). Soit V.= {f1 =0,...,fs = 0} la sous-variété algébrique de A™ qu’ils définissent, de
dimension dim V' = r. Comme ils sont non nuls, cette dimension est comprise entre —1 et n — 1.

Rappelons d’apres [Gi-He 91], 3.5.1 la terminologie suivante. Supposant que la dimension r soit
positive ou nulle. Nous dirons que les variables x1,...,x, sont libres par rapport a la variété
V si lintersection dans k[z1,...,x,] de k[z1,..., 2] et de (f1, fo,..., fs) se réduit a (0). Les
variables 1, ..., x, seront dites en position de Noether par rapport a V si les r premieres sont
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libres par rapport & V et si 'homomorphisme canonique

klxy, ...,z — klz1, ..., zn)/(f1,- -, fs)

est une extension entiere d’anneaux. Avec ces conventions nous avons le résultat suivant :

2.3.1 Proposition :

(voir [Gi-He 91], Théoremes 3.5 et 3.7.2 ; [Gi-He-Sa 93], Proposition A)

Il existe un réseau arithmétique sur k de taille s°) dOM) et de profondeur O(n? log? sd) qui
exécute les taches suivantes :

— il détermine la dimension r = dimV de la variété définie par fi,..., fs.

— il calcule une n X n-matrice M de changement de variables a coefficients dans k telle que,
Si Y1, .-, Yn Sont par définition les nouvelles variables, elles soient en position de Noether par
rapport a V.

En fait, les coefficients de cette matrice non singuliére peuvent étre choisis dans un sous-ensemble
de k qui ne dépend que des parameétres d, s,n, qu’on peut se fixer a priori et arbitrairement sous
réserve que son cardinal soit assez grand (d’ordre sO() 40 ),

Le réseau ci-dessus peut étre construit par un algorithme probabiliste de type aléatoire en temps
séquentiel s° dO) et paralléle O(n?log? sd).

L’existence du réseau en question est démontré dans [Gi-He 91], Théoremes 3.5 et 3.7.2. Le fait
qu’il puisse étre construit par un algorithme probabiliste aléatoire dans le temps prescrit découle
immédiatement des propositions citées en appliquant I'outil technique [He-Schn 82], Theorem
4.4 dans sa version probabiliste (voir 2.1).

2.3.2 Définitions

Supposons pour le moment que V' soit non vide (c’est-a-dire r > 0) et que les variables x1, ..., z,
soient en position de Noether par rapport a V', les r premieres étant libres. Fixons alors pour
ce paragraphe et ses deux successeurs les notations suivantes : appelons respectivement A

lalgebre k[xq,...,z,] et K son corps de fractions k(z1,...,x,). Rappelons que nous noterons
(fi,..., fs) 'idéal engendré par fi,..., fs indifféremment dans A[x,y1,...,2,] = k[z1,..., 2]
ou K[xy41,...,xy]. Les algébres quotients correspondantes seront notées B et B’ :

B = Alzrs1,-. o xn)/(fiy o fs) = klx, - xn)/(fiy oo fs)

B = Klxeg1,..,xn]/(f1, .o fs) = k(x1, oo me)[@ert, - xn]/(f1y -5 fs)

Le morphisme canonique A — B est injectif et constitue une extension entiere d’anneaux.
L’algebre B devient donc un A-module de type fini. Parallelement, B’ devient une K-algebre
de dimension finie. Notons D sa dimension, qui est strictement positive vu notre hypothese sur
V.

Si les polynoémes fi,. .., fs forment une suite réguliere de k[z1, ..., x,], B est un A-module libre,
donc plat (voir une démonstration de ce fait bien connu par exemple dans [Gi-He-Sa 93] Lemma
3.3.1 et Corollary 3.3.2). Son rang est D. Et si de plus l'idéal engendré par fi,..., fs dans
klx1,...,z,] est radical, les k-algebres B et B’ sont réduites et on déduit des différentes versions
de I'inégalité de Bézout les majorations D < degV < d"™ (voir par exemple [He 83], Theorem 1
et [Ca-Ga-He 89|, Proposition 5 ou [Fu 84], Example 8.4.6).
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Enfin nous noterons  : k[ry,...,7,] — B et : K[zy41,...,2,] — B’ les morphismes de
projection canoniques.

2.3.3 Diverses notions de complexité

Soit maintenant h un polynéme de k[z1,...,x,] = Alxy41,...,2y]. Dans les sections 3.2, 3.4 et
4.2, nous allons utiliser le fait que h peut étre codé par son écriture dans la représentation dense
d’une part comme polynéme en les variables z1,...,z, (vecteur de ses coefficients éléments de
k) et d’autre part comme polynéme en les variables x,41,...,2, (vecteur de ses coefficients
éléments de A ou de K'). Dans la section 4.2 nous considérerons aussi le codage de h par un cal-
cul d’évaluation 3 (avec ou sans divisions) dans K[z,41,..., %], en lui associant quatre mesures
différentes de complexité, suivant que le corps de base est k ou K, et le déroulement séquentiel
ou parallele.

Si k est le corps de base, nous appellons suivant 1.2.3 taille ou longueur, complexité séquentielle
ou temps de déroulement séquentiel de (3 le nombre de noeuds du circuit correspondant aux
opérations arithmétiques d’addition, soustraction, multiplication et division dans K[z,41, ..., xy).
Observons que les noeuds correspondant au choix d’une des variables z1, . . ., 2, (nceuds d’entrées)
ou d’une constante de k sont ignorés dans cette mesure de complexité. Parallelement nous
définissons la profondeur, complexité paralléle ou temps de déroulement paralléle du circuit le
nombre maximal de nceuds correspondant a des opérations arithmétiques contenus dans un sous-
chemin de S.

En prenant maintenant K comme corps de base, nous obtenons les notions correspondantes non
scalaires. La longueur non scalaire (par rapport a K) est le nombre de noeuds qui ne corres-
pondent pas a l'introduction de variables ou d’éléments de K comme opérations constantes,
ou des opérations K-linéaires (addition, soustraction, multiplication par un élément de K et
division par un élément de K). Les autres opérations effectuées par le circuit, qui dans toutes
nos applications seront uniquement des multiplications dans K[x,41,...,z,] par des éléments
non contenus dans K, seront considérées comme non scalaires. La profondeur non scalaire du
circuit (par rapport a K) est le nombre maximal de nceuds correspondant a des opérations non
scalaires contenus dans un sous-chemin. Observons qu’en particulier les nceuds correspondant a
des opérations effectuées dans K ne contribuent ni a la longueur ni a la profondeur non scalaires.
Pour plus de précisions sur cette notion de complexité non scalaire nous renvoyons le lecteur
a [Gi-He-Sa 93], section 3.4. La complexité séquentielle de la fonction h est le minimum les
longueurs de tous les circuits qui représentent (c’est-a-dire évaluent) h. La complexité parallele
de h, ainsi que ses complexités séquentielle et parallele non scalaires se définissent de maniere
analogue.

Dans les sections 3.4 et 4.2 nous allons considérer des D x D-matrices a coefficients dans A ou
K. Notons AP*P la A-algebre des D x D-matrices a coefficients dans A et KP*P la K-algebre
des D x D-matrices & coefficients dans K. Soit M une matrice de AP*P ou plus généralement
de KP*P : son déterminant sera noté det M. Nous dirons qu’un calcul d’évaluation dans K ou
A représente M s’il évalue tous ses coefficients. De méme, la complexité séquentielle ou parallele
de M sera celle de tous ses coefficients. Si M est a coefficients dans A le degré maximal de ses
coefficients sera appelé son degré et noté deg M (voir aussi [Gi-He-Sa 93], section 3.4).
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2.3.4 Définition de la complexité convenable

Donnons-nous une famille de polynémes de k[z1, ..., x,]| paramétrée par d et n (entiers stricte-
ment positifs). Nous dirons que le degré de cette famille est convenable s’il est d’ordre dom).
S’il s’agit d’une famille de matrices a coefficients dans k[x1, ..., zy], son degré sera convenable
s’il vérifie la méme propriété. Nous dirons que la complexité d’une famille de polynémes est con-
venable s’ils sont représentables par des calculs d’évaluation sans divisions de longueur dOm) et
de profondeur O(n? log? d). Dans le modele de complexité probabiliste nous demanderons pour
étre convenable que les circuits qui représentent les polynémes de la famille soient engendrés par
un algorithme probabiliste de type aléatoire en temps séquentiel dO(™) et parallele O(n? log? d).

2.4 Algebre linéaire effective dans ’anneau des coordonnées

Nous conservons les notations et hypotheses introduites dans la section précédente. En parti-
culier nous supposons la variété non vide, ce qui implique que sa dimension r est positive ou
nulle. Nous supposerons aussi que les variables x1,...,x, sont en position de Noether, les r
premieres étant libres.

Nous allons considérer le probleme de trouver une base de la K-algebre B’ et de décrire
Iopérateur de multiplication de maniere effective. Ceci revient essentiellement au calcul d’une
base standard (ou de Grébner) de I'idéal de dimension zéro engendré par f1, ..., fs dans algebre
K[zy41,...,2,). Silalgebre B’ est réduite, cette tache peut étre effectuée par un algorithme
probabiliste de type aléatoire en temps séquentiel s?(MdO) et parallele O(n?log? sd) (voir
[Gi-He 91], 3.4.6, 3.4.7 et Lemme 3.6.1 ; [Gi-He-Sa 93] Proposition A et Lemma 3.4.2) :

2.4.1 Proposition principale

(voir [Gi-He-Sa 93], Lemma 3.4.2)

Supposons que l'idéal engendré par les polynomes fi,..., fs dans k[z1, ..., xy,] soit radical. 1l ex-
iste un algorithme probabiliste aléatoire qui calcule a partir des coefficients de Uentrée f1,..., fs
en temps séquentiel sSCDdOM) et paralléle O(n? log? sd) les quantités suivantes :

— un polynome non nul 7 de A = k[xy, ..., z,]

— des polynomes ey = 1,...,ep de k[z1,...,xy]

—des D x D matrices My41, ..., M, a coefficients dans A

tels que les images canoniques €1, ...,ep dans B’ forment une K-base € du K -espace vectoriel
B’ et %MTH, e %Mn soient les matrices dans cette base des applications linéaires qu’induisent
dans B’ les multiplications par Tyi1,...,Ty.

Du point de vue de la complexité nous avons les propriétés suivantes :

— la dimension D = dimg B est majorée par d"~" < d"

— les coefficients des matrices Myi1,..., My, les polynomes ey = 1,...,ep et T sont des po-
lynémes de degré d°™ représentés par des calculs d’évaluation sans divisions dans A (ou
klx1,...,xn]) de longueur s°DdO™ et de profondeur O(n?log? sd).

Cette proposition représente une légere généralisation de [Gi-He-Sa 93], Lemma 3.4.2 et sa preuve
que nous omettons ici est identique a celle de loc. cit.

2.4.2 Raffinement

Dans la proposition précédente, ’hypothese que l'idéal fi,..., fs soit radical (ou la K-algebre
B’ soit réduite) est essentielle pour sa démonstration, basée sur une application de [Gi-He 91],
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Lemme 3.6.1. Au prix de la perte du caractére bien parallélisable de ’algorithme (& savoir
la borne O(n? log? sd) pour la complexité parallele qui peut croitre exponentiellement tout en
maintenant les mémes bornes pour la complexité séquentielle et les degrés des polynomes), nous
obtenons en abandonnant cette hypotheése une version analogue de la proposition 2.4.1. Pour
obtenir ce résultat, il nous suffit de remplacer dans la preuve de la proposition 2.4.1 toutes les
applications de [Gi-He 91], lemme 3.6.1 par le théoreme 3.6.2 loc. cit.

2.5 Passage d’un calcul d’évaluation a la matrice associée

Nous conservons les notations de 2.3 et 2.4, nous supposant fixé un jeu d’objets construits par la

proposition 2.4. En particulier nous nous donnons des polynémes e; = 1,...,ep de k[z1,...,x,)
tels que les images canoniques €i,...,ep forment une K-base € de B’. A un polynome h de
K[xy41,...,2,] nous associons la matrice M}, dans la base € de Papplication linéaire qu’induit

dans B’ la multiplication par h. La matrice Mj, appartient & KP*P et n’est pas autre chose

que h(Mg, 1, ..., My,) = h(Myy1,..., 1 M,) (voir [Gi-He-Sa 93], section 3.4). Nous pouvons
alors formuler le résultat suivant :

2.5.1 Proposition principale

(voir [Gi-He-Sa 93], Lemma 3.4.4)

Supposons que l’idéal engendré par fi,..., fs soit radical. Soit g un polynome de K[x,11,...,xy]
représenté par un calcul d’évaluation $ dans k(x1, ..., )|[Tr41,-..,2yn] de longueur L, de lon-
gueur non scalaire A, de profondeur | et de profondeur non scalaire A, les complexités non
scalaires étant prises par rapport a K = k(x1,...,x,). Supposons aussi que (3 ne contienne
que des divisions par des éléments de K. Alors la D x D-matrice My peut étre représentée
par un calcul d’évaluation ' dans k(x1,...,2,) de longueur L + cA®>D3 + s¢d™ et profondeur
1+ c(Mog D + n?log? sd), ot ¢ est une constante positive qui ne dépend pas de K.

De plus (3 peut étre construit a partir de [ et des coefficients de fi,..., fs en temps séquentiel
L+ cA?D3? + 5¢d°" et paralléle | + c(Mlog D + n? log? sd) par un algorithme probabiliste de type
aléatoire. Le circuit 8’ peut étre étendu a un calcul d’évaluation dans k(x1, ..., o) [Xrs1, .-\ Tnl,
de méme longueur et profondeur, qui contient B et donc représente le polynome g. Le nouveau
calcul ne contient que des divisions par des éléments de k(z1,...,x,) et a pour longueur et pro-
fondeur non scalaires A et \.

Cette proposition représente une légere généralisation de [Gi-He-Sa 93], Lemma 3.4.4 et sa preuve
que nous omettons ici est identique a celle de loc. cit..

2.5.2 Raffinement

Dans la proposition précédente, ’hypothese que 1'idéal f1,..., fs soit radical (ou la K-algebre
B’ soit réduite) est essentielle pour sa démonstration. Au prix de la renonciation a la borne [ +
O(Mlog D +n? log? sd) pour la complexité parallele (qui peut croitre exponentiellement en n tout
en maintenant la méme borne pour la complexité séquentielle), nous obtenons en abandonnant
cette hypothese une version analogue de la proposition 2.4. Les arguments sont les mémes que
dans la remarque 2.4.2.
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3 Theéorie élémentaire de la trace pour les intersections comple-

tes
Dans toute cette partie, nous supposerons que les polynomes fi,..., fs forment une suite
réguliere de k[z1,...,x,]). Uniquement pour des considérations de complexité, nous ajouterons

I’hypothese que 'idéal qu’ils engendrent est égal a son radical. La dimension de l'intersection
complete V' ainsi définie dans A" sera notée r := n — s. Nous supposerons de plus effectué un
changement de coordonnées linéaire mettant les variables en position de Noether par rapport a
la variété (voir 2.3), et les variables renommées de telle fagon que les r premieéres soient libres
par rapport a la variété.

Rappelons encore de 2.3 que nous notons A 'algebre k[zy,...,x,], K son corps de fractions
k(x1,...,x,), respectivement B et B’ les algebres quotients B := k[x1,...,2,]/(f1,..., fs) et
B = k(x1,...,x)[xr41,- -, 2n)/(f1,- -, fs). La théorie de la trace s’applique donc a la A-
algebre ci-dessus qui est intersection complete (donc de Gorenstein), finie et plate, de méme
qu’a la K-algébre B’ qui posséde les mémes propriétés. Nous allons rappeler les éléments dont
nous aurons besoin ci-dessous, en nous inspirant de l'exposition de [Ku 86] Appendices E et
F. La base théorique de nos résultats est un théoreme de dualité dia a [Wie 69] et [Sche-Stor
75] (comparer avec [Ku 86], Corollary E.21). Notons aussi que dans un contexte différent mais
toujours avec une préoccupation effective cette dualité apparait explicitement dans [Jou 92]
(formes de Morley) et implicitement dans [Be-Yg 91].

3.1 Rappels

Le A-module B* := Hom4(B, A) devient un B-module comme suit : si b et [ sont respective-
ment des éléments de B et B*, le produit b.5 : B — A est 'application A-linéaire définie par
(b.6)(x) = B(bzr). En tant que B-modules, B et son dual B* sont isomorphes (voir [Ku 86]
Example F.19 et Corollary F.10), et une trace est un générateur o du B-module monogene B*
(un tel générateur existe puisque 'anneau B est de Gorenstein). Tout ceci reste valable pour
B’ mutatis mutandis. Remarquons que par localisation toute trace o de B peut étre étendue a
une trace o’ de B’, qui néanmoins envoie encore B dans A.

Considérons maintenant le produit tensoriel B& 4 B que nous pouvons considérer a la fois comme
A-algebre et B-bimodule. Le morphisme de A-algebres pu: B4 B — B défini par u(a®b) := ab
est aussi un morphime de bimodules. Son noyau K est I'idéal engendré par les éléments de la
forme b®1—1®b, ol b parcourt B (voir par exemple [Iv 73] démonstration de la Proposition 1.3).

L’annulateur Annpg , g(K) hérite maintenant de deux structures de B-module. Mais vu la forme
des générateurs mentionnés de K, les produits a gauche et a droite d'un élément de Annpg , 5(K)
par un méme élément de B sont égaux :

Zbam@)cm:Zam@bcm (1)

et donc les deux structures coincident. Cet annulateur est donc en fait canoniquement un B-
module. Comme B admet une trace, cet annulateur lui est isomorphe, donc est monogene (voir
[Ku 86] Corollary F.10).
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Méme faute, méme punition pour Annpgg, p/(K’), en introduisant de maniére analogue le mor-
phisme p’ et son noyau K'.

Rappelons maintenant comment calculer un générateur de Annpg ,p(K) ou de Annpgg, g/ (K')
a partir de fi,..., fs.

3.2 Un déterminant pseudo-jacobien

Nous allons d’abord expliciter les produits tensoriels. Introduisons s nouvelles indéterminées

Yr41ls -5 Yn. Etant donné un polynéme h de k[xi,...,z,] = Alzr41,...,2,) (ou une fraction
rationnelle de k(x1,...,z;)[Tr4+1,...,2n] = K[Ty41,...,2y]), associons-lui le polynéme hY) de
AlYr41,---,Yn) (ou la fraction rationnelle de K[y, 41, ...,y,]) défini par :

Y = B(@1, .. T Yrgds - s Un)-

Notons alors 1) (resp. I(y)/) les idéaux engendrés par (fl(y)7 ol S(y)) dans A[y,41,...,Yn] (resp.

K[Yr41,.--,yn]). Le produit tensoriel B® 4 B s’identifie & A[Zy 11, ..., Try Yri1s- - Yn) /I + 1Y),
et B’ QK B a K[xT+1a s Ty Yr41s - 7yn]/I/ + I(y)/‘

L’image canonique dans B (resp. B’) d’un polynéme h de A[z,41,...,2,]| (resp. d’une frac-
tion rationnelle de K|[x,.1,...,2,]) sera notée h. De méme, étant donné un polyndome g de
AlZrs1, oy Tny Yty -« -5 Yn) qui admet donc une décomposition de la forme > ., «n GmCm
(am € AlTrs1,. .., Zn], ¢m € AlYri1, ..., Yn]), nous noterons encore g l'image > 1<,,<n Gm & Cm
dans B ® 4 B. Méme notation pour I'image d’une fraction de K[x,41,...,Zp, Yrgls- - , Yn) dans
B’ XK B.

Soit (lij)1<; j<s une s x s-matrice de polynémes de A[z,41,...,Zn, Yrt1,- - ., Yp] vérifiant les s

relations linéaires suivantes :

S
I = fi= Y Ui — wrg) (2)
=1

pour tout indice ¢ entre 1 et s. L’existence d’une telle matrice est assurée par le théoreme de Tay-
lor sans reste. Les [;; peuvent étre choisis comme des polynémes de k[x1,...,Zn, Yrt1,-- -, YUnl;
de degré encore majoré par d, et dont nous pouvons calculer une écriture dans la représentation
dense en temps séquentiel d9™ et parallele O(nlogd) & partir des coefficients de fi, ..., fs.
Soit A le déterminant de cette matrice. C’est un polynéome de A[x,41,...,Zn, Yr+1,---,Yn) €t

comme tel, il admet comme nous ’avons vu ci-dessus une représentation (non unique !) :

A= Z AmCm s Gm € AlTri1, ..., Tn],y Cm € AlYrst, -, Ynl, (3)

1<m<N
ol a,, est un élément de Alx,y1,...,2,] = k[z1,...,Tp, Try1,...,Tn] €t ¢ un élément de
AlYrs1y -« Yn] = klz1,-- - Try Yr+1, - - -, Yn]. Ce déterminant est de degré est au plus nd, et
l'algorithme de Berkowitz [Ber 84| le donne par un calcul d’évaluation sans divisions dans
kElx1,...,Tn, Yrt1,---,Yn] avec lequel nous pouvons reconstruire son écriture dans la représen-

tation dense en temps séquenticl d9™ et parallele O(n?logd). Nous pouvons trouver par
un algorithme uniforme 'écriture de 2N = d°™ polynomes a,, et ¢, vérifiant (3), de degré
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également majoré par nd, avec les mémes ordres de complexités.

Associons maintenant & A son image A = > 1<m<N @m @ Cm, par I'application canonique dans
B ®4 B. Cette décomposition n’est pas uniquement déterminée par les générateurs donnés de
I'idéal I, mais néanmoins I’élément A de B ®4 B est indépendant de la représentation (2) (voir

[Ku 86] Lemma E.19 et Example F.19), et u(A) est égal a 'image dans B du déterminant de

la matrice jacobienne (Bfﬁj )i<ij<s- De plus, A engendre le B-module Annpg ,5(K) et le B~

module Annprg,, g/ (K') (voir [Ku 86] Corollary E.21 et Example F.19). Enfin, observons que vu
la forme particuliére des générateurs du noyau K nous avons d’apres (1) :

A= D blm @Cm = Gp® by =Ab (4)

1<m<N 1<m<N

pour tout élément b de B.

3.3 Construction théorique d’une trace

Il existe des isomorphismes canoniques de B-bimodules :
B®4 B~ B®y B* =~ Homy(B*, B).

Le premier est une conséquence de 'existence d’une trace de la A-algebre B), tandis que pour
la seconde nous utilisons de plus que B est un A-module libre de type fini. Soit ® : B4 B —
Hom 4 (B*, B) isomorphisme composé, qui est défini explicitement par :

® (Y up®vp)(B) =D up B(vy) ()

Cet isomorphisme de B-bimodules induit un isomorphisme de B-modules, encore noté ® :

® : Anngg, p(K) — Homp(B*, B)

(voir [Ku 86] Proposition F.9). Donc ®(A) est un générateur du B-module Homp(B*, B) (qui
est isomorphe a f) Observons qu’un élément o de B* est une trace de la A-algebre B si et

seulement si ®(A)(o) est une unité de B. Il existe donc une trace de o de la A-algebre B
uniquement déterminée par la relation :

O(A)o)= D amo(Em) =1 (6)

1<m<N

La trace o déterminée par la relation (6) s’appelle la trace associée & A (voir [Ku 86] Corollary
F.10). Soit ¢’ la trace étendue de la K-algebre B’ obtenue par localisation de o. Elle vérifie
encore une relation du type :

> amo(en) = 1.

1<m<N

3.4 Explicitation d’une matrice de la trace et sa complexité

Nous allons maintenant appliquer les outils théoriques rappelés dans les paragraphes 3.1, 3.2 et
3.3 a notre contexte. Ce qui nous intéresse ici est 'emploi de cette dualité en toute dimension.
Dans le cas particulier d’une intersection complete de dimension zéro, I'utilité de ces techniques
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pour algorithmique a été découverte indépendemment par d’autres auteurs (voir par exemple
[Car 93] et les références citées dans [Moe 93]).

Posons donc D égal & la dimension de B’ sur K. Nous allons maintenant calculer explicitement
la matrice de la trace ¢’ dans une base de B’, et évaluer la complexité de cet algorithme.

3.4.1 Lemme

Au prixz d’une préparation préalable ou par un algorithme probabiliste de type aléatoire, nous
pouwvons calculer & partir des coefficients de fi,...,fs en temps séquentiel dO™ et paralléle
O(n?log?d) les objets suivants :

— un polynome non nul 7 de A = klx1,..., 2],

— des polynomes ey = 1,...,ep de k[zy,..., ],

— des D x D-matrices M,11, ..., M, a coefficients dans A,

tels que les images canoniques €1, . ..,ep dans B’ forment une K-base € du K -espace vectoriel B’
et %MTH, ey %Mn soient les matrices dans cette base des applications K -linéaires qu’induisent
dans B’ les multiplications par Tpi1,...,Tn,

— des polynomes an, de Alxyi1, ..., 2] et e de Alyri1, ..., yn) (1 <m < N) tels que ’élément
A =3 e N GmCm induise dans B @ 4 B un générateur A =3 <, < n Gm @ C du B-module
ADHB@AB(’C),

— des polynomes 01, ...,0p de A tels que la matrice dans la base € de la trace de B’ associée a
A soit la matrice (61,...,0p).

Du point de vue de la complexité, nous avons les propriétés suivantes :

— la dimension D est majorée par d",
—les am et les ¢y sont des polynomes de degré au plus nd en nombre N = d°™ | donnés par leur

écriture dans la représentation dense de k[T1,...,Tp, Tri1y.. ., &n) € k[T1, .. ey Yrt1s- -y Yn),
— les coefficients des matrices M;, les T et 0; sont des polynomes de degré d°™ représentés par
un calcul d’évaluation dans klz1, ..., z,] de longueur d®™ et de profondeur O(n?log? d).

Avant de commencer la preuve du lemme, ajoutons la remarque suivante & son énoncé : les
calculs d’évaluation qui représentent les coefficients des matrices M, 11, ..., M, et le polyndéme
7 ne contiennent aucune division. Néanmoins, pour la représentation de chaque polynome 6;
(1 < i < D) dans le temps prescrit, nous avons besoin d’une division (et d’une seule) qui
s’exécute a la fin du calcul dans k[z1,...,z,]. En principe nous pouvons éliminer cette division
en appliquant la proposition 2.2. De cette maniere nous laissons inchangé I'ordre asymptotique
de la complexité séquentielle de notre algorithme, qui reste un d°™, tandis que la complexité
parallele saute & O(n?log® d).

3.4.2 Démonstration

Nous ne donnerons ici qu’une preuve complete pour le modele non uniforme. En observant que
tous les algorithmes utilisés possédent une version aléatoire, il est facile de vérifier la version
probabiliste.

Comme par hypothese les variables sont en position de Noether par rapport a la variété V' définie
par fi,..., fs et que l'idéal I = (f1,..., fs) est égal & son radical, nous déduisons des différentes
versions de l'inégalité de Bézout que nous avons D < degV < d® < d" (voir par exemple [He
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83], Theorem 1, [Ca-Ga-He 89], Proposition 5 ou [Fu 84], Example 8.4.6).

A partir des coefficients de fi,..., fs, nous pouvons d’aprés 2.4 et 3.2 calculer au prix d’une
préparation préalable dans le temps prescrit des polynémes ey, ...,ep, T, Gy et ¢y (1 <m < N)
et des matrices M,y1,..., M, possédant les propriétés requises. En particulier M,;1,..., M,

et 7 sont de degré et de complexité convenables (voir 2.3.4 ; dans la suite de la démonstration
nous supposerons ces objets fixés).

3.4.3 Les matrices induites par les multiplications

Comme dans 2.5, a chaque fraction rationnelle h de K[z,41,...,2,] = k(x1, ..., 20)[Trs1, ..o, 20
associons I’endomorphisme linéaire h de B’ qu’induit la multiplication par h. La matrice cor-
respondante dans la K-base fixée e1,...,ep de B’ s’appellera M;,. En particulier, les matrices
M,, ne sont autres que les 2M; (r +1 <i < n), et la matrice Mj, de KP*P gécrit :

My, = h(z1, ..., 2, M,

Tp419

L M).

Considérons maintenant la matrice Q,, := 7"?M,,, , pour un indice m compris entre 1 et N.
Posons pour simplifier p := 7" ; ¢’est un polynome non nul de k[z,;1,...,2,] de complexité
convenable. Vu que le polynome a,, est de degré au plus nd, la matrice @, est a coefficients
dans A et est en fait un polynéme de degré au plus nd en les matrices M, 11, ..., M,, avec des
coefficients dans A. Mais comme Décriture de a, est de taille d°), que D est majoré par d" et
que M,,1,..., M, sont des matrices de AP*P de complexité et de degré convenables, il en est
de méme pour la matrice @,,. De plus, la construction a partir de fy,..., fs de ces N calculs
d’évaluation représentant les ), requiert, apreés une préparation préalable, un temps séquentiel

d9™ et parallele O(n?log? d).

Soit gjm (1 <j < D,1<m < N) le coefficient de @, sur la ligne j et la premiere colonne ; la
matrice formée par les gy, sera appelée Q. Nous construisons des polynomes e; en nombre D
comme suit :

* x
Gi= X ael?)
1<m<N

(z)

N x
ol ¢y,
x, aux variables y,41,...,Yn. Comme polynémes de Alx,11,...,z,], les e

est le polynéme de A[z,41,...,2z,] obtenu en substituant dans ¢, les variables z,41, ...,

7 sont de degré ma-

joré par nd (par rapport aux variables z,41,...,x,) et leur écriture est de taille d O(m) | Leurs
coefficients sont des polynémes de k[z1,...,z,] de complexité et de degré convenables. Par
conséquent les coefficients de la D x D-matrice pMe; = pe;?(:cl, U %MTH, e %Mn) sont
des polynoémes de k[z1,...,z,| de complexité et de degré convenables. Pour nous résumer, tous
ces résultats s’obtiennent donc a partir de f1,..., fs , apres une préparation préalable, en temps
séquentiel d°) et parallele O(n?log? d).

En ajoutant aux considérations précédentes la remarque que le premier élément €; de la base e
de B’ est I'unité 1, nous obtenons ’écriture :

Plm = qim€1 + -+ qDmED
ou autrement dit, les égalités matricielles :

(pﬁl,...,paN) = (élw-wéD) Q



: = @
éE CN
Ceci implique les égalités :
pA = > Pl @Cp = > 4jm€j ® Cm
1<m<N 1<j<D,1<m<N
= Z €5 & qimCm = Z €;j ®E§.
1<j<D,1<m<N 1<j<D
D’ott 'expression de A dans B’ ®4 B’ :
_ _ 17*
1<j<D P

Soit o la trace de la A-algébre B associée au générateur A du B-module Annpggp(K). De maniere
analogue, soit ¢’ la trace de la K-algebre B’ associée & A, qui est obtenue par localisation de o.
Comme €y, ...,ep est une base de B’, nous déduisons immédiatement de [Ku 86] Proposition
F.11 les relations d’orthogonalité :

0(@'@;) = Ul(éié;k') = p(;ij (8)
ol 0;; est le symbole de Kronecker. La méme proposition assure que (€7, ...,€},) est une K-base
de B'. Soit E = (gi;)1<ij<p la D x D-matrice & coefficients dans A formée par les premiéres
colonnes des matrices pMex, ..., pMe: , € son déterminant et (n1,...,np) la premiere ligne de
la matrice adjointe. Les €;5, € et n; sont des polynomes de k[z1,...,z,] de complexité et de
degré convenables. De plus, tous ces polynomes s’obtiennent a partir de fy,..., fs , apres une
préparation préalable, en temps séquentiel d9 et parallele O(n? log? d). Finalement nous
avons :

pe; €1

PeD ep

ce qui prouve que € n’est pas nul, et comme €; vaut 1, ce déterminant s’écrit € = npej +--- +
nppep. Les relations d’orthogonalité (8) impliquent alors pour tout ¢ :

ea(@)=p Y njo(@e;) = p’n.
1<j<D

Comme o est une trace de la A-algeébre B et comme p27; est un polynéme de A de degré d°™,
nous en déduisons que 0; := o(€;) = % p?m; aussi, et qu’il s’évalue par un calcul bien parallélisable
dans A de longueur d°™ avec une seule division finale par un élément de A qui est de degré
dOM) et qui est compris dans les résultats précédents du circuit. D’apres la proposition 2.2 nous
pouvons éliminer cette division en laissant inchangé l'ordre d©™ de la complexité séquentielle
de I'algorithme, tandis que la parallele grimpe & O(n?log® d).
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4 Deux propositions techniques

4.1 Test d’annulation d’un polynome sur une variété équidimensionnelle

Soient fi,...,fs des polynomes de k[xi,...,x,] de degré majoré par d, représentés par leur
écriture dense, et définissant une variété V équidimensionnelle et réduite de dimension r. Par
ailleurs, soit g un polynome de klx1, ..., xy,] représenté par un calcul d’évaluation sans divisions
de longueur L et de profondeur [.

Alors au priz d’une préparation préalable ou par un algorithme probabiliste de type aléatoire,
nous pouvons tester par un algorithme sans divisions en temps séquentiel LAsPWgO™m) et par-
alléle O(Inlogd + n?log? sd) si g appartient & Uidéal (fyi,...,fs). Dans le cas ot fi,..., fs
forment une suite réguliére, nous pouvons tester avec la méme complexité si I'image g de g dans
B =k[zy,...,zn]/(f1,..., fs) est un diviseur de zéro.

Démonstration : Nous ne donnerons ici qu’une preuve compléte pour le modele non uniforme.
En observant que tous les algorithmes utilisés possedent une version aléatoire, il est facile de
vérifier la version probabiliste.

Notons d’abord que la mise en position de Noether s’est effectuée par un algorithme bien par-
allélisable, et largement dans le temps prescrit (voir 2.3).

L’idéal J engendré par fi,...,fs dans lalgebre k(xi,...,x.)[Tr41,...,2,] définit alors une
variété réduite de dimension 0 sur une cloture algébrique de k(zi,...,z,). Nous pouvons
donc lui appliquer la proposition 2.4 pour obtenir une base du k(x1,...,x,)-espace vectoriel
B = k(z1,...,2)[@Xrs1,...,20]/J, et ce toujours par un algorithme bien parallélisable en

temps s?Md O donc dans le temps prescrit.

La méme proposition nous fournit un polynéme non nul 7 de A := k[x1,...,z,] et des matrices
Myy1,..., M, a coefficients dans A. Le polynéme 7 et les matrices M,11, ..., M, sont de degré
dO™) et représentés par un calcul d’évaluation sans divisions dans A de longueur et profondeur
sOMgO(M) et O(n?log? sd). Ils satisfont aux conditions %Mr—&—l =My s, %Mn = M,,.

Par ailleurs, la proposition 2.5 nous construit a partir de I'entrée g la D x D-matrice M, a coef-
ficients dans K. Les coefficients de la matrice sont représentés par un calcul d’évaluation dans
k(x1,...,z,) qui s'obtient en temps séquentiel L2d9 + sOMgOM) et paralléle O(Inlogd +
n?log? d). La longueur et la profondeur de ce calcul d’évaluation sont du méme ordre. Soit v :=
2! : observons que nous avons 2° > v > degg. De ’égalité My =g(xy,...,2p, My, ..., M,)
nous déduisons que la matrice M := 77M, appartient a APXD et que son degré est d’ordre
ydo("). Comme g et Myy1 = TMy, . \,..., My = TM,, s’évaluent sans divisions, le méme
résultat est vrai pour les coefficients de M (voir la démonstration de Lemma 3.4.4 dans [Gi-
He-Sa 93]). Par conséquent M est représenté par un calcul d’évaluation sans divisions dans
kz1,...,2,] de longueur L2d9M + s01)dO(M) et de profondeur O(Inlogd + n?log? sd).

Remarquons ensuite que, vu ’hypothese d’équidimensionnalité sur V', le fait que g s’annule
sur V' est équivalent a la nullité de la matrice M, elle-méme équivalente a la nullité de M.
D’apres la proposition et le corollaire 2.1, il existe un ensemble questeur de L*s?(Md (™) points
sur lesquels 'annulation des calculs d’évaluation représentant les coefficients de M implique en
fait leur nullité. La vérification de la nullité de M se fait donc bien par un algorithme sans
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divisions en temps séquentiel L1sO(MdOM) et parallele O(Inlogd + n? log? sd). Observons que
cette derniere complexité n’est pas affectée par le cardinal de ’ensemble questeur.

Supposons maintenant que fi,..., fs forment une suite réguliere de k[zy,...,x,]|. Le fait que
I'image g de g dans B soit un diviseur de zéro est équivalent a la singularité de la matrice Mg, elle-
méme équivalente a la nullité du déterminant de M. En appliquant ’algorithme de Berkowitz
[Be 84] a la matrice M, nous pouvons représenter ce déterminant par un calcul d’évaluation
sans divisions. Comme précédemment, il existe un ensemble questeur de taille similaire, et la
vérification de la nullité de ce déterminant se fait avec les mémes complexités, y compris la
remarque sur la complexité parallele.

4.2 Division exacte de fonctions sur une variété intersection compléete réduite

Nous noterons respectivement A, B et K les k-algebres k[z1,..., x|, k[z1,...,z0]/(f1,- -\ fs)
et k(x1,...,z,). Nous supposerons une fois de plus que la variété définie par fi,..., fs est de
dimension r et que les variables z1, ..., z, sont en position de Noether par rapport a la variété,
les variables libres étant les r premieres (voir 2.3).

Proposition : Soient f1,..., fs des polynomes de k[z1,...,x,]| de degré majoré par d, repré-
sentés par leur écriture dense, et définissant une variété V intersection compléte réduite de
dimension r :=n — s. Supposons de plus que d vaul au moins n.

Soient f et g deux polynomes de k[x1,...,x,], représentés par des calculs d’évaluations [y et
B dans k(z1,...,2p)[Trs1,...,Tn|, qui ne contiennent que des divisions par des éléments de
k(xi,...,z,). Soient Ly la longueur, A la longueur non scalaire (par rapport a k(x1,...,z,)),
l« la profondeur et My la profondeur non scalaire (par rapport a k(zx1,...,x,)) du calcul By. De
maniére analogue nous nous donnons les caractéristiques L, A, | et X du calcul (5.

Soient § et v les degrés partiels de g respectivement en les variables x1,...,x, €t Tpy1,...,Tn.

Supposons de plus que 'image f de f dans B ne soit pas un diviseur de zéro et que f divise §.

Alors il existe un réseau arithmétique sur le corps de base k, de taille L' := L + Ly, + O((A% +
A2)d*™) +d O et de profondeur I := 141, + O(n(A+ \.) log d +n?log? d), qui exécute la tiche
ci-dessous :

le réseau construit un calcul d’évaluation B’ dans k(z1,...,2)[Xry1,. .., 2], de taille L' =
L+ Ly + O((A? + A2)d) + d°™ et de profondeur ' = 1 + 1, + O(n(\ + X)) logd + n?log? d),
n’effectuant que des divisions par des éléments de k(x1,...,x,), et représentant un polynéme p
de k[x1,...,xn] qui posséde les propriétés suivantes :

~g=pf dans B,

— le degré partiel de p en les variables x1,...,x, est égal a 0 + (1 + v + deg f)do("),

— le degré partiel de p en les variables y41,...,T, est majoré par nd.

La longueur et la profondeur non scalaires de 3' par rapport a k(z1,...,x,) sont respectiverment
d’ordre A + Ay +d°M) et X+ )\, + O(nlogd), et ' contient comme sous-calcul [3.

Enfin il existe un algorithme probabiliste de type aléatoire qui construit le réseau ci-dessus en
temps séquentiel et paralléle du méme ordre que L' et l'.

Démonstration : Elle va résulter des points suivants, que nous présenterons uniquement dans leur
version non uniforme (la version probabiliste se démontrant de maniére absolument analogue) :
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4.2.1 Rappel

Nous nous plagons sous les hypotheses de 3.4 dont nous suivrons les notations. En particulier
fixons nous e; = 1,...,ep dans k[z1,...,z,], 7 non nul dans A, ay,...,ay de A[z,41,...,2,)
et ¢1,...,cn dans A[yr41,...,yn]. Considérons d’abord les matrices M., (1 < m < N). De
maniere absolument analogue & 3.4.3, nous en déduisons que les coefficients de la matrice 7"¢M,.
sont des polynoémes de A de degré et de complexité et de degré convenables, et que comme N
est un d9, ¢’est I'ensemble de ces N matrices qui est de complexité et de degré convenables.
Ceci entraine que les N matrices M., (1 < m < N) peuvent étre représentées par un calcul
d’évaluation dans K qui est bien parallélisable et de longueur dom),

Rappelons que f divise g dans B.

4.2.2 Complexité en termes de degrés

Soient d, et v, les degrés partiels de f respectivement en les variables x1, ..., 2, et Tp11,..., Ty.
La somme 0, + v est donc encadrée par deg f et 2deg f. Considérons les matrices M; et
M, de K DxD " En les multipliant par la puissance ad hoc de 7 (& savoir respectivement v,
et v), il est clair qu’elles deviennent & coefficients dans A = k[x1,...,z,] de degré respective-
ment &, + v,d°™ et § + vd™ . Lhypothese que f est non diviseur de zéro dans B implique
que la matrice My est réguliere. Le déterminant de 7%+ My est un polynome de A de degré
D(6, +v,d°™) = (6, +v,)d°™ = deg fdO") et les coefficients de la matrice det(T”*Mf)Mj?1
possedent la méme propriété. Enfin soit o le polynome 7V det (79« M #) ; c’est un élément non
nul de A de degré (v+deg f+1)d O()  Pour tout indice m compris entre 1 et N, les coefficients
de la D x D-matrice QMnglMcm sont des polynémes de A de degré 6 + (v + deg f 4 1)d 9™,

Soit (njm) la D x N-matrice a coefficients dans K formée par les premieres colonnes des matrices
Mng_lMCm (1 <m < N). Les 97jm sont des polynomes de A de degré 6+ (v+deg f+ 1)do™,

Rappelons que par hypothese il existe un polynéome ¢ de k[z1,...,z,] vérifiant 'identité dans
B:

g=qf (9)

qui se traduit aisément pour tout m compris entre 1 et N en :
Mye,, = MgM; ' M,
et comme le premier élément €; de la base de B’ vaut I'unité, en :

0GCm = (0mm)e1+ -+ (enpm) €D (10)

Finalement, comme les 6; = o(€;) sont d’apres le lemme 3.4 des polynomes de A de degré dom),
nous en déduisons de 'identité précédente que u,, := 00 (G¢y,) est un polyndéme de A de degré
5+ (v+deg f 4+ 1)d°™. Mais comme G, est un élément de B, son image par la trace o
appartient & A et son degré est aussi 6 + (v + deg f + 1)d 9.

4.2.3 Complexité en termes de calculs d’évaluation

Etudions maintenant comment représenter les o(q¢,,) par des calculs d’évaluation dans K (donc
avec divisions).
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La proposition 2.5 implique qu’au prix d’une préparation préalable, nous pouvons constru-
ire & partir des données fi,...,fs,g en temps séquentiel L + O(A2d®") + dO™) et parallele
I+ O(n\logd + n? log? d) un calcul d’évaluation dans K avec les deux mémes complexités qui
représente les coefficients de la matrice M. Le méme résultat est valable mutatis mutandis a
partir des donnés fi,..., fs, f pour aboutir & une représentation de la matrice non singuliére
M; et de son inverse par un calcul d’évaluation de longueur L, + O(A2d3") + d9™ et de pro-
fondeur I, + O(n\,logd +n? log? d). Finalement d’aprés la méme proposition 2.5 nous pouvons
étendre les algorithmes qui représentent les matrices M, et My a un calcul d’évaluation dans
K[zy41,...,2,) de longueur L', de longueur non scalaire A + A, de profondeur !’ et de pro-
fondeur non scalaire A\ + A4, et qui contient comme sous-calcul 3.

En joignant ce qui précéde a 4.2.1, nous obtenons un calcul d’évaluation dans K de longueur L’
et de profondeur I’ qui représente les matrices My, = MyM 7 1M, et a fortiori la matrice (Njm)-

D’un autre coté d’apres 3.4 les polynomes 0; = o(e1),...,0p = o(€p) sont de degré d°™ et ils
sont représentés par un calcul d’évaluation dans A (avec divisions) de complexité séquentielle
dOM et parallele O(n?log?d). De lidentité (10) nous déduisons maintenant pour tout m
(compris entre 1 et N) I'égalité G¢,, = mmer + -+ + npm€p et donc que les N polynomes

o(gé1), ..., 0(gen) sont représentés par un calcul d’évaluation dans K de longueur L’ et de pro-
fondeur I’, obtenu & partir des entrées f1,..., fs, f, ¢ par un réseau arithmétique sur k£ de méme
complexité.

4.2.4 La derniére ligne droite

Considérons maintenant le polynoéme p de k[z1,...,x,]| défini par :
pi= Z A, 0(GC)- (11)
1<m<N

Nous déduisons alors immédiatement des bornes obtenues en 3.4 et 4.2.2 que ce polynome satis-
fait aux conditions sur ses degrés partiels demandées dans le lemme. De plus, de la décomposition
(11) nous voyons qu’il est représenté par un calcul d’évaluation 3’ dans K[z,41,...,2,] de
longueur L’ et de profondeur I’. Il ne contient que des divisions par des éléments de K et peut
étre construit a partir des entrées f1,..., fs, f,g par un réseau arithmétique sur k£ de meéme
complexité. D’apres 4.2.3, le calcul 8’ contient comme sous-calcul 3. De plus, nous déduisons
immédiatement de la décomposition (11) que la longueur et la profondeur non scalaires (par
rapport & k(z1,...,x,)) de 3 sont respectivement d’ordre A+ A, +d %™ et A4+ \, +O(nlogd).
Des identités (4) et (6) découle la suite d’identités :

7 = q@@B)(0)= Y qamoEn)=2( Y Tam @Cw)(0)

1<m<N 1<m<N

= (> Un ®7en)(0)= Y. amo(qCm) =D

1<m<N 1<m<N

et finalement de (9) la relation de divisibilité recherchée :

g=n/f
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4.2.5 Corollaire

Soient f1,..., fs,q9, B, A, B, K et les complexités L, A1, \,d,v comme dans la proposition pré-
cédente. Soit f un polynome de degré au plus d donné par son écriture dense, et supposons
que Uimage f de f dans B ne soit pas diviseur de zéro. Alors il existe un réseau arithmétique
sur k de taille L + O(A2d®") + dO™ et de profondeur | + O(n\logd + n?log® d) possédant les
propriétés suivantes :

— le réseau construit un calcul d’évaluation By dans k(x1,...,x;)[Trs1, ..., Ty] qui représente un
polynome g* de k[x1,...,z,] ayant méme image que g dans B, de degré partiel en les variables
Tpgly ..o, Ty €L X1, ..., @, respectivement majoré parnd et 6+ (v+ l)do("). Le calcul 81 n’exécute

que des divisions par des éléments de k(x1,...,x,) ; il est de longueur L + O(A2d®") + d©™
et de profondeur | + O(n\logd + n?log®d). Sa longueur et sa profondeur non scalaires (par
rapport a K ) sont respectivement d’ordre A+dOM et A+O(nlogd). De plus, il contient comme
sous-calcul le circuit B qui représente g.

~ au cas ot f divise g dans B, le réseau produit un calcul d’évaluation By dans K(z,y1,. .., xn],
de mémes caractéristiques que (31, qui représente un polynome p de k[x1, ..., xz,] tel que les im-
ages de g et de pf coincident dans B. Le degré partiel en les variables T,11,...,Tn et x1,..., 2,

est respectivement magjoré par nd et § + (v + 1)d0(”). Enfin il existe un algorithme probabiliste
de type aléatoire qui construit le réseau ci-dessus en temps séquentiel L + O(A2d3™) + dOM) et
parallele I + O(n\logd + n?log? d).

La preuve de ce corollaire découle immédiatement de la proposition précédente en prenant pour
la premiere partie de ’énoncé f égal a 1 et en notant pour la seconde que les complexités
d’évaluation séquentielle et parallele d’un polynéme de degré d a m variables (c’est-a-dire f)
donné par son écriture valent d°™ et O(nlogd).

4.2.6 Remarque

La proposition 4.2 et le corollaire 4.2.5 restent vraies en ce qui concerne la complexité séquentielle
et le degré si I’on supprime I’hypothese que I'idéal fi,..., fs est égal a son radical. Par contre,
nous ne connaissons pas dans ce cas plus général de bornes satisfaisantes en fonction de la taille
de ’entrée pour la complexité parallele.

Ceci est di au fait que nos arguments utilisent de maniere essentielle les propositions 2.4 et
2.5. Celles-ci sont basées sur le calcul d’une base standard du radical d'un idéal donné par
générateurs en écriture dense, par un algorithme non uniforme (respectivement probabiliste) qui
est bien parallélisable et polynomial en la taille de 'entrée (voir [Gi-He 91] lemme 3.6.1). Sil'on
veut supprimer ’hypothese d’idéal radical, il faut remplacer cet algorithme par un algorithme
généraliste qui calcule une base standard de 'idéal lui-méme. Un tel algorithme est donné dans
[Gi-He 91] théoreme 3.6.2. Malheureusement, il n’est pas bien parallélisable (voir les remarques
2.4.2 et 2.5.2). Le reste de la démonstration du lemme 3.4, de la proposition 4.2 et du corollaire
4.2.5 s’adaptent ensuite sans probleme a ce remplacement.

Voyons maintenant un énoncé d’algebre commutative conséquence de la proposition et de la
remarque. Ce corollaire est dans I’esprit des théoremes des zéros effectifs d’algebre commutative
[Bro 87], [Ca-Ga-He 88], [Ca-Ga-He 89|, [Ko 88] (voir aussi [Phi 88], [Fi-Ga 90], [Be-Yg 90],
[Shi 89], [Am 89], [Bro 89], [Ca-Gu-Gu 91]), mais il n’est conséquence d’aucun d’entre eux. A
la différence des travaux [Ko 88|, [Phi 88], [Fi-Ga 90], [Am 89], [Bro 89|, [Ca-Gu-Gu 91] qui
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aboutissent a des théoremes des zéros avec bornes sur les degrés du type d"” (d > 3 et n > 2), sa
preuve est totalement élémentaire, si tenté que des arguments d’algebre homologique relevent
de techniques plus sophistiquées ...

4.2.7 Corollaire

Soit k un corps commutatif arbitraire et soient fi,..., fs, f,g des polynomes de k[xi, ..., zy]
tels que fi,...,fs, [ forment une suite réguliére de k[z1,...,x,]. Posonsr :=mn —s et d:=
max{deg f1,...,deg fs}. Supposons que les variables x1,...,x, (resp. les r premiéres) soient
en position de Noether (resp. libres) par rapport a la variété algébrique définie par fi,..., fs.
Appelons enfin respectivement 6 et v le degré partiel de g par rapport auzx r premiéres et n — r
derniéeres variables.

Alors si g appartient o Uidéal (f1,..., fs, [), il existe un polynome p de k[x1,...,x,] tel que g
soit congru a pf modulo l'idéal (f1,..., fs), les degrés partiels de p par rapport a4 Tyy1,...,%n
et x1,...,T, étant majorés respectivement par nd et § + (1 + v + deg f)do(”).

Ajoutons ici que sous une hypothese additionnelle, un raffinement de nos méthodes permet
de préciser la borne sur le degré de p. Si le jacobien de fi,..., fs par rapport aux variables
Zyi1,---, Ty n'est pas un diviseur de zéro modulo 'idéal (f1,..., fs), le degré partiel de p par
rapport a xy,...,x, peut étre borné par deg V(1 +max{deg f + s(d —1),deg g} + s(d — 1) (voir
[Sa-So 92]).

Remarquons enfin que dans toutes les bornes de degré apparaissant dans le lemme 3.4, la proposi-
tion 4.2 et ses corollaires 4.2.5 et 4.2.7, le parametre n (dimension ambiante) peut étre remplacé
par s (codimension de la variété algébrique définie par fi,..., fs). Ceci reste vrai également
pour les bornes de complexité avec la modification suivante : si les polyndmes fi,..., fs sont
donnés par un calcul d’évaluation sans divisions de longueur L, et de profondeur [y, il y a lieu
de remplacer dans toutes les bornes de complexité mentionnées le terme d°™ par Llo(l)d O(s)
et le terme nlogd par l; + slogd. Cet argument permet d’interpréter la proposition 4.2 comme
une généralisation du résultat principal de [Ka 88] qui traite du probléeme du calcul du pged de
deux polynomes a n variables donnés par un calcul d’évaluation. Nous renoncons a donner ici
une preuve de ce raffinement, parce qu’elle impliquerait une révision complete de nos résultats
antérieurement rédigés [Gi-He 91] et [Gi-He-Sa 93], sans apporter une innovation essentielle des
techniques. L’intérét porté actuellement aux résultats généraux de complexité en calcul formel
ne justifierait peut-étre pas un tel effort.

5 Deux théoremes des zéros effectifs en termes de calculs d’é-
valuation

5.1 Un théoreme des zéros effectif pour 'annulation d’un polynéme sur une
intersection complete réduite

Théoréme : Soient fi,...,fs des polynomes de klz1,...,x,] de degré majoré par d > n,
représentés par leur écriture dense, et possédant la propriété suivante : pour tout indice i com-
pris entre n — s et n — 1, les polynomes fi,..., fn—i définissent une variété V; intersection
compléte réduite de dimension i. Soit g un polynoéme de k[z1,...,x,] représenté par un calcul
d’évaluation B dans k[z1,...,x,] qui ne contient aucune division. Soient L la longueur et [ la
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profondeur du calcul 5.

Alors il existe un réseau arithmétique sur le corps de base k de taille L' := L%(deg g)?d®™
et de profondeur I' := O(12log(deg g)n" log* d) qui décide si le polynéme g appartient & lidéal
(fla"'afs)'

Si c’est le cas, le réseau construit un calcul d’évaluation (' dans k[xy,...,xz,] de longueur
(Ldegg)?d®™ et de profondeur O(1%log(deg g)n" log* d), ne contenant aucune division et qui
représente des polynomes pi,...,ps vérifiant les propriétés suivantes :

—g=pifi+-+Dpsfs
— le degré des p1,...,ps est d’ordre (deg g) dom)

Enfin il existe un algorithme probabiliste de type aléatoire qui construit le réseau ci-dessus en
temps séquentiel et paralléle du méme ordre que L' et l'.

Démonstration : L’idéal (f1,. .., fs) est par définition radical et définit une variété algébrique in-
tersection complete, donc équidimensionnelle. D’apres 4.1 nous pouvons donc décider en temps
séquentiel L*dO™ et parallele O(nllogd + n? log? d) par un algorithme probabiliste de type
aléatoire si le polynéme g appartient a (fi,..., fs). Supposons dorénavant que ce soit le cas.
En appliquant la proposition 2.3 simultanément aux variétés V,,_g, ..., V,,—2 nous pouvons aussi
supposer que pour tout indice i compris entre n — s et n — 2 les variables z1,...,x, (resp.
Z1,...,2;) soient en position de Noether (resp. libres) par rapport a V;.

Posons v := max{deg g, (n+1)d}. Par récurrence sur ¢ compris entre n— s et n— 2 nous constru-
isons des calculs d’évaluation 3; dans k(x1, ..., %11)[Tit+2,- . ., Tp] ne contenant que des divisions
par des éléments de k(z1,...,2;41) qui représentent des polynomes ps, ..., pn—; de k[z1, ..., 2,)
vérifiant les affirmations I et I1 suivantes.

Notons L; la longueur du calcul §;, [; sa profondeur, A; et \; sa longueur et profondeur non
scalaire (par rapport a k(z1,...,2;+1)). Soit d; le maximum des degrés partiels des polynomes
Dsy -+« Pn—s €N les variables z1,...,x;41. Nous allons choisir une constante universelle ¢ > 0
qui soit notamment indépendante des parametres d,n, L, [ et suffisamment grande pour que les
affirmations suivantes soient satisfaites.

Affirmation I :

Soit ps le polynome représenté par le circuit B,_s. Alors le polynome g est congru a psfs modulo
lidéal f1,..., fs—1. Le degré partiel de ps en les variables Tp—s12, ..., T, est majoré par nd. Les
quantités Ly_s, Ap_s, ln_s, A\n_s, On_s vérifient les inégalités suivantes :

(1) Ln_s < L*d™

(I) Ap—s < L+d7

(I3) ln-s < c(nllogd+ n*log?d)
(14) An—s < l+cnlogd

(I5) On_s < wd

Le calcul B,,_s, qui contient 3 comme sous-calcul, peut étre construit par un algorithme proba-
biliste de type aléatoire en temps séquentiel L2 d™ et paralléle c(nllogd + n? log? d).

Affirmation II :
Soit i un indice compris entre n—s+1 et n—2, et soient ps, . .., pn—i les polynomes représentés par
le circuit B;. Alors le polyndéme g est congru @ psfs+- -+ Pn—ifni modulo l’idéal f1,..., fn_i—1.
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Le degré partiel de ps,...,pn—; en les variables xito,...,T, est majoré par nd. Les quantités
Li, A, 1;, N\, 0; vérifient les inégalités suivantes :

(IL) L; < Li1+cA? & +d"

(I113) A < A +dT

(I13) li < li1+c(nA?_logd+ n*log?®d)
(I11y) Ai < Ai—1 +cenlogd

(II5) 5 < i1 +vd™.

Le calcul B;, qui contient 3 comme sous-calcul, peut étre construit a partir de 8;_1 par un al-
gorithme probabiliste de type aléatoire en temps séquentiel L;—1 + (:A%_]L d3" + d et paralléle
li_1 + c(nA?_|logd + n?log® d).

Pour tout indice ¢ compris entre n—s+1 et n—2, appelons B; la k-algebre quotient k[z1, ..., zy]/
(fi,---, fa—i—1) et notons  : k[z1,...,z,] — B; le morphisme de projection canonique.

Montrons d’abord qu’il existe un circuit 3,_s vérifiant 'affirmation I. Le polynome g, dont
le degré partiel en les variables x,_s49,...,T, est majoré par v, appartient par hypothese
a lidéal (f1,...,fs). Par conséquent I'image fs de f, divise I'image g de g dans B, .11 =
klxi,...,zn]/(f1,--., fs—1), et n’est pas diviseur de zéro puisque les polynoémes fi, ..., fs for-
ment une suite réguliere de k[xi,...,z,]. Comme par hypothese les polynomes fi,..., fs_1
définissent une variété intersection complete réduite V,,_s41, et que les variables z1, . .., z, (resp.
Z1y...,Tn—s+1) solent en position de Noether (resp. libres) par rapport a V,_s;1, 'applica-
tion du corollaire 4.2.5 aboutit & un polynéme ps de k[z1,...,z,], représenté par un calcul
d’évaluation f3,,—s dans k(z1,...,Tn—st1)|[Tn—s+2,.-.,Ty] satisfaisant les conditions de I'affirma-
tion I. Observons finalement que la construction esquissée du circuit §,_o peut étre effectuée
par un algorithme probabiliste de type aléatoire dans le temps prescrit.

Soit maintenant ¢ un indice compris entre n — s+ 1 et n — 2, et supposons donné un calcul
d’évaluation §;_1 dans k(z1,...,x;)[Tit1,. .., Zy) ne contenant que des divisions par des éléments
de k(x1,...,z;) qui représente des polyndmes ps, ..., pp—it1 de k[x1, ..., z,], et vérifiant les con-
ditions suivantes :

—le polynéme 7 := g — (psfs + -+ Pn—it1fn—i+1) appartient a I'idéal (f1,..., fn—i)

— le degré partiel de pg, ..., pn—itr1 en les variables x;1,...,x, est majoré par nd.

— B;_1 contient le circuit 8 comme sous-calcul et n’effectue que des divisions par des éléments
de k(x1,...,2;).

Notons L;_1 et I;_1 la longueur et profondeur de 8;_1, A;_1 et A\;_1 sa longueur et profondeur non
scalaires par rapport a k(z1,...,x;). Soit 6;—1 le maximum des degrés partiels des polynémes
Ds, - - -, Pn—i+1 €N les variables z1,...,x;. Par hypothese le polynéme r appartient a l'idéal
f1,..., fn—i, peut étre calculé a partir de 3;_1 avec 2n multiplications et additions et son degré
partiel en les variables z;11,...,%, est majoré par v. Observons que le degré partiel de r en
les variables x1,...,x; est majoré par le maximum de v et d + §;_1, tandis que le degré total
de ps,...,pn—i+1 'est par §;_1 + nd. Pour pouvoir appliquer le corollaire 4.2.5, il faut comme
dans la preuve de Paffirmation I vérifier que 'image f,,_; de f,,—; n’est pas diviseur de zéro dans
B; = kl[z1,...,z,)/(f1,--, fn—i-1), que f,_; divise 'image 7 et observer que fi,..., fn—i—1
définissent bien une intersection complete réduite V;11, par rapport a laquelle les variables sont
en position de Noether (les i + 1 premieres étant libres). Nous obtenons alors un polynéme
Pn—i de k[z1,...,x,] représenté par un calcul §; dans k(z1,...,%ir1)[Tive,. .., 2n] tel que les
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conclusions de Daffirmation I soient établies :

~ l'égalité 7 = p,,_,;f,_; a lieu dans B;, ce qui implique bien que le polynéme g est congru &
psfs+ -+ pn—ifn—i modulo I'idéal f1,..., fn—i—1.

— le degré partiel de p,—; en les variables x;49, ..., z, est majoré par nd. Comme par hypothese
de récurrence le degré partiel de ps,...,pn—it+1 en les mémes variables est aussi majoré par nd,
nous concluons.

— le degré partiel de p,_; en les variables x1,...,x;4+1 est d’ordre §;,_1 + vd O(m) Comme par
hypothese de récurrence le degré total de ps, ..., pp—i+1 est majoré par §;—1 + nd, nous en con-
cluons qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que le degré partiel de ps,...,p,—; en les variables
Z1,...,Ti+1 est au plus 6;—1 + vd", ce qui constitue bien 'affirmation (/1)s.

— le calcul f3;, qui représente p,,—;, n’effectue que des divisions par des éléments de k(z1, ..., ;1)
et contient le circuit ;1 comme sous-calcul. Par conséquent, il contient aussi 3 et il représente
de plus les polynomes ps,...,pn—i+1.- Enfin, il existe bien une constante ¢ > 0 telle que les
quatre complexités de f; vérifient (I1)y,...,(I])s et telle qu’il existe un algorithme probabiliste
de type aléatoire qui construise (3; a partir de ;1 dans les temps annoncés.

Ceci acheve la démonstration de affirmation (11).

Considérons maintenant un indice i compris entre n — s et n — 2. Les inégalités (I5) et (II5)
impliquent

0; < vd™ < nod™. (12)

La quantité 9; borne le degré partiel du polynéme p,,_; en les variables x1, ..., z;+1. Par ailleurs,

son degré partiel en les variables x;49, ..., x, est majoré par nd d’apres I et I1. Donc I'inégalité
(12) implique

deg pn—i < 6; +nd < n(vd™ + c¢). (13)

Comme la quantité v est égale au maximum du degré de g et de (n + 1)d, et que d est minoré
par n, nous déduisons de (13) la borne

degpn—; = (deg g) d°™. (14)
Quant aux inégalités (I2), (I12), (I4) et (I1), elles entrainent
Ai < L+id™ < L+ nd" (15)
et
N\ <1+ cinlogd <1+ cn’logd. (16)

Puis & l'aide de (15) et (16) nous déduisons de (II;) et (/I3) pour tout indice ¢ compris entre
n—s+1etn—2les inégalités :

Li < Li—1 + (L + nd™)?d®" + d°® (17)
et

li <11+ c((I + en?logd)*nlogd + n?log? d). (18)
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Pour tout indice ¢ compris entre n — s et n — 2, nous établissons alors comme conséquences de
(I1) et (17) les estimations

L; < L2d™ 4 ci(L + nd™)2d®" + id™ < L2d°™ + en(L + nd™)2d®" 4+ nd°",
d’ou la borne
Li = L2d°M. (19)
Enfin de maniére analogue, nous obtenons comme conséquences de (I3) et (18) les estimations

i < c(nllogd+ n*log®d) + ci((I + ecn?logd)*nlogd + n*log® d)
< ¢(nllogd + (14 cn®logd)*n?logd + n?log® d + n>log? d)

ce qui entraine la borne
l; = O(I*n*log?® d 4 n®log® d). (20)

Les affirmations (1), (I) et les bornes (19), (20) conduisent aussi & l’existence d’un algorithme
probabiliste de type aléatoire qui, pour tout indice ¢ compris entre n — s et n — 2, construit le
circuit 3; en temps séquentiel L2d 9™ et parallele O(12n*log? d + nflog® d).

Considérons maintenant le circuit §,_3. Ce calcul d’évaluation s’exécute dans la k-algebre
k(x1,...,xp_1)[zn] et représente des polyndmes po,...,ps de k[xy,...,z,] tels que v’ := g —
(pafa + -+ + psfs) appartienne a lidéal (f1). D’apres (14), le degré de po,...,ps est d’ordre
(deg g)d®™), et d’apres (19) et (20) la longueur et la profondeur de (,_3 sont d’ordre L?d©™
et O(1>n*log? d + n®log® d). De plus d’apres les affirmations (I) et (II) le circuit (3,9 contient

[ comme sous-calcul et n’effectue que des divisions par des éléments de k(z1,...,2,—1). Comme
le polyndme ' = g — (pafa + -+ - + psfs) appartient a 'idéal (f1), il est divisible par f; dans la
k-algebre k[xy,...,z,] ; posons donc py := '/ f1. Nous vérifions immédiatement que p; est un

polynéme de k[z1,...,z,] de degré (degg)d©™, satisfaisant & 1'égalité

g=pifi+-+psfs (21)

Nous pouvons calculer p; a partir du circuit 3,,_9 avec moins de 2n multiplications et additions,
plus une division (il faut tenir compte du fait que (3,_o contient le circuit 3, et donc calcule

aussi g).
En résumé, les polynomes po, . . ., ps satisfont a 1’égalité (21), sont de degré (deg g)d©™ et sont
représentés par un calcul d’évaluation 8* dans k(z1,...,x,) de longueur L2d°™M) et de pro-

fondeur O(1?n*log? d + n®log® d). Il peut étre construit par un algorithme probabiliste de type
aléatoire avec des complexités séquentielle et parallele respectivement du méme ordre.
Appliquons maintenant la proposition 2.2 au circuit 8*. Nous obtenons un calcul d’évaluation
B dans k[z1,...,x,] qui représente les polynomes pi,...,ps et qui ne contient aucune divi-
sion. Sa longueur et profondeur sont d’ordre (L degg)2d®™ et O(I?log(deg g)n”log* d). En-
fin, il peut étre construit par un algorithme probabiliste de type aléatoire en temps séquentiel
L%(deg g)2d°™ et parallele O(I% log(deg g)n” log* d).

Ceci achéve la démonstration du théoréme.
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5.1.1 Remarque et Corollaire

En remplacant dans la preuve du théoreme précédent toutes les applications de 4.2.5 par 4.2.7
nous obtenons le résultat suivant :

Corollaire : Soit k un corps commutatif arbitraire et soient fi,..., fs,g des polynomes de
klxi,...,zp] tels que fi,..., fs forment une suite réguliére de k[z1,...,x,]. Notons d le mazi-
mum des degrés des fi,..., fs et supposons que g appartienne a lidéal (fi,..., fs).

Alors il existe une représentation de l'écriture de g dans la base des f; de degré (degg)do(”),
c’est-a-dire des polynomes pi, ..., ps de klx1,...,z,] de degré (deg g)d©™ tels que g = pyf1 +
St pafs.

L’intérét de ce corollaire réside dans sa preuve “élémentaire” (voir la remarque 4.2.6), & comparer
avec I’énoncé plus précis obtenu a I’aide de méthodes homologiques ([Di-Fi-Gi-Se 91], Theorem
5.1, [Ca-Gu-Gu 91] Corollary 3.3, [Be-Yg 90] et [Am 89] ):

Auz hypothéses précédentes ajoutons n > 1 et d > 3. Alors il existe des polynomes p1,...,ps de
klxi,...,zy] satisfaisant a Uécriture g = p1fi1+ -+ psfs, tels que le degré des p; f; soit majoré
par deg g + d°.

5.2 Un théoreme des zéros effectif pour la trivialité d’un idéal polynomial

Théoréme : Soient f1,...,fs des polynomes de klxi,...,x,] de degré majoré par d > n et
représentés par leur écriture dense. Alors il existe un réseau arithmétique sur le corps de base
k de taille L := s d9M) et de profondeur 1 := O(n'?log® sd) qui décide si I’idéal (f1,..., fs)
est trivial. Si c’est le cas, le réseau produit un calcul d’évaluation dans k[z1,...,x,| de longueur
s qO() et de profondeur O(n'? log? sd), ne contenant aucune division, et qui représente des
polynomes p1, . ..,ps de degré d’ordre d°™ vérifiant 1 = pifi+ -+ psfs. Enfin ce réseau peut
étre construit par un algorithme probabiliste de type aléatoire en temps séquentiel et paralléle du
méme ordre que L et .

Démonstration : La proposition 2.3 nous permet de décider par un algorithme probabiliste de
type aléatoire en temps séquentiel et paralléle respectivement s 9™ et O(n?log? sd) si
la variété définie par les f; est vide, c’est-a-dire que 'idéal (f1,..., fs) est trivial. Supposons
dorénavant que ce soit le cas. En appliquant [Gi-He-Sa 93], Lemma 3.2.1, nous pouvons méme
supposer sans perte de généralité que les polynémes fi,..., fs sont en nombre s = n+ 1 tout en
engendrant toujours 'idéal trivial. De plus, les variétés intermédiaires définies par fi,..., fn—;
(0 <i <n-—1) peuvent elles aussi étre supposées intersections completes, c’est-a-dire de dimen-
sion i, et réduites.

Considérons l'idéal I := (f1,..., fn), la variété V qu’il définit et la k-algebre B := k[x1, ..., z,]/
I. Notons comme d’habitude  : k[x1,...,7,] — B le morphisme de projection canonique.
Par hypothese, V' est une variété intersection compléte et réduite de dimension 0 et f,,; n’est
pas diviseur de zéro dans B ; comme tel, il divise 1. Puisque la dimension de V est 0, aucune des
variables n’est libre et donc elles sont automatiquement en position de Noether par rapport a
V. En appliquant a cette situation particuliere le corollaire 4.2.5, nous en déduisons ’existence
d’un calcul d’évaluation 3y dans k[z1,...,x,], sans divisions, de longueur L; := dOM) et de
profondeur I; := O(n?log? d), qui représente un polynéme p,41 de k[z1,...,z,] de degré d°)
vérifiant 1 = p,, 4 ?n+1- Le polynéme ¢ := 1 — ppi1 fre1 est de degré d9™) et appartient &
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l'idéal I = (fi1,..., fn). Enfin le circuit 5, peut étre construit par un algorithme probabiliste de
type aléatoire en temps séquentiel Lq et parallele [y ; sans restriction de généralité nous pouvons
supposer qu’il représente aussi le polynome g.

Puis observons que les polynoémes fi,..., fn,g satisfont aux hypotheses du théoreme 5.1. 1l
existe donc un calcul d’évaluation (B2 dans k[z1,...,x,], sans divisions, de longueur Lo :=
(L1 deg g)2d®™ = dOM et profondeur Iy := O(I?(log(deg g)n"log*d) = O(n'2log®d) qui
représente des polynémes py, ..., p, de k[x1,...,z,] de degré (degg)d©™ vérifiant g = p1 f1 +
-+ =+ pp fn. Nous obtenons donc la représentation 1 = py f1 + - + pna1 fnr1, €t comme degg
est d’ordre 2™ il en est de méme des degrés des p;. De plus, le circuit (2 peut étre con-
struit par un algorithme probabiliste de type probabiliste de type aléatoire en temps séquentiel
LS(deg g)2d°™) = dOM et parallele O(13 log(deg g)n" log* d) = O(n'?1og? d).

En joignant le circuit s au circuit [1, nous fabriquons un calcul d’évaluation sans divisions
0 dans k[x1,...,z,], qui représente les polynomes pi,...,pp+1. Comme L; et Lo, sa longueur
Ly + Ly est d’ordre d°™ . Sa profondeur I + I est d’ordre O(n'?log? d). Enfin, le circuit 5 peut
étre construit par un algorithme aléatoire en temps séquentiel 9™ et parallele O(n'?1log® d).
Ceci acheve la démonstration du théoréme.

Donnons aussi une version non uniforme du théoreme précédent avec une borne de complexité
bien parallélisable.

Proposition : Soient fi,...,fs des polynomes de k[z1,...xy] de degré majoré par d > n et
représentés par leur écriture dense.

Alors si l'idéal engendré par fi, ... fs dans k[xy, ... x| est trivial, il existe un calcul d’évaluation
sans divisions dans k[x1, ... xy] de longueur sS°WdOM et de profondeur O(n?log? sd) qui repré-
sente des polynomes pi,...,ps de degré d’ordre dom vérifiant 1 =p1fi 4+ ...+ psfs.

Démonstration : Du théoréme précédent nous déduisons qu’il existe un calcul d’évaluation [’

sans divisions dans k[zy,...,z,] de longueur s°Md9™ qui représente des polynémes py, ... ps
de degré d°™ vérifiant 1 = p1 fi+...4psfs. En parallélisant le circuit 5 d’apres [Va-Sky-Be-Ra
83] ou [Mi-Ram-Ka 88] nous obtenons un calcul d’évaluation [ sans divisions dans k[z1, ..., 2]

de longueur et profondeur s°Md°™ et O(n?log? sd) qui représente les polynémes py, . . . ps.

5.2.1 Remarque

Dans [Gi-He-Sa 93], Theorem et Proposition 3.5.1 est démontré le résultat suivant :

Soient fi1,...,fs des polynomes de k[z1,...,x,], de degré majoré par d > n, tel que l'idéal
(fi,.-., fs) soit trivial. Supposons que f1,..., fs soient donnés par leur écriture dense. Alors il
existe un algorithme probabiliste de type aléatoire qui en temps séquentiel s°) A9 et paralléle
O(n*log? sd) construit un calcul d’évaluation dans k(zy,...,x,), qui contient des divisions, de
longueur s°M d°M et de profondeur O(n* log? sd), et qui représente des polynémes pi,...,ps
de degré d’ordre do®?) vérifiant 1 = p1f1+ -+ psfs.

La démonstration de cet énoncé utilise les Nullstellensétze effectifs [Di-Fi-Gi-Se 91|, Theo-

rem 5.1 ou [Ca-Gu-Gu 91], Theorem 1.3 et Corollary 3.3 qui sont basés sur des techniques
d’algebre homologique (voir la remarque 4.2.6). Le théoréme et la proposition 5.2 possedent une
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démonstration tout & fait élémentaire et améliorent le résultat cité dans plusieurs directions:

(i) les polynoémes p1, ..., ps, qui font partie du circuit 4 du théoreme et de la proposition 5.2 ,
ont des degrés d’ordre d°™ (au lieu de d°*)

(ii) le circuit d’évaluation 5 du théoréme et de la proposition 5.2 ne contient plus de divisions
(c’est une conséquence de (i) et de la proposition 2.2)

(iii) le circuit B de la proposition 5.2 est bien parallélisable (pour les mémes raisons que (ii)).

Comme dans la remarque 5.1.1, nous obtenons la conséquence suivante :

5.2.2 Corollaire

Soit k un corps commutatif arbitraire, et soient fi,...,fs des polynomes de k[xy,..., x,] tels
que lidéal (f1,..., fs) soit trivial. Notons d le mazimum des degrés des f;. Alors il existe des
polynomes pi, ..., ps de degré d’ordre d°™ vérifiant 1 = pifi + - + psfs.

A Taide de méthodes homologiques, et en supposant de plus n > 1 et d > 3 on obtient dans
I’énoncé précédent la borne plus précise :

max{degpi f1,...,degpsfs} < d"

(voir [Ko 88], [Phi 88], [Fi-Ga 90]).

Néanmoins un raffinement de nos méthodes élémentaires permet d’obtenir la borne 4nd™ si la
caractéristique de k est zéro ou d = 2 et 4n(d+ 1)" sinon (voir [Sa-So 92]). Cette borne est tres
similaire & celle obtenue dans [Bro 87] avec des méthodes plus sophistiquées. Une autre méthode
élémentaire pour obtenir ce genre de résultats est contenue dans [Du 93].

5.2.3 Une application

De la proposition 5.2 on peut déduire une nouvelle forme algorithmique du théoreme de Quillen-
Suslin qui améliore le résultat [Fi-Ga 90], Théoreme 15. Introduisons d’abord les notions et
notations suivantes.

Soit R := k[x1,...,x,]. Pour des polynémes fi, ..., fs de R nous notons [fi, ..., fs] le vecteur de
R® dont ils représentent les coefficients. Nous disons que le vecteur [f1,..., fs] est unimodulaire
si I'idéal engendré par fi,..., fs dans R est trivial. De fagon analogue une s x s-matrice M a
coefficients dans R est appelée unimodulaire si son déterminant est un élément non nul de k.
Avec ces notations nous avons le résultat suivant :

Théoréme : Soient fi,...,fs des polynomes de klz1,...,xy,] de degré majoré par d > n.
Supposons que fi,...,fs soient donnés par leur écriture dense et supposons que le vecteur
f = 1f, .-, fs] de R® soit unimodulaire. Alors il existe une s X s-matrice unimodulaire M

a coefficients dans R avec les propriétés suivantes:
(i) f.M =[1,0,...,0]
(ii) deg M = d°™)
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(11i) les coefficients de M sont représentés par un calcul d’évaluation dans klzi1,...,x,] de
longueur s°MdOM) et de profondeur O(n? log? sd) ne contenant aucune division.

La démonstration de ce théoréme est textuellement la méme que celle du Théoreme 15 de [Fi-Ga
90]. La modification consiste & remplacer la remarque 18 du travail cité par la proposition 5.2.
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