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1. Si f : SZd
0 es FΛ− medible existe g : SΛ

0 → R tal que

f(σ) = g(σΛ).

Acá σΛ = XΛ(σ) es la proyección de σ en Λ (XΛ : SZd
0 → SΛ

0 , XΛ(σ)(x) = σ(x) para x ∈ Λ).

2. Sea Pp la medida asociada al proceso de percolación en Zd de parámetro 0 ≤ p ≤ 1. Es decir, bajo Pp,
(η(e), e ∈ E(Zd)) son variables aleatorias i.i.d con

Pp(η(e) = 1) = 1− Pp(η(e) = 0) = p.

Probar que el evento A =�Existe un camino in�nito abierto� es medible respecto de la σ−álgebra cola y

por lo tanto

Pp(A) =

{
1 p > pc,

0 p < pc

3. Probar las propiedades de la esperanza condicional enunciadas en clase.

4. Si S es �nito o numerable y µ y ν son medidas de probabilidad en S entonces

‖µ− ν‖TV =
1

2

∑
s∈S
|µ(s)− ν(s)|.

5. Probar �a mano� que {−1, 1}N es compacto. Idem para S = SZd
0 si S0 es compacto.

6. Sea (S0, d0) un espacio métrico acotado, separable y completo. Sea B(S0)Z
d
la σ−álgebra producto en

S = SZd
0 y B(S) la σ−álgebra de Borel en (S, d), donde

d(σ, σ′) =
∑
x∈Zd

e−|x|d0(σ(x), σ′(x)).

Probar que B(S0)Z
d

= B(S). Ojo! Esto no es cierto si S0 no es separable.

7. Asumir S0 �nito. En (S,B(S)) se de�ne para cada β > 0, Λ ⊂⊂ Zd y η ∈ S la medida de probabilidad

µηΛ,β(σ) =
1

ZηΛ,β
e−βH

η
Λ(σ)1{σ(x) = η(x), ∀x /∈ Λ},

donde

Hη
Λ(σ) =

∑
x∼y : x∈Λ

U(σ(x), σ(y)) +
∑
x∈Λ

V (σ(x)),

y 1
ZηΛ,β

es la constante de normalización. Probar que si f es continua entonces η 7→ µηΛ,β(f) es cuasi-local.

8. Usar la desigualdad de Holley para probar que en modelo de Ising (i.e. S0 = {−1, 1}, U(s, s′) = −ss′,
V (s) = hs) se tiene

a) µηΛ,β,h1
�stµ

η′

Λ,β,h2
si η � η′ y h1 ≤ h2.

b) µη∆,β�stµ
η
Λ,β si Λ ⊂ ∆ y η ≡ 1.

9. Considerar la medida del modelo de hardcore dada por S0 = {0, 1}, U(s, s′) =∞ · s · s′, V (s) = −s.

a) Interpretar el modelo.

b) ¾Vale µηΛ,β�stµ
η
∆,β si Λ ⊂ ∆ y η ≡ 1? Sugerencia: considerar Λ = {(0, 0)} y ∆ = Λ ∪ {(1, 0)}. ¾Y

para algún otro valor de η?
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