Procesos Estocasticos Practica 3
1¢" cuatrimestre 2016 Cadenas de Markov

1. Cierta compania otorga a cada uno de sus empleados el titulo de programador (P) o jefe de proyecto (M).
En un ano dado, 70% de los programadores permanecen en esa posicion, 20% son promovidos a jefes de
proyecto y 10% son despedidos. Ademas, noventa y cinco por ciento de los jefes de proyecto se mantienen
en su puesto mientras que el cinco por ciento restante son despedidos. ;Cuanto tiempo (en media) trabaja
un programador antes de ser despedido?

2. Los clientes de cierto banco se mueven entre las siguientes categorias: préstamos a tasa variable (V),
préstamos a tasa fija de 30 anos (30), préstamos a tasa fija de 15 afos (15); o entran a alguno de los
siguientes estados: préstamos pagados (P), o hipoteca ejecutada (E), de acuerdo a la siguiente matriz de
transicion:

Vv 30 15 P E
V 055 035 0 0.05 0.05
30 0.15 0.54 0.25 0.05 0.01
15 0.20 0 0.75 0.04 0.01
P 0 0 0 1 0
E 0 0 0 0 1

Para cada uno de los tres tipos de préstamos hallar

(a) el tiempo esperado hasta pagar el préstamo o ejecutar la hipoteca.

(b) la probabilidad de pagar el préstamo.

3. (a) Considere la cadena de Markov con espacio de estados {0,1,2,...} y probabilidades de transicion
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y p(0,0) =1—p(0,1) = T Encuentre su distribucion estacionaria.

(b) Considere la cadena de Markov con espacio de estados {1,2,...} y probabilidades de transicién

p(m,m+1)=m/(2m+2), m>1,
p(m,m—1)=1/2, m > 2,
p(m,m)=1/2m+2) m>2,

3
yp(l,1)=1-p(1,2) = T Muestre que no existe distribucién estacionaria.

4. (Cadenas de nacimiento y muerte) Considere la cadena de Markov con espacio de estados N y matriz de
transicion es
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(a) Asumamos que p; > 0 Vi € N, ¢; > 0 Vi > 1. Demuestre que la cadena es irreducible y es de periodo
2siVi € Nr; =0, y de lo contrario es de periodo 1.



(b)
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Demuestre que la cadena es recurrente si y solo si >, ] T _
r=11=1 Dl
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Demostrar que es recurrente positiva si y solo si > [] Pr_ < 00 ;Que sucede si p; = p, ¢; = q Vi?
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5. (Cadenas de ramificacién)

(a)
(b)

Consideremos el caso en que la cantidad de descendientes de un individuo Y se distribuye segtun pg,
con pg + po = 1. Calcule la probabilidad de extincién en funcién de pg, po.

Consideremos la siguiente cadena de Markov X (que podria ser usado para modelar una cola): Sea
P = (Pk)ken , con pg > 0, po + p1 < 1. La matriz de transicion es Py =pi, >0y

Pk—nt1 Sik>n-—1
Pn,k: .
0 sik<n-—1

Muestre que para cada k € N 3k’ > k tal que 0 — k . Muestre ademés que la cadena es irreducible.

Sean p(r) = 3 prpr¥ y m = E(X1). Muestre que la ecuaciéon ¢(x) = z tiene una tinica solucion en
keN

10,1[ si y s6lo si m > 1.

Encuentre los valores de u €]0, 1] en los que se tiene que la funcién f(n) = u™ satisface la relacion
(P)(n) = f(n) ¥n > 0.

Sea 1, = inf{n > 0: X,, = k}. Muestre que Vk > 1,7 > 0,n > 0 se cumple
Pk-Jrrr(Tk = n) = PT<7'0 = n),

y deduzca Pyi, (1 < 00) = Pr(19 < ), Egar (1) = Er(70).
Deduzca que Py (10 < 00) = Pr(19 < 00)Pp(19 < o0) y que Pi(19 < 00) = Py(19 < 00)*

Supongamos que P; (79 < co) = 1. Muestre que Ei(m0) = kEq1(70).

Las tareas llegan a una cola de un sistema de computacién con un solo servidor de acuerdo con un
proceso de Poisson de parametro A = 5 tareas por minuto. Llamemos a dicho proceso X;

i. ;Cudl es la probabilidad de que en 30 segundos lleguen menos de 5 tareas?
ii. Sea X7 la cantidad de tareas recibidas en un minuto. Calcular:

P(X;1<6) P(B<X;<6)

P(X1<5) P(3<X; <6|X;>4)

iii. ;Cudl es el namero esperado de tareas que se reciben en media hora?

El niimero de veces que una red de computadoras se bloquea sigue un proceso de Poisson de pardmetro
igual a 2 bloqueos por semana. Hallar la probabilidad de que

i. en 2 semanas no se bloquee.

ii. en un periodo de 4 semanas, haya exactamente 1 semana en la que no se bloquea.

Dada X ~ Poisson(\), pruebe que
B(X(X-1)...(X —k+1)) =\

Sea Xj,..., X, variables aleatorias independientes con distribuciones de Poisson de parametro \;
k

respectivamente. Defina Y = > X, , y pruebe que Y ~ Poisson(A\; + -+ + Ag)
i=1



8. Sea N un proceso de Poisson. Dados T' > 0 y n € N, mostrar que para cada 0 < a < b < T la

variable aleatoria N(,; condicionada al evento {N(0,7] = n} tiene distribucion Bi(n,py—q,1), donde

b—a
Po—a,1 3=~ Es decir, para todo 0 < k < n se tiene

n —
P<N(avb] = k’N(OvT] = n) = (k)pf—a,T(l - pb—a,T)n K

i Se anima a conjeturar, basandose en este resultado, cuél deberia ser la distribuciéon conjunta condicionada
al evento {N(y ) = n} de los n puntos del proceso de Poisson sobre el intervalo [0, T]?



