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O propésito desta monografia é modesto: cobrir integralmente o
material a ser exposto em oito aulas-conferéncias sobre processos es-
tocasticos. Nao é, nem pretende ser, um livro sobre processos estocésticos.
Nao contém uma exposicao rigorosa dos temas tratados, porque essa
requeriria da audiéncia pelo menos um curso avangado em Teoria das
Probabilidades (que por sua vez requer cursos avancados de matemética
como Teoria da Medida por exemplo) e muito mais.

A maioria das demonstragoes apelam para argumentos intuitivos.
No caso de que estes nao possam ser fornecidos, referéncias adequadas
sao mencionadas. Varias demonstragoes sao simplesmente esbocadas.
Em compensacao uma grande quantidade de exemplos sao introduzidos
e sao parcial ou totalmente estudados com os elementos provenientes da
teoria exposta anteriormente.

E ao estudo dos exemplos que eu sugeriria que o leitor se concen-
trasse. Neles (como em outras dreas da matematica) pode se encontrar
a motivagao para o estudo mais avancado desta teoria e as ideias que
podem gerar novos exemplos e novas aplicagoes.

Rio de Janeiro, maio de 1975

Pedro J. Fernandez
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1

Introducao aos Processos
Estocasticos

1.1 Introducao

Suponhamos que para cada realizagdo de um experimento aleatério o
resultado fosse uma funcao (digamos no intervalo [0, 1] para fixar as
idéias). Dois possiveis resultados estao indicados na Figura 1.1.
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Fig. 1.1
t é usualmente interpretado como o tempo, mas poderia ser uma distancia
a um ponto fixo, um volume, etc.

v

Suponhamos para sermos mais concretos que ao tempo 0 observamos
uma particula (de um gas por exemplo) na origem de coordenadas de
um sistema de coordenadas tridimendionais. Suponhamos que para cada
instante de tempo ¢t > 0 registramos o valor da primeira das coordenadas.
Obterfamos um gréafico como o da Figura 1.2.
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Fig. 1.2
X3, € entao o valor da primeira coordenada no instante de tempo g .
Este fenémeno foi observado pelo botanico inglés Robert Brown em 1827
e estudado posteriormente por A. Einstein, N. Wiener, P. Levy, etc.
Estudaremos ele com cuidado no Capitulo 4.

Consideremos agora o fenémeno que consiste em contar o nimero
de particulas emitidas por uma substancia radioativa num intervalo de
tempo [0,¢], t > 0. Uma realizagao “tipica”’deste experimento estd re-
presentada na Figura 1.3.
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Fig. 1.3
Xy, indica o ntimero de particulas (2) emitidas pela substancia até o
tempo ty. Um grafico semelhante seria obtido se o fenémeno obser-
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vado fosse o nimero de chamadas telefonicas que chegam a uma central
telefonica, ou o nimero de pessoas atendidas num supermercado, etc.

Em forma imprecisa diremos que um processo estocdstico ¢ um mo-
delo matemaético utilizado para o estudo de fenémenos aleatorios que
tém como resultados fungoes. Essas funcoes que chamaremos trajetorias
estao definidas sobre um conjunto arbitrario 7" mas que nés tomaremos
usualmente como sendo um intervalo na reta real ou o conjunto [0, 4+00).
O conjunto T sera chamado conjunto de parametros.

Como para cada ponto w no espaco amostral {2 temos uma trajetoria,
um processo estocastico também pode ser pensado como uma fungao
de duas varidveis, w € Q e t € T, a valores em um conjunto £ que
chamaremos espaco de estados que usualmente serd [0, +00), R!, ou um
conjunto enumeravel ou finito.

Se fixamos t, temos uma varidvel aleatoria sobre {2. Podemos pensar
entao todo processo estocastico como uma familia de varidveis aleatorias
(a valores em E) {X;}, .. Colocamos esta idéia em forma de definicio.

Definicao 1.1. Um processo estocdstico consiste de um conjunto nao
vazio T que chamamos espaco paramétrico e na associacao para cada
t € T de uma varidvel aleatéria X;: Q — FE todas elas definidas sobre o
mesmo espaco de probabilidades.

Tomaremos usualmente como 7' o conjunto [0,4+o00) ou N = {0, 1,
2,...}. No primeiro caso, falaremos de um processo estocastico a pard-
metro continuo e no segundo de um processo estocastico a parametro
discreto. Para uma definicdo completamente rigorosa de processo es-
tocéstico veja o Apéndice 5. A menos que seja mencionado explicita-
mente o contrario o conjunto F serd R'.

1.2 Familias consistentes

Seja T um conjunto de indices como os mencionados anteriormente.
Suponhamos que para cada n > 1 e para cada subconjunto t; < t9 <
-+ < t, de elementos de T' associamos uma probabilidade P, ¢, sobre
R"™. Dizemos que esta familia de probabilidades é consistente se quando
consideramos varidveis aleatorias Xy, ... Xy, com distribuicao conjunta
Py, .+, a distribuicao conjunta de cada subconjunto de n — 1 varidveis
th e Xti,1 y Xt . th é igual a Pt1...t

i1t i—1tit1...tn -
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Um processo estocdstico {X;}, ., gera uma familia consistente de
probabilidades: basta tomar Py, ;, = L£(X, ...X;,). Reciprocamente
dada uma familia de distribuicGes consistente serd que existe um pro-
cesso estocastico que gera essa familia? A resposta é afirmativa e esta
contida no seguinte teorema devido a Kolmogorov. (Veja também Apéndice
5.)

Teorema 1.2.1. Seja T um conjunto de indices (intervalo finito ou
infinito de numeros reais ou {0,1,...,}). Para toda familia consistente
de probabilidades com conjunto de parametros T' existe um processo es-
tocdstico { Xt},.p que gera esta familia.

Em outras palavras um processo estocastico pode ser construido de
forma a ajustar-se as seguintes condi¢Ges. Damos primeiro para cada
t € T a distribuicdo P, sobre R! que queremos que seja a distribuicao
de Xt .

Depois para cada t; e ty damos as distribuicoes P, que queremos
que sejam as distribuiccoes de (th,XtQ). Logicamente as duas margi-
nais de P4, devem ser P, e Py, . Depois damos as distribuicoes P .,
que queremos seja a distribuicao de (th , Xty Xt3). Logicamente as trés
marginais de Py 4,¢, devem coincidir com Py, ¢y, Pty € Proty . Se conti-
nuamos com esse processo de especificacdo mantendo as condicoes de
consisténcia teremos uma familia consistente de probabilidades. O Te-
orema 1 garante a existéncia de um processo estocdstico gerando essa
familia.

1.3 Alguns tipos gerais de processos estocasticos

Diz-se que um processo estocastico tem incrementos estaciondrios se
Vi<z, V' <s coms—t=s —1t temos

L(Xs— Xi) = L(Xy — Xp).

De outra forma se a distribuicao de X; — X; depende de s e t 86
através de sua diferenca s — t.

Um processo estocdstico {X;}, ., é dito com incrementos indepen-
dentes se Vn, Vit; <ty < --- < t, as variaveis aleatérias

Xy — Xy, Xy — Xty y oo, Xy, — X,

sao independentes.
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Um processo com incrementos independentes estaciondrios é, natu-
ralmente um processo com incrementos simultaneamente independentes
e estaciondarios.

Para um processo deste tipo consideremos P, = £(X;) parat > 0
(T = [0, +00)).

Temos que

Pris = L(Xpys) = L(Xegs — X + Xi)
= L(Xpps — X)) # L(X)) =
= [’(Xs) * ‘C(Xt) =
=P, + P.

Uma familia de probabilidades sobre R! com esta propriedade é cha-
mada um semigrupo. Reciprocamente suponhamos que temos dado so-
bre R! um semigrupo de probabilidades. Sera que existe um processo
com incrementos independentes e estacionarios gerando esse semigrupo?
A resposta é afirmativa e a construgao é realizada usando o Teorema de
Consisténcia de Kolmogorov. Dado 0 < t; < t3 < --- < t,, considere
P,Py—t,,...,P, 4, , ra. independentes zi,...,z2, com estas distri-
buigoes. Defina P, , como a distribuicao conjunta de

(21,21 + 20,21+ 20+ 23,..., 21+ 22+ -+ 2p).

A verificacdo de que estas distribuigoes sdo consistentes é simples. A
existéncia do processo é dada entao pelo Teorema da Consisténcia.
Finalmente vamos introduzir duas classes de processos muito impor-
tantes. Vamos tomar para fixar idéias T = [0, +00).
Um processo { X}, é chamado estaciondrio se Vs >0, V0 <t <
ty <o  <tp,

L(Xey,. o, X)) = L( Xty tsr s Xtyts)

ou seja, a distribuicao conjunta de Xy, ,...,X;, € igual a distribuigao
conjunta de X, 4s,..., X, +s. Intuitivamente podemos pensar que para
um processo estaciondrio a probabilidade de uma trajetoria e a proba-
bilidade de uma translacao dessa trajetéria sao iguais. Como a distri-
buicao de (Xy, x¢+s) ndo depende de ¢t 0 mesmo acontece com X; s — X;
e portanto todo processo estaciondrio tem incrementos estacionarios. A
reciproca nao é verdadeira para o qual basta ver que para um processo
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estaciondrio a distribuicao de X; nao depende de t o que nao necessa-
riamente é valido para um processo com incrementos estacionarios.

Um processo estocastico { X;},., ¢ chamado um processo de Markov
seVn>3, Vit <tag<---<t,, VYV, x9,...,T, reais

P[th < Ty | th = X1, ,th71 = {Iln_l] =
= P[th < Tn ’ th71 = a:n_l].

Ou seja a distribuigao condicional de uma varidvel dado um ntmero
finito de varidveis anteriores depende somente da tltima destas varidveis.
De outra forma o futuro nao depende da forma em que chegamos a
Xt, , = xp—1; depende s6 do fato que no tempo t,_; estamos no estado
Tn—-1 -

Se um processo tem incrementos independentes entao é de Markov.

Nos Capitulos 2 e 3 estudaremos em detalhe um tipo muito im-
portante de processo estocdstico a parametro discreto e com espaco de
estados E finito ou enumeravel (Cadeias de Markov a parametro dis-
creto).

No Capitulo 4 permitiremos que o parametro seja continuo (t =
[0, 400)).

No Capitulo 5 falaremos de alguns processos a parametro continuo
com espacos de estados R! (Movimento Browniano, etc.).

Exercicio 1. Seja {X;},., um processo com incrementos independentes

e estaciondrios. Seja ¢ > 0, e a, b e d nimeros reais. Entao o processo

Y,=a+bu+dX, u > ug >0

(u—wuo)
é também um processo com incrementos independentes e estaciondarios.

Exercicio 2. Seja {X;},., um processo com incrementos independentes

e estaciondrios. Suponhamos que 3M > 0 tal que sup EX? < M e
0<t<1
Xo = 0. Entao

a) EXy —t EXy e var Xy =t var(X;) (ver Apéndice 4);
b) Prove que V¢ >0

UXt —tEX1’ > 5\/t vaer] > 1——=
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e portanto o conjunto de trajetorias que no tempo t satisfacam a

condicao
| X —t EX1| < 24/t var X3
tem probabilidade maior a 0, 75.

A

Xy

N t EX %V tvar X,

t EX,£2+ tvar X,
t EX,

Py
—
v
~

Fig. 1.4

Exercicio 3. Seja {P, 6 > 0, um semigrupo de probabilida-

}0<t§6 )
des sobre R!. Provar que existe um tnico semigrupo sobre (0, +00),
{Qt}op, tal que Vi com 0 <t <4, Qr=P;.
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Cadeias de Markov

2.1 Definicao e exemplos

Seja E um conjunto enumeravel ou finito (que em geral vai ser um
subconjunto dos inteiros), os elementos de E serdao chamados estados e
E o espago de estados. Seja {p;},.; uma sucessao de nimeros tais que

pi>0e > p=1
i€ER
Seja P uma matriz de nimeros p;;, i,j € E, tais que p;; > 0 e
Vie E ) pi; =1. Uma tal matriz é chamada matriz markoviana.
jeE
Definicao 2.1.1. Uma sucessdo de variaveis aleatérias {Xn}, (o
é chamada uma Cadeia de Markov com distribuicdo inicial {p;}, . e
matriz de transicao P se:
a) Vie E P[Xo=1]=p;.
b) Vn; Vigiy...inint1 € E tal que
P[Xo :io,...,Xn:in] >0
P[Xn+1 = in+1 ’ X() = io, e 7Xn = ’Ln] :pinin+1'
A propriedade a) diz que a distribuigao de varidvel aleatéria Xg é
a determinada pela sucessdao {p;}, .. A propriedade b) diz que Vn, a
distribuig¢ao condicional de X,,+1 dado Xy Xj...X,, nao depende nem

da sucessao ig . . . i, , nem do instante n, s6 depende do estado %,, ocupado
no tempo n.
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Outra defini¢do esta contida na seguinte proposicao.

Proposigao 2.1.1. Dado um espaco de estados E, uma distribuicdo
{pi},cp € wuma matriz markoviana P; uma sucessdo de varidveis aleatd-
rias { X, } € uma cadeia de Markov se, e somente se,Vn,Vii...i,
€ FE.

n=0,1,...

p[Xo =0, - -, Xn = in] = PigDigi1 - - - Pipy—1%n -
Demonstracao: Que a condicao é suficiente e facilmente verificavel.

Vamos, agora, provar a necessidade por indugdo. Para n = 0, é
evidente. Consideremos

P[X() =10,... ;Xn—l-l = in+1].
Podemos supor p;, > 0. Se P[Xy = igp,...,Xn = iy] > 0, temos que

P[Xo=ig,..., Xpt1=lns1] =
= [Xo=jig,..., Xpn =1in] =
:P[Xn+1 :in+1 |X0:ZO,,Xn:Zn]

(por inducao)

= PioPigirs - -+ s Pin_1inPininy1 -

Se P[X() = ’io,...,Xn = ’Ln] = 0, entao P[XO = ’io,...,XnJrl =
int1] = 0 e existe j, 0 < j <n — 1, tal que p;,;;41 = 0.

Portanto, ambos os membros da identidade a ser provada sao iguais
a 0.

Nota: O espago de probabilidades sobre o qual estao definidas as varidveis
aleatérias que entram na definicdo de cadeia de Markov nao foi des-
crito explicitamente porque isso ultrapassaria o nivel desta monografia.
Para os problemas que vamos discutir ndo é necessario. O problema
da existéncia de uma cadeia de Markov, dada uma distribuicao inicial
{pi}ie ;» ¢ uma matriz markoviana P, tampouco vai ser discutido pelas
mesmas razoes. Uma tal cadeia de Markov existe sempre. O leitor inte-
ressado e com algumas nocoes de Teoria da Medida pode consultar por
exemplo [1]. (A construgao é feita utilizando os resultados do Apéndice
5.)

Exemplo 2.1.1 - Vamos supor que uma certa mensagem ¢ transmitida
usando s6 os digitos 0 e 1.
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A probabilidade de que um digito seja transmitido corretamente é
p e que mude, ¢ = 1 — p. Podemos representar este processo por uma
cadeia de Markov com os estados 0 e 1, e com a matriz de transicao

0 1
i)
I\g »

onde o elemento ¢, j da matriz indica a probabilidade de transmitir j
quando o verdadeiro digito € i.

Exemplo 2.1.2 - Consideremos um jogador que ganha ou perde uma
unidade com probabilidades p e g respectivamente. Vamos supor que o
seu capital inicial é x e que o seu adversario tem um capital de a — x
(a > z, e portanto o capital total é a). O jogo continua até que um dos
jogadores fique arruinado, ou seja, até que o primeiro jogador aumente
seu capital até a ou perde x.

A matriz de transicao desta cadeia é a seguinte

012 - - - - a
0 /100 0
;qu-

P:.Oqu 0
a—1 - - q 0 ¢
a v -+ - - 001

Exemplo 2.1.3 - Vamos supor que o nivel econéomico de um homem
é classificado em trés categorias: rico (R), classe média (M), e pobre
(P). Vamos supor que dos filhos de um homem rico 95% sao ricos e 5%
de classe média. No caso de um individuo de classe média, 10% sao
ricos, 70% de classe média e 20% pobres, E, finalmente, no caso de um
homem pobre, 30% sao de classe média e 70% sao pobres. Supondo
que cada homem tem um filho, podemos formar uma cadeia de Markov
observando uma familia através de geracoes sucessivas. A matriz de
probabilidade de transigao é

R M P
R /0,95 0,05 6
M| 0,10 0,70 0,20
P 0 0,30 0,70
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Exemplo 2.1.4 - Vamos modificar o Exemplo 2.1.3 supondo que todo
homem nao tem, necessariamente, um filho. Vamos supor que a pro-
babilidade de ter um filho é de 90%. Podemos entao formar uma cadeia
de Markov com quatro estados, agregados um, que vamos chamar A,
aos trés anteriores. Este vai ser um estado que, depois de alcancado,
nao pode ser abandonado (absorvente). A matriz de probabilidades de
transicao neste caso é:

R M P A
R /0,85 0,045 0 0,10
M| 0,09 0,63 0,18 0,10
P 0 0,27 0,63 0,10
A 0 0 0 1

Exemplo 2.1.5 - Um jogo consiste no seguinte: um ponto inicial é
escolhido no interior da rede da Figura 2.1.1 (vamos dizer o ponto 5).
Um movimento ao acaso é comegado nesse ponto passando a cada um
dos pontos vizinhos com igual probabilidade (por exemplo, se o ponto
inicial foi o ponto 5 no primeiro movimento é possivel alcancar os pontos
2, 4, 6 e 7 com probabilidade 1/4 para cada um deles). O processo é
terminado quando alguns dos pontos da fronteira (A, B, C, D, E, F, G,
H, I, J) sdo alcangados.

® O O

Fig. 2.1.1
Esta cadeia de Markov esta descrita pela matriz de transicao:
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1234567 ABCDEFGHI
170%0% 000 i000000%%O0 02
2 %0%0%00 {00000000%0O0
3] 0%000%0 {%00000000*%
4 %000%00 i0000%%0O00O00O
5/ 0%40%0%% 0000000000
6| 00%0%00 i 0%%0000000
7/l 0000%00 {0%%%000000
A 1
B 1
C 0
D
E 0
F
G
H 0
| : :

J : 1./

Exemplo 2.1.6 (Passeio ao acaso) - Suponhamos uma particula na
origem da reta real. Por algum mecanismo aleatério selecionamos 1 e —1
com probabilidade p e g respectivamente. Se o resultado é 1 a particula
se move uma unidade para a direita (de 0 a 1); se o resultado é —1, uma
unidade para a esquerda (0 a —1). Se depois de i movimentos (tempo
i) a particula se encontra na posicao k e o resultado é 1, a particula se
move para a posicao k+ 1. se é —1, para a posicao k — 1. O espaco de
estados é os inteiros e a matriz de transicao estd dada por:

Dii+1 =D, Dii-1=¢, p=>0, pt+qg=1L1

Uma variante deste exemplo se obtém tomando como espaco de es-
tados os inteiros nao negativos e definindo P da seguinte forma:

0 2

o~ O
QOO -

0
p
0

o =

p - - p#0, q#0
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Exemplo 2.1.7 - Uma seqiiéncia de tarefas é realizada em uma ordem
determinada cada uma com sua probabilidade de sucesso.

Sucesso em uma tarefa implica em passar a realizar a tarefa seguinte;
fracasso implica em comecar tudo de novo. Tomamos como espaco de
estados para esta cadeia os inteiros nao negativos e como P a matriz

o 1 2 3

0 fg1 ;v O O

P = 1 q2 O P2 0
2\gs 0 0 p3

O valor p; é a probabilidade de transicao do estado i — 1 ao estado
i, € ¢; ¢ a probabilidade de transi¢ao do estado ¢ — 1 ao estado 0. p; é
a probabilidade de sucesso ao realizar a tarefa i. Vamos supor que Vi,
0 < p; e que p; < 1 para infinitos 1.

Exemplo 2.1.8 - Processo de ramificagao. O espaco de estados neste
exemplo vai ser os inteiros nao negativos. Seja () uma probabilidade fixa

sobre os inteiros nao negativos (determinada por {Qi}i:01 ,

o0

¢ >0,> ¢ =1). Seja {Yn},_,, uma sucessao de varidveis aleatérias
i=0 o

independentes identicamente distribuidas com lei comum Q(L(Y,) =

(2
Q,Vn). Definimos p;; = P[ Y = j] para i > 1, poo = 1 € poj = 0
k=1

para j > 1.
A situacdo a que corresponde este modelo é a seguinte: a probabi-

lidade de que uma bactéria dé lugar a n delas antes de morrer, é ¢, . A
i
v.a. »_ Yy indica o nimero de bactérias originadas por i delas antes de
k=1
morrer. A v.a. X, , correspondente a cadeia de Markov associada a esta

matriz de transicdo, indica o niimero de bactérias na colonia no instante
de tempo n.

Exemplo 2.1.9 - Consideremos a carteira de um grande estabeleci-
mento comercial. Cada conta nesse porta-documentos pode ser classifi-
cada em um dos seguintes “estados”. Paga (P), antiguidade 0 (se todas
as faturas na conta tem menos de um més), antiguidade 1 (se a fatura
com maior antiguidade tem data de emissao entre 1 e 2 meses atras);
antiguidade 2 e 3 sao definidas em forma semelhante. Finalmente uma
conta é colocada como perda (L) (e outros procedimentos sao adaptados
para sua cobranga) se sua antiguidade é superior a 4 meses.



14 Cadeias de Markov Cap. 2

Utilizando um procedimento que veremos posteriormente a matriz
de probabilidade de transicao ¢é igual a

P L o0 1 2 3
P/1 0 0 0 0 0
Llo 1 0o 0 0 0

p_0]03 0 0601 0 0
1102 0 02 05 0,1 0
20,1 0 0,2 05 0,4 0,1
3 \0,1 0,1 0,1 0,1 0,2 0,4

Exemplo 2.1.10 Cadeia de Ehrenfest - Suponhamos ter d bolinhas
enumeradas 1,2,...,d. Inicialmente estas d bolinhas estao distribuidas
em duas urnas. Um ntmero entre 1 e d é escolhido aleatoriamente e
a bolinha com esse nimero ¢é transferida da urna em que se encontra
para a outra. Seja {Xn},_q,, 0 nimero de bolinhas na urna 1 no
instante de tempo n. {Xn}, o, ¢ uma cadeia de Markov com matriz
de probabilidades de transicao dada por

1
j=i—1

d .
P(i,j) = 1-% j=i+1
0 jAi=1, jAi+1

Exemplo 2.1.11 - Cadeia fila. Consideremos um lugar onde pessoas
chegam em diferentes momentos e sao eventualmente atendidas na or-
dem da sua chegada (central telefonica, caixa em um supermercado,
etc.). Todas as pessoas que chegaram mas que ainda nao foram atendi-
das uma fila.

Vamos considerar um modelo um pouco artificial para descrever este
sistema. Dividamos o tempo em intervalos iguais (por exemplo minu-
tos). Vamos supor que haja pessoas esperando, ao inicio de um periodo
exatamente uma serd atendida nesse periodo. Se nao hé pessoas espe-
rando nenhuma sera atendida durante esse periodo. Seja Y, uma v.a.
que indica o nimero de clientes que chegam durante o intervalo n. Va-
mos supor que estas v.a. sao independentes e identicamente distribuidas
com distribui¢ao determinada pela fungao g, onde Vn, P[Y,, = k] = g(k),
k=0,1,2,.... Seja X, o nimero de pessoas na fila no final do periodo
n. (Xo indica o nimero de clientes presentes inicialmente). Se X, =0



Secao 2.2 Probabilidades de transicdo de ordem superior 15

entao Xp4+1 = Yp41; 8¢ X > 1 entao X411 = Xy, + Y1 — 1. Resulta
que X,, é uma cadeia de Markov com espago de estados £ = {0, 1,2,...}
e com matriz de probabilidades de transicao dada por

P(0,7) = 9(j)

Para os restantes valores de %, j, P é definido como sendo 0.
Seja u a esperanca da distribuicdo g e ¢ a sua funcao geradora de
probabilidades.

2.2 Probabilidades de transicao de ordem superior

Vamos indicar com P™ a poténcia n da matriz de transicao P, e
com P™ (i,7) o termo i, j dessa matriz. A probabilidade condicional
P[- | Xo = i] e as esperancas com respeito a esta probabilidade serao
demonstradas com P’ e E', respectivamente.

Vamos estabelecer agora uma relagao muito 1til para o calculo de
probabilidades de transicao em n etapas.

Proposigao 2.2.1
P[X,=j|Xo=i=P"(i,j) n=12....

Demonstracao: Vamos fazer o argumento para o caso n = 2. O caso
geral é similar:
P[Xy =1, X5 = j]

PXo=j|Xo=1] = =
Di

> P[Xo=1,X1=Fk X =] > DiDikPkj
keE _ keE

Dbi Di

= Zpik:ij = PP, 5).
keE

Coroldrio 2.2.1. Se 7 indica o vetor da distribuicdo inicial {p;};.p ,

entio a distribuicio de X, estd determinada pelo vetor m P(™.
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Demonstracao:
PlX,=jl= Y, PlXu=j|Xo=iP[Xo=1i]
{i:i€E,pi>0}
= 2 wPUE) =) mPt
{i€E,p;>0} i€E

Proposicao 2.2.2. a) Se P[Xy =ig,..., X;n = im| > 0, entao,
PXntm =7 | Xo =10,y Xpn = im] = P™ (i, 7).
b) f: E—R (f >0 ou limitada), entio Vi € E
= P, j) f(j
JjEE

c) E' f(Xntm) = ZkeE (Z k) EFk f(Xy).

Demonstragao: Sé vamos provar c).

E' f(Xpym) = E' Z FO) Iixo=i, X1 =10, Xom— e, Xom g n=5]
11,12,-,m—1,K,J
= Z f(j)Pi[X():iv"'va-‘rn:j]:
11,02, 7k7.]
P[Xo=%,X1=t1,...,.Xm=Kk]|>0
1 ‘
- Z f(]);P[XOZZP'"Xm:k]'
7

11,02, ’ka
P[XO 1, X1=11,.. ,Xm—k]>0

P Xpin=4|Xo=4,...., Xm = k] =
= Y )= PXo=1i,..., Xpm = kPM(k, j) =

11,82, 7k’.7

Y| X P X =K || S0Pk | -

k 11,0250 m—1 J

Pi[X =k =Bk f(Xn)

=> P, k)E"f(X,).

k
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2.3 Classificacao de estados

Definicao 2.3.1. Dizemos que ¢ € E conduz a j € E e escrevemos
i — j se PM(i,j) > 0 para algum n > 1. Dizemos que i € E e j € E
comunicam-se, € escrevemos ¢ <+ j se e somente se ¢ — j e j — 1.
Proposicao 2.3.1. A relacio < € uma relacdo de equivaléncia.
Demonstracgao: Verificaremos s6 a transitividade. Suponhamos i — j
ej— k. OusejaIn > 1em > 1 tais que P (i,5) > 0e P (4, k) > 0.
Entao

plntm) (i, k) = Z pn) (i, S)P(m)(s, k) > pn) (i’j)P(m) (j,k) > 0.
sekE

Portanto ¢ — k£ o que prova a transitividade.

Esta relacao de equivaléncia divide o espago de estados em classes
de equivaléncia.

Definicao 2.3.2. Uma cadeia é chamada irredutivel, se tem sé6 uma
classe de equivaléncia.

Seja [ = PiX, = i,X1 # i,X0 # iy, X1 # 4 S
indica a probabilidade de retornar ao estado ¢ depois de exatamente

n periodo de tempo. (Na notagdo do Apéndice 2 fi(in) = Pi[7; = n)).
o 00
Seja Hiy; = > fi(in) a probabilidade de retornar alguma vez ao estado
n=1
o0
i. Definimos também p; = > n fi(l-n). i indica o ntimero médio de

n=1
etapas necessdrias para retornar ao estado inicial 1. w; é chamado

tempo médio de recorréncia.

Definicao 2.3.3. Um estado i € E é chamado recorrente se Hy; = 1. E
chamado transitério se H;; < 1.

Definicao 2.3.4. Um estado recorrente é chamado recorrente nulo (re-
corrente positivo) se p; = oo, (1 < 00).

O seguinte teorema é importante mas a sua demonstragao é mais
complicada e foi portanto incluida para os interessados no Apéndice 2.

Teorema 2.3.1. Um estado i € E € recorrente ou transitéorio de acordo
com que

ZP(”)(Z',Z') =00 ou < oo.
n=1
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Uma conseqiiéncia imediata deste teorema é a seguinte.

Proposicao 2.3.2. Sei <> j ei é recorrente entao j € recorrente. ( Ou
seja a propriedade de ser recorrente € uma propriedade de classe ).
Demonstragio: Sejam n e m tais que P™(i,5) > 0 e P (j,i) > 0.
Entao

P, ) > PO, i) PO (6, 0) P (i, j).

Portanto

Z p(ntmts) (j,5) > pm) (7, i)P(S)(i, i)P(") (i,7) Z PG (i,1).
s=0

s=0
oo
Se i é recorrente Y P®®)(i,i) = 0o e portanto esquerdo é também
s=0

oo 0 que prova o resultado.

Definicao 2.3.5. Um estado i € E é chamado absorvente se P(i, i) = 1.
Portanto H;; =1 e p; = 1.

Definigao 2.3.6. Se i — i entdo o maximo divisor comum (m.d.c.) de
{n:n>0,P™(i,i) >0} é chamado periodo do estado i.

Proposigao 2.3.3. Sei — j entao, periodo de i = periodo de j.

Demonstracao: Escolhamos a e b tais que P(® (i, j) > 0 e P®)(j,i) >
0. Temos também que

platmid) iy > pl@)(; i) pm)(j 1) P®)(j, )

Se P(™(j,5) > 0 entdao PC™(j,5) > 0 e Petmtb)(; i) > 0 e
plat2m+b) (27 Z) > 0.

Portanto o perfodo de ¢ divide a (a +m +b) e (a + 2m + b) e con-
seqiientemente a sua diferenca ou seja m. Quer dizer o periodo de i
divide qualquer nimero m tal que P(™ (4,7) > 0. Portanto o periodo de
i divide o periodo de j. Como i e j podem ser trocados neste argumento
o resultado fica provado.

Uma conseqiiéncia deste resultado é que o periodo € uma propriedade
de classe. Podemos falar do periodo de uma classe como o periodo de
qualquer um dos estados que compoem a classe.

A notacao m = n(d) significa que m —n é divisivel por d. Sejai € E
e seja I a classe a que 7 pertence; I com periodo d. Temos
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Proposicao 2.3.4. Para cada j € I existe r; = 0,1,...,d —1 tal que
P (i, §) > 0 implica n = r(d).

Demonstracao: Seja tal que P (j,7) > 0. Se PM(i,5) > 0 e
P™(i,§) > 0 entao P9 (i,7) > 0 e P (i4) > 0.

Portanto d divide m 4+ a e n 4+ a. Entao d divide a sua diferencga ou
seja m — n ou seja m = n(d). Podemos definir entao r; como o resto de
dividir n por d, para qualquer n com P (i,7) > 0.

Seja F' um subconjunto dos inteiros contendo pelo menos um ele-
mento diferente de 0. Denotaremos com grupo (F') (semigrupo (F)) o
grupo (semigrupo) gerado por F. O semigrupo por F' consiste de todas
assomas fi1+ fo+ -+ fmondem >0e f; € F,i=1,2,...,m.

E fécil verificar também que grupo (F) = {a — b; € semigrupo (F),
b € semigrupo (F')}.

k
Para a € grupo (F) e k inteiro positivo ka = ) a € grupo (F).

n=1
Lema 2.3.1. m.d.c. (F') = menor elemento positivo de grupo (F).

Demonstragao: Seja a o menor elemento positivo de grupo (F'). Pela
forma que os elementos de grupo (F') sdo gerados resulta que m.d.c.
(F)<a.SejafeF. f=ka+ronde0<r<a Agorar=f—kac
grupo (F'). Como é menor que a tem que ser r = 0. Portanto a divide
f para todo f € F, e conseqiientemente o m.d.c. (F') o que prova a <

m.d.c. (F).

Proposigao 2.3.5. F C {1,2,...}. Seja d = m.d.c. (F). Entdo existe
mo tal que Ym > mq, md € semigrupo (F).

Demonstracao: Pelo lema anterior temos que d = a — b com a e b
pertecendo ao semigrupo (F'). Como semigrupo (F') D semigrupo {a,b}
vamos provar a tese para semigrupo {a, b}. Escolhemos my = (g)z. Seja
mZmo,m:k%+rcom0§T< g- ComomZmo,krzgeportanto
k —r > 0. Multiplicando por d temos

md=kb+rd=kb+r(a—>b)=(k—r)b+rac semigrupo (F).

Proposicao 2.3.6. Seja k o periodo do estado i. Entao existe mg tal
que ¥Y'm > mg, P (i i) > 0.

Demonstragao: {n : n > 1, P™(i,4) > 0} é um semigrupo. A pro-
posicao decorre agora da proposicao anterior.
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Definicao 2.3.7. Uma classe de estados com periodo 1 é chamada
aperiddica.

Proposicao 2.3.7. Seja P a matriz de probabilidades de transi¢cdo de
uma cadeia de Markov finita, irredutivel e aperiddica. Entdo 3N tal que
Vn > N todas as entradas de P™ sio positivas.

Demonstragdo: Dado i e j € E, 3k(i,j) tal que P*9(i 5) > 0.
Também existe, pela Proposigao 2.3.6, N(i,j) tal que Vn > N(i,7)

Ppk(ig)+n) (i,5) > 0.

Se definimos
N = max{k(i,j) + N(i,5)}

i,jEE
entdioVn >N, Vie E, Vje E, P™(i,5) > 0.

Definicao 2.3.8. Um estado ¢ € E aperiddica e recorrente positivo é
chamado ergddico.

2.4 Representacao candnica da matriz de probabilidades de
transicao de uma Cadeia de Markov finita

Enumere os estados de forma tal que os estados que estejam na mesma
classe de equivaléncia tenham nimeros consecutivos.

Enumere as classes de equivaléncia de forma tal que o processo possa
passar de um estado a outro na mesma classe ou em classe precedente,
mas nao em uma classe posterior na enumeracgao. Isto pode ser conse-
guido colocando as classes recorrentes primeiro e depois as classes tran-
sitérias, estas ultimas ordenadas sempre com o mesmo critério. Sejam
C1,Co, ..., Cp,Cryq,...,Cy as classes de equivaléncia onde C1, Co, . .., C,

sao recorrentes e Cy41,...,C, sdo transitorias. A matriz de probabili-
dades de transicao pode ser representada entao da seguinte forma:
Py
Py
P = Ar+1,1 cee Ar+1,r Br+1
Ar+2,1 cee Ar+2,r Ar+2,r+1 Br+2
Apq oo Apy Ap 1 ... By

)
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P, P, ...,P., Bry1,..., B, sao as matrizes de probabilidades de transi-
cao correspondentes as classes de equivaléncia e as A; j sdo as matrizes
que dao as probabilidades de transicao de uma classe para as classes
anteriores.

Proposigao 2.4.1. Numa cadeia de Markov finita a probabilidade de

que o processo esteja num estado transitorio converge a 0.

Demonstragao: Seja T' o conjunto de estados transitérios. T' = {iy, io,

...,is}h. Enttao VI, 1 < ¢ < s, existe ny tal que P*[X,,, ¢ T] > 0. Se
S

n=>yned= 1glzin Pu[X,, ¢ T)entaio Vi€ T, P'[X,, ¢ T] >3 >0
SESS

=1 S
equivalentemente S P (i,r) <1—4,VieT.
reT
Agora
PO (Gr) =3 "y T PO i) PU (ry,rg) L PY (g, )
T1 Tk—1

> PR ) < (1-6)"

reT

Ou seja P[ X1, € T] < (1—6)*. Como com P'-probabilidade 1 [X,x1¢ €
T] C [Xpr € T), 0 < £ < n, resulta que P X,pqe € T] < (1 —0)F,
0 < /¢ < n. Quando k — oo o membro direito converge a 0, o que prova
a proposicao.

Corolario 2.4.1. Se i e j sdo estados transitdrios entdo P™ (i, j) — 0
geometricamente. F dizer que existem ¢ >0 e 0 < r < 1 tal que

PM (i, §) < er™.
Demonstracao: Pela proposicao anterior temos que
POEOG )< (1 =8 ieT, jeT.

Seja m = nk + £. Temos

PG ) < (1-6)" < (1-8)" = 1 _(1—aumm

Definindo ¢ =

1
50" (1 —6)'/" temos o corolario.
Corolario 2.4.2. Uma cadeia de Markov finita tem pelo menos um
estado recorrente.



22 Cadeias de Markov Cap. 2

2.5 Estudo de algumas cadeias especiais

2.5.1 Cadeia de nascimento e morte

Chamaremos assim, uma cadeia que tem como espago de estados algum

dos conjuntos {0,1,2,...,7} ou {0,1,...} e como matriz de transi¢ao a
dada por
% j=i—1
P(i,j)=<Sri j=i
pi j=i+1

onde p; +r; +q; = 1, go = 0, e no caso de E ser finito p, = 0. Supomos
também que p; >0eq; >0,V0 <i <.
Paraaebe E, a <b, definimos

u(i) = P'lra <), a<i<b.

Definimos u(a) =1 e u(b) = 0.
A funcédo u satisfaz a seguinte equacao

wy) =qju(j—1)+rju(y)+pjuyij+1l) a<j<b

Como 7 = 1 — p; — q; temos

uU+D—Mﬂ=ZWU%mU—M,a<j<b
GG ) (i — ) = e —
_pjpj,l[ (G—1)—u(j—2)]
954951 " " qa+1 [

= a+1)—u(a)l.
DjPj—1-""DPg+1 ) (@)

Chamando «; = KL CR , ag = 1, temos que

pip2 - Pi

M u(G+1) —u(j) = L ula+1) ~ula), a<j<b.

Qq

Somando sobre j entre a e b — 1 temos

b—1
u(b) — u(a) = u(a+1) —u(a) (Z ai)

— Qq
-1
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ou seja
u(a+1) —u(a) 1
a T -1
1=a

Substituindo em (I) temos

. . aj .
u(i+1) —ulj) = ==, a<j<b

5 a
1=a
Somando para j entre ¢ e b — 1 temos:

b—1
>

u(b) —u(i) =~
——
—u(i) > Qi
1=qa
Portanto
b—1
2. ,
u(i) = 55— = P'lra < 7).
2. a
Jj=a

Vamos agora estudar quando uma cadeia de nascimento e morte,
irredutivel sobre £ = {0,1,2,...}, é recorrente ou transitéria.
Temos que (com relacio a P!)

I1<m<mg<my<---

e entdo Pl[r, > n — 1] = 1. Resulta que P'[r, 1 co] = 1. Temos entdo

—_
—_

|
8

Pliry < oo] = lim P[ry < 7] = lim | 1 —
n n n

«; Z 87

Il

o
<.
I
o

i
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oo
Se a cadeia é recorrente Pl[ry < oo] = 1 e portanto Y. a; = oo.
i=0
o0
Reciprocamente, se Y a; = 1, Pl[1g < oo] = 1 e P19 < o] = P(0,0)+
i=0
P(0,1), Py < co] = P(0,0) + P(0,1) =1
Portanto 0 é um estado recorrente e entao toda a cadeia é recorrente.
Resumindo, a cadeia é recorrente se e somente se

Z q192 - — .

1 Pip2 -

2.5.2 Cadeia de ramificacao

Vamos calcular P![ry < oo] = 8 ou seja a probabilidade de extingio
dos descendentes de um individuo. Se comecarmos com ¢ individuos,
a probabilidade de extincdo serd 3°. Para calcular 3 e para exemplos
futuros vamos utilizar o seguinte:

Lema. Seja Bo, 51, B2, ... uma distribuicdo de probabilidades sobre os
inteiros ndo negativos e p(t) = o+ it +Bot?+. .. a funcdio geradora de
probabilidade. Seja p a esperanga da distribuicdo dada (0 < p < +00).
Suponhamos que 1 < 1. Entao se p < 1 a equagdo o(t) =t ndao tem
raizes no intervalo [0,1). Se u > 1 a equagdo ¢(t) =t tem uma Unica
raiz no intervalo [0,1).

Esquema de demonstracao:
Os graficos de ¢ para os distintos valores de p sao os indicados na
figura.

p<1 p=1 p>1

Note que ¢(0) = By, p(1) =1e %m% ¢ (t) = p. Anélise de ¢'(t) em [0, 1]
—

dé a demonstracao.
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Passamos agora ao cdlculo de 8. Temos por exercicio que

B = P'lry < oo] = P(1,0) + iP(l, k)P* [y < o0
k=1

= P(1,0) + i P(1,k)B".

k=1

Seja ¢ a funcao geradora de probabilidades da distribuigao [P (1, k)]x=0.1,...-

Vamos supor que P(1,1) < 1. Temos entdao que 8 = ¢(5). Ou seja 3 é
raiz da equacao p(t) = t. Seja p a esperanga dessa distribuicao. Entao
se u < 1, resulta 8 = 1 ou seja, temos extingao certa. Se y > 1, § é raiz
da equagao ¢(t) = t no intervalo [0, 1]. Portanto é igual a 1 ou a um
nimero no intervalo [0, 1). Vamos provar que 5 < 1. Como as particulas
iniciais atuar independentes na formacao dos seus descendentes, resulta
que a probabilidade P![ry < n] de que os descendentes de cada uma das
1 particulas iniciais tenham desaparecido antes do tempo n, é igual a
(P[0 < m])’. Portanto

Pl <n+1]=P(1,0) + iP(l, k)P*(19 < n) =
k=1

= P(l,O) + ip(lvk)(Pl(TO < n))k =
k=1

— B0+ 3 Be(P (0 < m)).

k=1

Ou seja

Pl(ro <n+1) = p(P'(rg <n)), n>0.

Seja Bp a raiz em [0,1) de p(t) =t.
Agora P!y < 0] = 0 < f3y e por inducdo

P(ro < n+1) = o(P'(1 < 1)) < 9(fo) = fo-

Portanto Vn P[rg < n] < By e passando ao limite Pl[ry < oo] = B <
Bo < 1. Como (3 tem que ser igual a Sy ou a 1 resulta = Sy .
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2.5.3 Cadeia fila

Temos pelo Exercicio 2.2,c)

Pl < oc] = P(1,0) + iP(l,k)Pk[To < 0]
k=1

PYry < 00] = P(0,0) + iP(O, k)P*[7y < o0).
k=1

Como para esta cadeia P(0,k) = P(1,k) = g(k) Vk. Resulta que
Pl < 00] = POy < o0).

Vamos provar agora que se u < 1 e a cadeia é irredutivel, entao,
é recorrente (condigao para que seja irredutivel podem ser encontradas
nos exercicios). Seja 8 = PY[rg < oo] = Pl[ry < 00]. Se provarmos que
»(B) = B, entao, pelo lema 5 = 1 o que provaria o resultado. (Note-se
que g(1) < 1 porque a cadeia é irredutivel.)
Temos que

PPlry < oc] = g(0) +Zg )P*[r < o).

Agora por exercicio
P*[ry < o0] = P11 < 00] PF Y r_g < 0] ... Py < o).
Por outra parte, para ¢ > 1,
P11 = n] :P{wzgi%{i—k(Yl -+ +Y¥n—-1)=i—1{=n}

=Plw:min{V1 + Yo+ -+ Y, =m—1} =n}.
m>0

Ou seja, Pi[r;_1 = n] é independente de i e portanto P'[r;_1 < oo] é
também independente de i. Temos entao

Py < o0] = ¥

B = P’y < o0] = g(0) —1—29 (B).
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Vamos estudar agora o caso u > 1.

Como 3 = () temos para [ duas possibilidades: f = fy < 1 ou
B =1 onde By = ¢(Hp) é a unica raiz de p(t) = ¢t em [0,1). Vamos
provar que 3 = fy. Temos que (ver exercicio)

Plry <n+1] = P(1,0) +ZP1k Flro < nj
k=1
ou seja
oo
(I) Pllrg <n+1] = g(0 :Zg (k)P*[ry <n], n>0.
k=1

Agora por exercicio temos que,
PFlro < n] < P¥[rp_y < n|P* Y m_s <nl...Plr <)
como P'[1;_1 < n] = Py < n] resulta que
P*ry < n) < (PYr < n))k.

Portanto a equagao (I) transforma-se em
Pllrg <n+1] <g(0 +Zg k)(P'ro < n])* = @(P'[ro < nl).

Como Pllry < 0] = 0 < fBy, por indugao usando a equacdo anterior
resulta que
Yn>0 Pl <n]<ps.

Passando ao limite quando n — oo, temos que
B=Plr <] < fo

o que prova que a cadeia é transitéria (8 = P%[ry < 0o] = By < 1).

2.6 Distribuibuicao estacionaria de uma cadeia de Markov

Seja P a matriz de probabilidades de transicao de uma cadeia de Markov.
Seja {mi{;., uma probabilidade sobre E. Esta distribui¢io é chamada
estaciondria se
Vi€E, Y mPj=m,
S
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ou em notagao matricial
P =m.

E facil ver que também 7/ P( = 7. (Ver Exercicio 2.8.)

Se a distribuicao inicial de uma cadeia é uma distribuigao esta-
ciondria, entao a cadeia é um processo estaciondrio (Exercicio 2.9).

Se 7 é uma idstribuicao estaciondria e liin P (i, §) = m; Vi, entdo
7 ¢ a unica distribuicao estaciondria. (Exercicio 2.10.)

Vamos agora estudar um exemplo. Seja {X,}, ., uma cadeia de
nascimento e morte sobrde E = {0, 1,2,
dots} tal que p; > 0sei > 0 e g > 0 para i > 1. Vamos resolver o
sistema:

o po 0 O 0 o
qg 71 D1 0 .
T, 71, = 1
(o, ™1 ) 0 g 11 p2 0 .
0 0 g3 73 p3 0

Resulta
moro + T1q1 = To

DiATi—1 + 1T + Gamip1 =™, 1>1

Como ¢; + r; + p; = 1 temos
q1m1 —pomo =0

Gi—1Ti41 — PiT = ¢ — Pi—1Ti—1, ¢ > 1.

Resulta entao que
Gi+1Ti+1 —pimi =0, 120

e portanto,

T4l = —— Ty -
qi+1

Desta relacao resulta que

= bop1 - Pi—1 T, Q> 1.

q192 - - q;
N——’

a;
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Como {m;},. tem que ser uma distribui¢ao sobre E a soma % m; deve
1€
ser igual a 1. Temos que

00 00
E T, = 7o + E CLﬂT(]:ﬂ'o(]_jL ai).
i>0 i—1 i1

Uma condigao necessaria para a existéncia de distribuicao estacionaria

é que
o
E a; < Q.
i=1

o0
A condigao é também suficiente porque se > a; < 0o, definimos ag = 1
i=1
e
1
=%
> a;
i=0
e o
T, = a; Ty = OOZ , 1>1

> aj
=0

Vamos agora estudar o comportamento assintotico do nimero de
visitas a um estado j. A notacdo que usaremos serd a do Apéndice

m
2. Seja n;m) = Zl I{j}(Xn), I{j}(Xo) = n;m) ﬁ n;. Seja NI(]m) =
n=
E(nd™)
i)
No Apéndice 2 é provada a seguinte férmula
Nij = Hl']' Nij .
Se j ¢ transitéria N;; < oo e entao
) ) o oo
Nij = E'nj = E'() I;(X0)) = P™(i, ) < 0.
n=0 n=0
Daqui resulta que P(") (¢,j) — 0. Também como n; e Pi-finita resulta
m—
que ngm) — a algo finito (n; — I;;1(Xo)) e portanto

n{™ .
I — 0 (qt.p. P,Vi).
m
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Também
E' Ij;y(Xo) + E'nl™ — E'n;
ou seja
8ij + NI — Nij < 0.
Nm™)
Portanto % — 0.
(m) m
Note que NZL = EZ(%)

Seja agora j recorrente com tempo médio de recorréncia p; = E7(7;).
Temos o seguinte

Teorema 2.6.1.
(m)

n I <o ,
a) -2 7 o] (q.t.p. P, Vi)
m 197
(m)
m M

(Se p; — 0o o quociente é definido como sendo 0).

Nao demonstraremos este Teorema; uma demonstracao pode ser encon-
trada em [6] e em forma mais completa em [1] ou [8].

As duas partes a) e b) sdo intuitivamente muito razodveis. Se ao longo
de uma trajetdria alcangamos o estado j (7; < 0o) voltaremos a visitar j
em intervalos de tempo de comprimento médio p; . Portanto a proporcao

1
de tempo que a cadeia estd no estado j é —- A parte b) decorre de a)

J
tomando esperancas.

Enunciamos agora uma série de proposicoes; sua demonstracao é
deixada como exercicio.

Proposicao 2.6.1. Sei — j e i € recorrente positivo entdo j € recor-
rente positivo.

Proposicao 2.6.2. Toda cadeia de Markov finita tem pelo menos um
estado recorrente positivo.

Proposicao 2.6.3. Toda cadeia de Markov finita e irredutivel é recor-
rente positiva.

Proposicao 2.6.4. Toda cadeia de Markov finita nao tem estados re-
correntes nulos.
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Proposicao 2.6.5. Se {m;}, ., ¢ uma distribuigldo estaciondria e j ¢é
um estado transitério ou recorrente nulo, entdo m; = 0.

Demonstracao: Temos

Ty = Zﬂ'lP(n)(’L,j)

i€eE
Somando paran =1,2,...,n resulta
m
mmy =Y _m(>_ P"(i,j)).
i€E n=1

Dividindo por m fica

> Nij
> i = v .
. m
el
Nm
Como j é transitério ou recorrente nulo, —2— — 0. Pelo Teorema da
m

Convergéncia dominada temos que

N N

1 T BT i

T hnrln g e e E e lgln - =0.
icE =

A demonstragao do seguinte teorema pode ser encontrada em [6].

Teorema 2.6.2. Uma cadeia de Markov irredutivel e recorrente positiva
tem uma unica distribuicdo estaciondria dada por

1 ) P
m—, 1€FE, (u=FE(T)).
M1

Proposigao 2.6.6. Uma cadeia de Markov irredutivel € recorrente posi-
tiva se e somente se, tem uma distribuicao estaciondria.
Demonstracao: Decorre imediatamente do Teorema 2.6.2 e da Pro-

posicao 2.6.5.

Enunciaremos finalmente, um teorema que determina o comporta-
mento assintético de P(™) (i,7). Sua demonstragao pode ser encontrada
em [8].

Teorema 2.6.3. Suponhamos j recorrente.
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a) Se pj — +o0, ILm PM(i,§) = 0.

b) Se p; < 0o e periodo de j € igual a 1

<.

H;
lim P™ (i, 5) =

c) Seja ¢n(i, ) = Plry =n] (mo(i,7) = dij € ¢n(i,j) =0 sen > 1).
Se p; < 400 e periodo de j = d entdo para cadar =0,1,...,d—1

d( Z ¢md+r(i7j))
lim P(nd+r) (Z,j) _ m=0 )

n—oo /,L]

Exercicio 2.1. Um jogador faz uma série de apostas de 1 cruzeiro.

Ele tem probabilidade de ganhar % e de perder % em cada jogada.
Decide jogar até ganhar 25 cruzeiros ou perder todo o seu capital de 10
cruzeiros. Provar que a probabilidade de ganhar é 0,047 e que sua perda
esperada é de 8,36.

Exercicio 2.2. Provar

a) Pllrj=n+1]= 3 P(i,k)P"r;=n],n>1.
k#j
(Sugestao: usar propriedade de Markov)

b) Pir; <n+1]=P(@i,j)+ Y. P(i,k)P*[r; >n],n>0
k]
¢) P'[rj < oo = P(i,j) + 3 P(i, k)P*[rj < oc].
k#j
Exercicio 2.3. Um homem tem exatamente trés filhos que independen-

temente tem probabilidade — de ser homem ou mulher. Suponhamos

que o numero de homens na geracao n forme uma cadeia de ramificacao.
Provar que a probabilidade de extincdo é igual a /5 — 2. Provar que se
todo homem tem dois filhos homens e uma mulher a probabilidade de
extingdo é 4(v/5 — 2).

Exercicio 2.4. Na cadeia cola percebe-se que

1) Se g(0) =0 ou g(0) + g(1) = 1 a cadeia nao é irredutivel.
2) Se g(0) > 0e g(0)+ g(1) < 1 a cadeia é irredutivel.
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3) Classifique os estados em transitdrios recorrentes (e absorventes)
quando a cadeia nao é irredutivel considerando separadamente os

a) g(1) =1

b) g(0) =1

c¢) g(0) >0, 9(1) >0eg(0)+g(1) =1
d) g(0)=0eg(1) <1

4) Prove que se ;1 > 1 e a cadeia nao é irredutivel, estamos no caso
d) de 3).

5) Prove que parai>2em > 1
m—1
lo=m] =Y Plri1=kP m=m-k.

k=1

(Sugestao: usar a propriedade forte de Markov)

6) Somando sobre m em 5) concluir que
Pi[To < OO} = Pi[Ti_l < OO] Pi_l[T(] < OO], 1> 2.
7) Somando sobre m = 1,2,...,n, provar que

Plro<n] < P'lrioy <n] P lr<n], i>2

Exercicio 2.5. Considere uma cadeia de nascimento e morte sobre
E=1{0,1,2,...}

1) Se Za] o entdo P'[rg < ool =1, Vi>1.
7=0

o0
>, Qj
=1

=S .
2) Se Y a; < oo entdo P'[ry < oo] =

4 o0
=0 >
7=0

3) Considere o caso particular onde ¢; = ¢, i = 1,2,..., e p; = p,
i=1,2,... (cadeia de mina do jogador)
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Prove que para p < q, Pi[rg < oc] = (g)i, 1> 1.
p
Exercicio 2.6. Considere uma cadeia irredutivel sobre os inteiros nao
negativos, tal que & _ (?)2, i > 1. Prove que é transitéria. Prove
; i
que i
- 6 1 1
P'lry < =1-—=14-4+---4+=].
[0 < o0] 7r2< +4+ +i2>
) 7T2
Sugestao: — = —).
( g Z k2 6)

k=1
Exercicio 2.7. Seja p uma probabilidade concentrada nos inteiros e tal
que
W{1,2, ) >0, w{-1,-2,...3)>0
ese F ={k:u({k}) >0} entdo m.e.d. (F)=1.
Seja {X;},_;, uma seqiiéncia de r.a.ii.d. com distribuicao u, e S, =

n

> Xi, So =0, a cadeia de Markov das somas parciais. Provar que esta

i=1

cadeia é irredutivel. Provar que se m = Y u({k}) existe e m # 0, entao
k

a cadeia é transitoria.

(Sugestao: usar a lei forte dos grandes nimeros).

Provar que se m = 0 e {k : u({k}) > 0} ¢ finito entdo a cadeia é
transitéria.

Exercicio 2.8. Provar que se m é uma distribuicao estacionaria, entao
Vvn>1, «P"=r.

Exercicio 2.9. Provar que 7 é uma distribuicao estaciondria, e £(Xy) =
7, entdo a cadeia {X,}, ., é um processo estaciondrio.
Exercicio 2.10. Se 7 é uma distribuicio estaciondria, e lim P("™ (4, j) =
n

mj, Vi, entao m ¢ a unica distribuicao estaciondria.
Exercicio 2.11. Seja {X,}, ., uma cadeia de nascimento e morte sobre
E=1{0,1,...,d}. Seja

1 1=0

a; =
Po---Pi—-1

qi...-q;

1>1
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Entao a tnica distribuicao estacionéria desta cadeia estd dada por

0<e<d.

Exercicio 2.12. Provar a Proposicao 2.6.1.
Exercicio 2.13. Provar a Proposicao 2.6.2.
Exercicio 2.14. Provar a Proposicao 2.6.3.
Exercicio 2.15. Provar a Proposicao 2.6.4.

Exercicio 2.16. No Exemplo 2.1.2 provar que a probabilidade de mina
comecando com um capital de x é igual a

@ - @r
=)
Chamando £ = 7 temos que esta probabilidade é igual (dividindo por
r®)
1 —p(a=2)
o

Desta desigualdade resulta que se o capital do oponente (a — x) é grande
a probabilidade de ruina esta perto de 1.

>1—p(a2)



3

Cadeias de Markov Finitas

Consideremos uma Cadeia de Markov finita com r estados recorrentes e
s estados transitérios. Os r estados recorrentes podem estar agrupados
em séries de classes de equivaléncia. A matriz de probabilidades de
transicao P pode ser representada em forma conveniente da seguinte

forma,
_(p O
)

onde P érxr,AésxreBésxs.

Estamos interessados nas seguintes perguntas. Dado que o processo
comeca no estado transitério 7. Qual é o nimero esperado de visitas a
outro estado transitorio j antes de entrar em uma das classes recorren-
tes? Qual é a varianca desse nimero de visitas? Qual é a probabilidade
de que comecando no estado transitério ¢ entrar eventualmente no estado
recorrente j7 etc.

A poténcia n da matriz P é facil de se ver que é da forma

- (0 )

onde * indica matrizes nas quais nao estamos interessados por enquanto.

3.1 A matriz fundamental

Proposicao 3.1.1. A inversa da matriz (I — B) sempre eziste e temos

(I-B)'=I+B+B*+--.
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Demonstragao: Temos
(I-B)I+B+B*+---+B"')=1-DB"

Pela Proposicao 2.4.1, B"™ converge a matriz 0. Portanto o determinante
|I — B™| — 1. Ou seja, paran > ng |[ — B"| # 0 e portanto

I = B||[I+B+ B*>+---+B" #£0

de onde |I — B| # 0, ou seja I — B tem inversa. Multiplicando por
(I — B)~! temos

I+B+B*+...+ B! =(I-B)YI-B").
Tomando limite quando n — oo temos
(I-B)'=I1+B+B*+--

A matriz C' = (I + B)~! é chamada matriz fundamental. Os elemen-
tos da matriz C tém uma interpretacao probabilistica muito importante.
Seja T o conjunto dos estados transitérios e i e j elementos de 7.

C(i,j) = Sij + B(i,j) + B*(i,j) + - =
= P'[Xo = j]+ P'[X1 = j]+ P'[X* = j] +---
— B Iyy—j) + B Iixy—j) + B Tixpe ) + -
- Ei{[I[XFj} +Ixymj) + Ixpejy + - } =
= E'(nj) = Nij.

Ou seja, C(i,7) indica o nimero médio de vezes que o processo visita o
estado transitorio j antes de entrar numa classe recorrente, comecando
no estado 1.
O nimero ) C(4,j) indica para cada estado transitério i o tempo médio
JET

requerido para deixar o conjunto de estados transitorios T .

Vamos indicar com var’(n;) a varianga de n; com respeito a proba-
bilidade P?, C vai indicar a matriz que tem como entradas os quadrados
dos elementos de C.

Proposicao 3.1.2. Sejam i e j elementos de T,

|| var'(n)|| = C(2Cp — I) — C.
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Demonstragao: var(n;) = Ez(ng) —(E'nj)*. Comoie€TejeT

(E'n;)? = C. Vamos provar agora que EZ(nJQ) < o00. Como n; =
oo

> 11 (Xy) temos que
n=0

Iy (X ) (3 (X, ) =

n1 _.]7XTL2 :.]]

R

|| Mg I MS

Seja u = ny Ang e v = |n; — ny|. Por proposi¢ao anterior sabemos que
existem C' > 0 e 0 < r < 1 tais que Vi,j € T, P (i, j) < Cr"™. Temos
entao

P X, = j, Xy = j] = P'[Xy = 1P Xy = j | Xu = j] =
= P, j)P(j, ) <
< CrtCrt = C? it = g2 prainz,
Portanto
- > o0 [e'e)
Yo P Xp =5 X, =54] SC? YD =

n1=0n2=0 n1=0mn2=0

o0

2 n Tn1+1
— 1 —
—c* 3 [+ 1 }
n1=0
[e.e]
2 +1{ _
R PIIEED SATSE TS SR =
n1=0 n1=0 n1=0
r T 1 r 2r 1
=C? =(C? <
{1—r+1—r+1—r1—7“} {1—r+1—r}

< 00.

Vamos calcular agora E’(n?) paraie jeT.
Seja nj(w) = n;(61(w)). Temos
E’(n?) = E'Z ’I’L? I[XleT] + El ’I’L? I[X1€TC} =
= E'n} Iix,en + Sij P'[X; € T°.
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Vamos calcular E’ nz Iix,em) -
E'n? Iix,er = E'(0j + 11;1(X0))? Iix,em =
= E'} Iix,er) + 2B 7 Iy (Xo) I[x, e +
+ E' Iy (Xo)[x, em)-
Primeiro termo
E'75 Iix,er) = E'[E' 7 Iix,ery | X1] =
=B Iixer BN nf = B'Y Iy, E"nf =

rel
= Z P(i,r)E" n?
rel
Segundo termo
2Ei’7lj I{j}(XO)I[XleT} =

=2F" E'[n; Ij(Xo) 1x,emy | Xo, X1] =
=2E" I{j}(XO)[[X1€T E'ln; | Xo, X1] =
=28 E' Iix,er)EX nj = 285 > P(i,r)N
reT
Terceiro termo
E' I (X0 x,er) = Sij »_ P(i,7)
retl
Temos entao
reT reT
+ Sl'j Z P(i,T) +Sij Pi[Xl S TC] =
reT
&
Pi[X;1€T)

= P(i,r)E"(n3) +2S;; Y_ P(i,7)N(r,j) + S

reT reT

Em notagao matricial

|1E"(n§)I| = BI|E'(nf)|| + 2(BC)p + I.
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Portanto
|E'(n})|| = (I = B)™' [2(BC)p + 1]
BC=B[I+B+B*+B*+.--]=B+B*+...=
=C-1.

Também temos que (C — I)p = Cp — I. Portanto
1B (nf)l| = C[2(Cp — 1) + 1]

e var'(n;) = C[2Cp — I] — C.
Seja N = >"njeN; =E'N.
JeET
Proposicao 3.1.3. N;=E'N=E'(Y nj)= Y E'(n;)= Y ¢j.
JET JET JET
Proposicao 3.1.4. [|var’(N)|| = (2C — I)||E* N|| — ||(E* N)?||
(2C = DIING|| = [INZII-
Demonstragao: Comecamos como anteriormente, calculando E*(N?).
Temos

E'N? = E'(N? Iix,ere) + N Ijx,em)) =
=P (X1 €T) + E' Ijx,e)(N o6y + 1) =
= P'[X1 € T+ E' Ix,er)E* (N 0 61)* + 2(N 0 61)+
+1| X0, X1) =
= P'[X1 € T|+ P'[Xy € T) + E' I)x, e EX* N*+
+2E Ijx,e) EX' N =
=14 P(i,r)E"N*+2)  P(i,r)E" N.
reT reT
Em notacao matricial temos
|E*(N?)|| = B||E*(N?)|| + 2B||E* N|| + 1
ou seja
|E*(N?)|| = (I = B)"'{2B||E' N|| + 1} =
= 20B||E"N|| + ||E*N|| =
=2(C—I)||E' N|| +||E"N|| =
= (20— I)||E" N||.
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Agora

| var’ N|| = (2C = I)||E*N|| - [|(E' N)|| =
= (2C = D|IN;|| — [IN?]].
Sejai € T eje T SEjaV = {w: primeira vez que w visita T°

entre no estado j}.
Seja d;; = PY(V) e D a matriz dos d;; .

Proposicao 3.1.5. D = CA.

Demonstragao:
dij=P(V)=P{(VN[X;eT)+(VN[X €T =
=P(i,j)+ P{(VN[X,€T)) =

P ([Xl S T] [01 S V]) =
E! I[X1€T} PZ[01 eV ‘ X(),Xl] =
] +EZ I[XléT} PXl(V) =

+ o+

Ou seja
D(i,j) = P(i,j) + (BD)(i, j)

ou em notgacao matricial

Portanto
D-BD=(I-B)D=A

D=(I-B) 'A=CA
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3.2 O limite de P™

O objetivo desta secéo é estudar o limite de P("™) e algumas conseqiiéncias
importantes. Comegamos pelo

Lema 3.2.1. Seja Q = {wi, w2, -+ ,wn} e P uma probabilidade sobre
Q determinada por {p;},_ , onde pj >0 >0. Se X € uma varidvel
aleatéria e M = max X(w;) e m = min X (w;) entdo

1<i<n 1<i<n

Vi, X(wj)d+m(l—6) < EX < X(w;j)d+M(1-9).
Demonstracao: Temos que
X (@i + mlye < X < X (w))Lw;pe
portanto
X(wj)pj +m(l —pj) < EX < X(wj)p; + M(1— pj).
Como p; > 6 >0

X(wj)pj +m(l —pj) > X(w;)é +m(I —6)

X(wj)pj + M(1 = pj) = X(w;)d + M(1—9).

Teorema 3.2.1. Seja { Xy}, o,

transicao P. Se existe d inteiro, 6 > 0, e j € E tal que miél pld) (i,7) >
1€

uma cadeta de Markov com matriz de

§ > 0, entdo para toda funcio f definida sobre E, E'f(X,) converge a
uma constante que € independente do estado inicial ©.

Demonstragao: Consideremos primeiro o caso d = 1. Vamos definir

M, = mzxgEif(Xn) e m, = migEif(Xn) para n > 1. Resulta que
S 1€

my, é uma sucessao crescente e M, é uma sucessao decrescente. Vamos
verificar s a afirmacao ferente a m,,

Mp4+1 = n+1 Z Dik EF f Z Dik My = My, .
keE kcE
A segunda igualdade decorre da propriedade de Markov.

Vamos estimar agora a diferenca M,, —m,, . O que vamos provar é a
desigualdade
M, —m, <(1—-6)"(M —m),
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do M — . o N
onde rlneaéif(z) e m = min f(3)
Utilizando o Lema 3.2.1 temos que

Vi, f(5)64+m(l—20) < E f(X1) < f(5)6+ M(1—0).
Portanto
My —my < M(1—=268)—m(1—26)=(M—m)(1-04).

Agora,
E' f(X2) = > pin E* f(X1).

keE

Usando novamente o lema sobre a variavel k — E* f(X1), temos que
B f(X1)6 + [min E* f(X1)](1 - ) < B' f(Xa) <

< E f(X1)6 + [T’gleagEk f(X1)](1=9)

e, portanto

keE
< (1-08)(1=8)(N—m)=(1-8)(M—m).

My —ma < (1= 8){ max B* f(X1) — min E* f(X1)} <

O resultado geral decorre facilmente por indugao.
Como & > 0, temos que M, —m, — 0 e, portanto, E’ f(X,)

n—oo
converge a uma constante que nao depende de i.

Para o caso geral, d > 0, basta observar que P ¢ também uma
matriz markoviana. Utilizando o resultado provado até agora podemos
concluir que:

Mnd — Mpd — 0.
n—00

Como M, é crescente e m,, decrescente a convergéncia desta subsu-
cessao implica a convergéncia de toda a sucessao.

Corolario 3.2.1. Nas condi¢ées do Teorema 3.2.1, existem niumeros
{luj}jeE tal que p, > 0, Z}Euj =1 tal que Vi e E, P™(i,j) — u;j .
j€
Demonstragao: Substituir f por I;) para cada j € E.
pj = lim E' I (X,) = lim. P'X, =j].

n—oo
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Logicamente, u; > 0 e
1 2117{}1213’[)(” =41=> u
JjEE JjEE

Se A é uma matriz (1 xn) com a propriedade de que P[Xy = i] = a;,
entdo a distribuicdo de X, estd determinada pela matriz AP(™). Temos
0 seguinte:

Corolario 3.2.2. Nas condi¢des do Teorema 3.2.1,

AP(m) — (Ml?ﬂ??"‘ 7#71) =A.

n—oo

Demonstracgao:

Zal ’Lj —>Zal,uj

Coroldrio 3.2.3. Nas condigoes do Teorema 3.2.1, a matriz A € a
inica solugao da equacio A = AP, onde 0s componentes de A sdo nao-
negativos e soma 1.

Demonstragao: Seja B uma matriz (n x n) tal que cada uma das filas
de B éigual a A. Da equacao

prtl) — pp

passando ao limite, temos
B =BP.

Portanto (tomando uma fila qualquer de B), A = AP. Se A é outra
matriz tal que A = AP pelo Corolédrio 10.4.2, temos

A=AP L AP(”)—hmAP() A.

Corolario 3.2.4. Seja P a matriz de probabilidade de transicdo de uma
cadeia de Markov finita, aperiddica e irredutivel. Entdo lim P™ (i,5) =
n—oo

mj existe, ndo depende de i, w; >0, e Y w =1.
JjEE
Demonstragao: Ver exercicios.
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3.3 Tempos de primeira passagem

O objetivo desta secdo é calculara E*(7;) para todo i € E. Provaremos
a seguinte

Proposicao 3.3.1. Seja m = {mi},.p a distribuicio limite de uma
cadeia de Markov, irredutivel e aperiddica. Entdo
, 1
Ez(ﬂ') = —-
u
Demonstragao:

E'(7) = B (7 Iy1p, ) + 7 o) =
= Pl7j =1+ E' 7 Ijp; o) =
= P(i,J)+ B' 7 I =
= P(i,§) + E{[(7j 0 1) + 1{I}z,51)} =
= P(i,j) + P'[7; > 1] 4+ E' Iz s E' (75 0 0; | Xo, X1) =
=1+ E' Iz BY (7)) = 1+ ) _ P(i,r)E"(7;).
%
Se chamarmos h;; = E*(7;) temos que
hij =14 (Ph)(i,j) = P(i, 5)hj; = 1+ (ph) (i, §) — (Php)(i, 7).
Ou seja, se E é uma matriz composta de 1’s.
h=E+Ph—Php=Ph—hp)+E
multiplicando pelo vetor linha 7

mh=nP(h—hp)+7nE =mn(h—hp)+7E

ou seja
whp =7F
de onde resulta
mi hip = 1
ou seja
. 1
hii = E*(T;) = p=

como queriamos provar.
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3.4 Tempos de ocupacao

Vamos denotar com n{™ = > (X%) o nimero de vezes que 0 processo

k=1{j}
visita o estado j no intervalo de tempo [1,n], A fracao de tempo que o
processo gasta no estado j nesse intervalo esta dado por

Temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.4.1. Dada uma cadeia de Markov finita irredutivel e
periddica, com distribuicao estaciondria {ﬂ'j}jeE temos que

e ’
E <J - wj) — 0.
n n—o00

n PN .
Em outras palavras ng ) converge em Lo a m; . Uma conseqiiéncia desta

propriedade € que converge em L1, e em probabilidade.

Demonstracgao:

2

n(-n) . 2
E' (jl - 7rj> = F' (; > (I (Xx) - m)) =

k
= % E {Z DTy () = m) (L (Xe) — Wj)} =

Agora

B (Iy/(X) = m7) (Tgy (Xe — ) =
= E' I (Xi) Iy (X0) — w5 PP (i, 5) — m; PO, ) + 75 =

Seu=kAl e v=|k—{| temos

= P (i, )PW (i, §) — m; PW(i, 5) — m; PO, §) + 5.
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Por proposicao anterior nés sabemos que

P((i"}) =7+ 57(;;1) onde ]557)\ <ecr"

comec>0e0<r<l.
Substituindo temos que a expressao anterior é igual a

U v k £
(mj +£§j))(7Tj + €§j)) —mj(m; + €§j)) — mj(m; + 6z(j)) + 7r]2- =

_ (v) (u) (k) @) (u) _(v)
=miley tey —€j —&y )ty €y <
<ert4ertterf fert 42t =

_ C[T,k/\f —i—T“kiel +7,k +7,£ - CTk/\é].
Agora

#{s:s=kNlk=1,2,....n0=1,2,...,n}=n—(kANL)+1<n,

#Hs: k=t =sk=1,2,....,n;4=1,2,...,n} < 2n.

Temos entao que

o0
en( Y r)1+2+141+|
= — 0.

n—oo

vy
I
o

Exercicio 3.1. Seja P a matriz de probabilidades de transicdo de uma
cadeia de Markov com m estados, e seja |[p — AI| = 0 a equagao cara-
cteristica da matriz P. Usando a propriedade que a matriz satisfaz sua
prépria equacao caracteristica, prove que

P'=aq Pl 4ayP" 2 4+...4q, P""

onde
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|P— M| =adal,P™ +a, P" '+ +a)=0.
Exercicio 3.2. Consideremos uma cadeia com 2 estados (m = 2) com

matriz de transicao
1—-a a
P= ( 0 1-— b) '

P"=(2—-a—-bP" ! —(1—a—bP" 2

Entao

Exercicio 3.3. Se P("(j,i) > 0 existe my tal que
Ym>mg, PO 0 > 0.

Exercicio 3.4. Nas condigoes do Teorema 3.2.1, provar que se p) (1,7) =
(n)

T+ € ,existe c > 0e 0 <r <1 tal que

(n)
1]

n

le;: | < er

se a matriz P nao tem elementos nulos, entao ¢ = 1.

Solugao: Na demonstracao do Teorema 3.2.1, para o caso d = 1 prova-
mos que

My, —my, < (1—0)"(M — M).
ComoM—-—m<1le \cgy)] < M, —my < (1 —9)" basta tomar r = 1 — 4.
Para o caso d > 1, a mesma demonstracao de

Mg —mgg < (1 —0)° (M —m).

Se0</<d
Msare — msare < (1= 0)° (M —m).
n—~{

Definindo n = sd + ¢ temos s = e

=9

My, —mn < (1—8)d (1—68)"a (M —m).

/
Como p < 1 temos

M, —m, < (1%6)(1\4 — )1 — )V,
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Em nosso caso M —m < 1. Chamando ¢ = er=(1-46)d temos

1-6
o resultado.
Exercicio 3.5. Provar que toda cadeia de Markov finita tem pelo menos
um estado recorrente positivo.

Exercicio 3.6. Provar que a propriedade de um estado ser recorrente
positivo, é uma propriedade de classe.

Exercicio 3.7. Seja {X,},_,,, uma cadeia de Markov finita com

matriz de probabilidades de transi¢ao P. Seja R(i,j) uma certa re-
n—1

compensa associada & transicio i — j. Seja V) = 37 R(Xp, Xpy1) a

k=0
recompensa total depois de n transicoes.

Se Vi(n) = E'V™  provar que
Vi =N Py(E;+vTY), i€ B, n=1.2
[ 2] 1) j ) 5 yly o
jeE

Exercicio 3.8. Seja {X,}, ,, uma cadeia de Markov finita com
Uyt

distribuicao estacionaria com todos seus elementos positivos. Provar

que esta cadeia é irredutivel, aperidédica e recorrente positiva.
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Cadeias de Markov
e Parametro Continuo

4.1 Esboco de sua construcao

Seja E' um conjunto enumerével (espaco de estados), Q(, j) uma matriz
estocéstica definida em F x E tal que Q(i,7) = 0, Vi € E e {\(i) }icE
uma seqiiéncia de nuimeros > 0. Uma distribuicao exponencial com
pardmetro A(i) e uma distribuicio em R! com densidade dada pela
féormula

Uma trajetoria “tipica”’do processo que queremos construir é obtida
da seguinte forma. Suponhamos que comegamos o processo no estado
1 € . Esperamos um tempo 71 com uma distribuicao exponencial com
parametro A(7). No instante de tempo 71, pulamos para outro estado
usando a distribuicdo Q(7, -). Suponhamos que passamos ao estado
k € E. Esperamos agora um tempo 79 exponencial com parametro A(k).
Ao fim deste intervalo de tempo pulamos para outro estado usando a
distribuigao Q(k, -), etc.

O inicio desta trajetéria estd indicada na seguinte figura
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v

T
T T,+T,

X (w) indicard como sempre o estado do processo no instante de tempo
t.
Passamos a descrever rapidamente a construgao formal. Seja q(j, k) =

A(J) Q(J, k). Temos q(j, k) = 0, q(i,j) =0, Zk:fJ(j, k) = Aj)-

Seja Xg, X1,... uma cadeia de Markov com espaco de estados F
e matriz de probabilidades de transicao Q(j,k). Para cada i € F e
para cada n > 0 seja 7, (i) uma varidvel aleatéria com distribui¢ao ex-
ponencial com parametro A(i). A construgao é feita sobre um espago
de probabilidades de maneira que (Xo, X1,...) e {7n(i)} ice  sejam

n=0,s,...
conjuntos de v.a. independentes.

Definamos Ry =0 e R, = 70(Xo) + -+ + Tn—1(Xpn—1)-
Definamos n(t,n) =n se R,(w) <t < Ryy1(w).
Finalmente, seja

X(tv w) = Xﬁ(t,w) (w)
Temos o seguinte resultado:

Teorema 4.1.1. Se n estd bem definida (ou seja R, — oo com
n— oo

Pt-probabilidade 1, Vi) entio X (t,w) € uma cadeia de Markov com
parametro continuo que satisfaz as condigoes infinitesimais

P/(X,) = k)
PI(X; = j)

A continuagao deixamos sem demonstragao uma condigao necessaria
e suficiente para que 7 esteja bem definida.

Pt(jvk)ZQ(jvk)t+0(t)7 k#j
Py(j,9) =1 = A(G)t + 0().
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Proposicao 4.1.1. 7 estd bem definida se e somente se Vi € E,

Pi(éok(lﬁ%) < o0) =0.

Um corolério imediato é o seguinte.

Coroldrio 4.1.1. Se sup A\(j) < oo entdo n estd bem definida.

Vamos ver um pouco mais adiante que para um processo de nasci-
mento puro X, = n e portanto, a condigdo necessaria e suficiente é neste

caso
SR
= An)

Para o processo de Poisson (A\(n) = \,Vn) e para o Processo de Yule
(A(n) = nA, A > 0) esta condica@o é claramente satisfeita.

Da propriedade de Markov sai
PUX; =k, X5 = j) = P{(X; = k)PF(X, = j) = Pi(i, k) Py(k, ).

Portanto
Pris(i,j) = P'(Xeps =j) = Y P (Xy =k, Xpps = j) =
keE
=Y Pi(i, k)Pu(k, 5).
keE
Ou em notacao matricial
Piys = PPs.

Esta identidade é conhecida como equac¢ao de Chapman-Kolmogorov.

4.2 Equacoes para frente e para tras

A propriedade forte de Markov poderia ser utilizada para provar a se-
guinte identidade que intuitivamente deveria ser satisfeita

t .
Pi(r <t,X; =k, X; =7) :/ Ai)e D% Qi Py_y(k, ) ds.
0
Somando sobre k temos

. t .
Pi(m gt,Xt:j):/ A@)e ™5 (> " Qi Pr_s(k, 5)) ds
0 ki
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Agora ‘ ‘

PZ(Tl > t,Xt = ]) = 5ij 6_>\(z)t.
Portanto P;(i,7) satisfaz a seguinte equagao integral

Pi(Xt =7j) = 0 e ML
t
+ / A(i)e s ( Z Qik Pi—s(k, s)) ds.
0 ki

Decorre desta expressao que Pi(i,j) é uma fungao continua de ¢t. Mu-
dando de varidvel (t — s — s) temos

Pi(Xy =j) = 6y e ML

t
+ A(i)e At / D% (N " Qi Po(k, j)) ds.
0 ki
Derivando com respeito a ¢t temos
M P05) = -A@)s e 0
+ A(@)e D AN Qe Pk, 5)—

kot
— A2 (4)e A /t eA(i)s(Z Qi Ps(k,j)) ds =
0 ki
= = A@O)Pi(5,5) + A0 D Qi Pulk, ).
ki

Em particular

Py(i,5) = =A@ Po(i, 5) + A(i) > Qik Po(k, §) =
ki
= —X(0)6i5 + (D) D Qx Oj =
ki
= —)\(i)él-j + )\(Z)Q” .

Chamando ¢(i,j) = P}(4,7) temos

’ A@DQ(,j) i #]
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Portanto
> ali, §) = M) = —q(i, ).
JFi
Vamos chamar a matriz A = ||q(4,7)|| de operador infinitesimal e

aos elementos de A pardametros infinitesimais.
Usando estas quantidades, a equacao (I) transforma-se em

Pl(i,j) =Y qli,k)Pi(k,j), t>0
ker

ou em notagao matricial
P/ =AP, Vt>0.

Esta equagao é chamada, equa¢do para trds. Consideremos agora a
equacao de Chapman-Kolmogorov

Pt+52j Z_Ptlk )
keE

Se E for finito podemos derivar com relacao a s obtendo

Pl (i,7) = ZPtzk ,J)-
kek

Para t = 0, temos

P/(i,7) = ZPtZkPO(kJ)
keE

Em notagao matricial
P/ =PA, Vt>O0.

Esta equacao é chamada equacdo para frente. Esta equacao é valida
também para o caso em que F tenha um niimero enumeravel de estados
se por exemplo, o processo nao tem explosoes (ou equivalentemente as
trajetérias tém s6 um numero finito de saltos em cada intervalo finito
de tempo).
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4.3 Exemplos

4.3.1 Processo de nascimentos e morte

Seja E =1{0,1,2,...}. Um processo de nascimento e morte sobre E
é uma cadeia de Markov e parametro continuo e tal que ¢(i,7) = 0 se
li —j| > 1. Ou seja, um processo de nascimento e morte que comega em
i pode ir em um salto a i 4+ 1 ou a ¢ — 1. Chamaremos \; = q(i,i + 1) e
pi = q(i,i —1) com pg = 0. A\; e p; sd@o chamados taza de nascimento e
taxa de mortalidade respectivamente. Temos

A() = —q(iyi) = q(i,i+ 1)+ q(i,i — 1) = \i + p;

Entao ¢ é absorvente se e somente se \; = u; = 0. Se i é nao absorvente

Ai .
j=1+1
o Ai + i
Qi,j) =
g . .
j=1—1
i + i

Se \; = 0, Vi, o processo é chamado de morte pura. Se p; = 0, Vi, o
processo é chamado de nascimento puro. Outro espago de estados de
utilidade para considerar processos de nascimento e morte, é o espaco
E =1{0,1,2,...,r}. Condigoes suficientes para a existéncia de processos
de nascimento e morte, podem ser encontradas nos exercicios. Uma
condigao necesséria é evidentemente pg = 0 e para o caso F finito Ar =
0.

4.1.2 Processo de Poisson

O processo de Poisson é um processo de nascimento puro sobre £ =
{0,1,...} com taxa de nascimento A(i) = A > 0, Vi € E. Temos
P{(X; = i) = Py(i,i) = e ™. Consideremos a equacio para frente
(P' = PA)

Se 7 > 0 temos
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A solucao desta equagao (ver Apéndice ....) é

t
Pij(t) = Pi] (O) A + /\/ —Alt—s) P,j_l(s) dx.
\V—/ 0
51‘]’
Se j > i temos

t
P ()_/\/0 A=s) P 1 (s) ds.

Seja j =i+ 1. Entao

Piips(t )\/ —AMt=s) e ASds—A/ “Mds =\t e

Seja j =1 + 2. Temos

t
Piiio = )\/ e M=) (/\3)64‘5 ds =
0

t t
= )\2/ e Msds = \? e)‘t/ sds =
0 0

N Y (At)*

2 2
Por inducao se j > i
—At j—1
e M (At)?

Note-se que P;;(t) = Py(j—i)(t), t > 0; e que se Xo = i entao L(X;—1) =
Poisson (At). Em geral se 0 < s < t, L(X; — Ss) = Poisson A(t — s).
Com efeito,

Pi(Xt—Xs:k):ZPi(ste,thuk):

_sz s=0P(Xy_s=1(+Fk)=
Z Pt 5(0 k) Pt—s(ovk) =
=0

Mt = )N

= PO(Xt—s = k) = o
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O Processo de Poisson é um processo com incrementos indepen-
dentes. Sejam 0 < t; < ta < --- < t,. Temos que provar que
Xty — Xty oo, Xy, — X4, sa0 v.a. 1. Temos

P Xty — Xty = 15y Xty — Xto 1 = Jno1) =

== ZPZ(th — '€7Xt2 - th - jlu e 7th - Stn_/ - jn—l) -
i . .

=Y PUXy, = OP (Xpy oty = L+ jO)P M (Xiy gy =G+ 1 +0) =
=0

00

= Z Pi(th = E)‘PtQ_tl (Ovjl)Pt:s—tz (Ova) ce Ptn_tn—l(()?jn_l) =
=0

= PtZ*tl (Ovjl)Ptsftz (07]2) e Ptnftn_l(ovjnfl) =

=P Xy, — X4, =51) ... PY(Xs, — Xt = Gn1)-

4.4 Algumas propriedades de cadeias de Markov

a parametro continuo. Distribuicoes estacionarias.

Seja {Xt},-, uma cadeia de Markov a parametro continuo com espago
de estados F.

Seja 71 o tempo do primeiro pulo (1] = +00 se a trajetéria é cons-
tante). Seja para i € E

Ti(w) = min{t : t > 7 (w) e Xy(w) = i}.

Se 11(w) = +o00 ou Vt > 7(w), X¢(w) # 4, definimos 7;(w) = +oo.
7;(w) indica o tempo da primeira visita ao estado ¢ depois do primeiro
pulo. Suponhamso que i é nao absorvente (A(i) > 0). Dizemos entao
que i é recorrente (resp. transitorio) se Pilr; < oo] = 1 (resp. Pi[r; <
o] < 1). Uma cadeia serd chamada recorrente (resp. transitéria) se
todos os seus estados sao recorrentes (resp. transitérios).

Se para todo par i,j € F

Pllr; < 00] >0

dizemos que a cadeia é irredutivel.
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A cadeia de Markov a tempo discreto determinada pela matriz es-
tocastica @@ é chamada cadeia mergulhada. Um estado da cadeia de Mar-
kov é recorrente, transitério ou a cadeia é irredutivel, se e somente se, o
estado é recorrente ou transitério na cadeia mergulhada é irredutivel

(Pi[Tj < OO] = Pi[fj < OOD

Uma seqiiéncia {m; },_, de ntimeros nio negativos e tais que Z;E T =
1€
1 é uma distribuicao estacionaria para a cadeia se

Vi€E, Vt>0, Y mPi,j)=m;.
i€eE

Em notacao matricial
(I) 7 Po=m, VYt>0 (7 = transposta de 7).
Note-se que se fosse possivel derivar, teriamos
' Pl =0.
Fazendo t = 0 temos a relagao
(IT) 7T A=0

Pode ser provado que a relagao (I1) é vélida se e somente se (I) é vélida.

Um estado i é chamado recorrente positivo (resp. recorrente nulo) se
Wi = Ei, T; < 0o (resp. p; = Ei, 7; = +00). Como anteriormente um
processo é chamado recorrente positivo (resp. recorrente nulo) se todos
os seus estados sao recorrentes positivos (resp. recorrente nulo). Para
uma cadeia irredutivel, todos os estados sao do mesmo tipo. Também
toda distribuicao estacionaria estd concentrada nos estados recorrentes
positivos e portanto, um processo que é transitorio ou recorrente nulo
nao tem distribuicao estacionaria. Uma cadeia irredutivel recorrente
positiva tem uma Unica distribuicao estacionéria, dada por

Esta idnetidade é bem razoavel, porque em um intervalo de tempo ¢

grande, o processo faz — visitas ao estado ¢. Em cada visita ele demora
Hi
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1
em média ——- Portanto o total de tempo que passa no estado i é

23

em proporgao

t
1iA(2)

Para toda cadeia irredutivel e recorrente positiva com distribuicao
estaciondria {m;},_p
lim P(i,5) = m; .

Jim Py(i, j) = m;

4.5 Processo de nascimento e morte

Consideremos um processo de nascimento e morte irredutivel. Este pro-
cesso é transitério se e somente se a cadeia de nascirg\lento e morte mer-
gulhada é transitéria. Como p; = Q(i,i + 1) = , Qiyi—1) =
Ai + i
L

= g; esta cadeia é transitdria, se e somente se
Ai + i

ZOO qi---q
1---4;

— <X

— P1...Di

ou seja, neste caso se e somente se

o -
1. g
— " < oo
— X\ ...\
=1
Para calcular a distribuigao estacionéria, resolveremos a equagao 1A = 0
onde

—A(0) Ao
a- | m A O
e —A2) A
O
Temos entao
(I) T A1 — Ao Mo

Ti—1 Ni—1 + mi(—=Xi — i) + M1 pig1 =0, i >1

Tl Mitl — T3 Nj = T flg — Ti—1 Ai—1 -
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Usando (I) e inducao resulta que

il Pik1 = T Nj, &> 1

\;
7TZ'+1:< Z)71'7;, ’LZO
Hit1

Desta equagao resulta que

e portanto

AoAT .. N
(11) A A S Y S
M2 - - g
Chamando
1
T =94 Ao---Aic1 i>1
M1 Hg

oo
Se Y 7; < oo, ou seja
i=0
[o.¢]
AQ-- Al
III — <X
(11D ; M-

0 processo tem uma Unica distribuicao estacionaria dada por

Se (IIT) nao se satisfaz o processo nao tem distribuigao estacionéria.
Resumindo, se

o

M- g
e N1 .. N
=1

0 processo é transitério.

Se

oo
AQ - N
Z 0 11<OO
— -

7
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0 processo é recorrente positivo.

Se - -
M1 ... My )\0...)\1',1
—_— = e —_— = X
i:l)\l'”)\i zz; M1 .. s

0 processo é recorrente nulo.

Se o processo irredutivel de nascimento e morte tivesse como espago
de estados £ = {0,1,...,r} seria necessariamente recorrente positivo.
Tem uma unica distribuicao estacionaria, dada por

i

7‘ ~
DT
i=0

7 —

0<s<r.

Y

Exercicio 4.1. Se A\(i) e u(i), i € [0,1,2,...), sao u(0) = 0, sdo
seqliéncias de numeros nao negativos e A(i) < A+ Bi (A>0,B >0)
entao existe um processo de nascimento e morte que tem estas duas
seqiiéncias como parametros infinitesimais.

Exercicio 4.2. Sejam X1, Xo,..., X,,, n v.a.iid., £L(X;) = exp(A(i))

a) )\( min (Xl,...,Xn)) :exp(é)\(i))

1<i<n

. Ak
b) P(X) =min(Xy,..., X)) = - (k)
2. AD)
i=1
i#J
Exercicio 4.3. Seja {X;},., um processo de nascimento e morte sobre
E=10,1,2,...} etal que \; >0 e p; >0, Vi>1. Seja

M
YEDY

i i>1, ag=1.

Provar:

0 .
a) Se Y a;=00= P'[rp<oo]=1,i>1
i=1

o0
2.
Jj=t

b) Se > a; < 00 = Py < o0] =

i1

=1 .
>y
Jj=0
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Outros Processos
Estocasticos

Neste capitulo vamos introduzir informalmente o processo de Wiener
(Movimento Browniano) e enunciar e provar alguma das suas proprieda-
des. Também introduziremos a noc¢ao de processo gaussiano e daremos
alguns exemplos.

5.1 Movimento Browniano

Suponhamos que ao tempo 0, vocé observa através de um microscépio
uma particula de um liquido ou gés que nesse instante se encontra na ori-
gem de um sistema de coordenadas em trés dimensdes. Se por exemplo
a primeira coordenada é representada em funcao do tempo, obteriamos
um grafico como o da figura 5.1.1
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Fig. 5.1.1

Este fendmeno foi observado por um botanico inglés, Robert Brown
em 1827, e estudado matematicamente por A. Einstein em 1905, e poste-
riormente por matematicos como N. Wiener e P. Levy. Este experimento
aleatério é chamado de Movimento Browniano ou Processo de Wiener.

Seja Q = {w : w: [0, +00) — R! a continua}.

Seja Xi(w) = w(t), t > 0, e seja A a menor o-dlgebra, tal que todas
as funcoes X; resultem mensuraveis.

Enunciamos sem demonstracao o seguinte teorema.

Teorema 5.1.1 (Existéncia do Movimento Browniano). Eziste uma
probabilidade P sobre A tal que o processo estocdstico { Xy}, tem (com
relagao a P) as sequintes propriedades: B

1) Vt >0, L(X;)=N(0,t)
2) Vn, 0<ty<ty <---<ty, as variqveis
Kig, Xtyyoooy Xty — Xty
sao independentes.

Vamos agora enunciar e esbocar as demonstragoes de vérias impor-
tantes propriedades deste processo.

Comegamos pelo chamado Principio da reflexao, ferramenta utilissima
na demonstracao dos outros resultados.

Principio da Reflexao. Definimos para cada t > 0,

M) o, Xl
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A seguinte igualdade é conhecida como Principio da Reflexao.

Teorema 5.1.2. Plw : M(w) > \] = 2P[w : X;(w) > A] onde A € real
nao neqgativo.

Vamos fazer uma justificacao intuitiva desta identidade.
Seja A = [M; > )\]. Entao temos

(1) A=AN[X, >N+ AN[X; < .

A cada trajetéria de AN[X; > A] corresponde por “reflexdo”a partir do
primeiro instante de tempo u tal que X,(w) = A uma trajetéria que

A

AR,
Ny

v

Fig. 5.1.2
pertence a AN [X; < A| e reciprocamente. E portanto mais ou menos
natural esperar que a probabilidade dos dois eventos que aparecem no
membro direito da identidade (I) sejam iguais. Temos portanto

P(A) =2P{AN[X; > M} = 2P[X; > 1];

Teorema 5.1.3. Quase todas as trajetorias do Movimento Browniano
ndo sao derivdveis em ponto nenhum.

Demonstracao: Vamos nos limitar ao caso da origem. Suponhamos
h: [0,4+00) — R’ é tal que
a) h(0)=0.

b) Existe {t,}, _;, e {tn}, _;, duas seqiiéncias tais que t, > 0,
th >0, t, — 0, t, = 0, h(ty) > (t,)° e h(y,) < —(t,)° com
0<d<1.
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Entao h nao é derivavel na origem porque

h(tn) = h(0) _ h(tn) _ (ta)° _ 1
tn T Tt (=5 e
h(t,) —h(0) _ h(t,) _  (t) 1
T A (S I

1
Seja B, = {w : Ju, 0 < u < —,X,(w) > u} com /2 < § < 1.
n

1
Temos Vt, 0 <t < —, B, D |M; > t°] e portanto
n

X oo
P(B,) = P|M, > ] ¥ 2P| X, > £0] 2P[\/% > 9-1/2] \22/ fi(z).

t6—1/2

Como quando t — 0 o dltimo membro desta cadeia de igualdades con-
(0.9)

verge a 1, temos que Vn P(B,,) = 1. Daqui resulta que P( N Bn) =1
n=1

Portanto para que wd uma sequéncia t,, t, > 0, t, — 0 tal que
Xy, (w) > 0. Com o mesmo procedimento podemos construir uma
seqiiéncia t) e portanto quase toda trajetéria w nao é derivével na ori-
gem.

Teorema 5.1.4. O conjunto de zeros de uma trajetéria € um conjunto
nao enumerdvel, fechado, sem pontos isolados, de dimensdo topolégica
0, e de medida de Lebesgue 0.

Esbocgo de parte da demonstracao:

Que o conjunto de zeros é fechado decorre do fato das trajetdrias
serem fungoes continuas. Vamos provar agora que ou nao é um ponto
isolado ou que ¢é essencialmente suficiente.

Seja t > 0,

—_

P[M, > 0] = P{U My > ~]} =lim P[M; >

3|

1

=1im2P[X; > — | =2P[X; > 0] = 1.
n

3|

E dizer que qualquer trajetéria toma um valor positivo em qualquer
intervalo contendo a origem. Da mesma forma podemos provar que toma
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valores negativos em qualquer intervalo, e portanto, como as trajetorias
sao continuas, anula-se em qualuer intervalo. E dizer-se

1
B, ={w:3t,0<t < —, X4(w) =0}
n

o0
P(By) =1 e portanto P( (| B,) =1 o que prova o resultado.
n=1

Seja agora h: (0,1[— R uma funcdo continua, nao-negativa. Consi-
deremos o evento

{w > 3Je >0 tal que X;(w) < h(t),Vt0 <t <e}.

Por aplicacao da Lei 0-1 de Blumenthal este evento tem probabilidade
0 oul.

Definigao 5.1.1. h é dita de classe superior (resp. inferior) se a proba-
bilidade desse evento é 1 (resp. 0).

Teorema 5.1.5 (Lei do logaritmo iterado). Se h(t) = (1 + ¢)[2tlog

1
log (;)]1/2 entao se € > 0, h pertence a classe superior; se e < 0, h

pertence a classe inferior.

h(t
Teorema 5.1.6 (Kolmogorov). h crescente e (— € decrescente em

Vi

algum intervalo da forma (0,9), entdo h pertence a classe superior ou

inferior de acordo com que / ¢73/2 ¢=h*/2t |y gy seja finito ou ndo.

(0,9)
Seja agora h uma fungao continua em [1,+400), positiva, e tal que
h(t) h(t) :
- é decrescente e W é crescente em algum intervalo da forma
[a, +00). Seja
A={w:3a>0com Xy(w) < h(t) Vt > a}.
Entao

1 se / t_3/26_h2/2th(t)dt<oo
1

0 se / t_3/26_h2/2th(t)dt:oo
1
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Corolario 5.1.1. Se h(t) = (1 +¢)y/2tloglogt entao

1 se >0
0 se <0

5.2 Processo gaussianos

Seja {X;}, ., um processo estocéstico tal que V¢ € T, EX? < co. Defi-
nimos entao a funcdo u(t) = EX;, t € T, e a fungao

K(s,t) = cov(Xs, X¢) = B(X, — EX,)(X; — EX)

onde s e t pertencem a 7.

u é chamada funcdao valor médio e K fungdo de covarianga.

Seja agora {X;},., um processo com incrementos independentes
cov Xy = 0.
Temos para 0 < s <t

K(s,t) = cov(Xg, Xy) = cov(Xg, X+ Xy — X) =
= cov(Xs, Xs) + cov(Xs, Xy — X;) =
= var(Xs).

Em geral temos para um processo deste tipo
K(s,t) = var(Xspt).

Se o processo além de ter incrementos independentes, estes fossem
estacionarios teriamos para 0 < s <t

K(s,t) = var(Xg) = svar(X;)

e em geral
K(s,t) = (s At) var(Xy).

Sabemos também que para um processo deste tipo
u(t) = EXy =tEX;.

Em particular, se { X;},. ¢ o processo de Poisson temos que K (s,t) =
(s At)A. N
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Se {Xt},5¢ € o processo de Wiener K(s,t) = (s At).

Um processo estocdstico é com covarianga estaciondria, se K(s,t) é
uma funcéo da diferenca t —s. De outra, existe uma funcao f: R! — R!
(necessariamente par) tal que

K(s,t) = f(s—1).

Os dois exemplos anteriores (i.e. Processo de Poisson e Processo de
Wiener) sdo exemplos de processo que nao tem covarianga estaciondria.

Todo processo estacionario tem covarianca estaciondaria: se m = EXj

K(s+u,t+u) = E(Xgry — m)(Xppy —m) =
- /R2 (x o m)(y - m)ﬁ(Xs—i-u, Xt+u)(d$, dy) =

- /R (2 —m)(y — m)L(X,, X,)(da, dy) =

=e(Xs —m)(Xy —m) = K(s,t).

Um processo estocéstico { X}, é chamado gaussiano ou normal se
Vn, Vi, ta,..., ty €T a distribuicao conjunta de Xy, ,..., Xy, e normal
em R™.

Consideremos o caso de T'=R! ou T = [0, +c0).

Sejat; <ty <---<t,. Sem indica o vetor de médias das varidveis
Xt,y..., X, X amatriz de covarianca temos que a funcao caracteristica
de L(X4y,...,Xy,) é igual a

(D plu) = ™Ry — (g,

Suponhamos agora que o processo gaussiano { X; }, ., tenha p (funcio
de médias) constante e covarianga estaciondria. Se consideramos as
varidveis Xt 4p, ..., Xy, +n resulta que a fungao caracteristica da distri-
buigdo conjunta destas variaveis é igual a fungao caracteristica corres-
pondente as varidveis Xy, , ..., X, . Basta para isso observar a expressao
(I). Isto prova entao que todo processo gaussiano com funcao de médias
1 constante e covariancga estaciondria é um processo estacionério.

Um exemplo de processo gaussiano é o movimento Browniano. Seja
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{Xt},~, movimento Browniano e seja 0 <t <ty <--- <t,. Temos

1 0 0
Xy
X, 11 0 1
;1 _ 111 1 Xip = Xty
X : :
" 1 1) K m X

Como X;,, Xy, — X4y,..., Xy, — Xy, sao v.a. independentes e normais
e Xt,,..., X, € obtido como uma transformacao linear dessas variaveis
resulta que £(Xy,,..., Xy, ) é normal em R™.

Vamos construir agora outro importante exemplo de processo gaus-
siano.

Seja {X;},-, movimento browniano e g: R! —» R! uma funcéo posi-
tiva, estritamente crescente e tal que g(0) = 1.

1
Seja Vi = ———= Xog1), @ > 0, ¢ € R!'. Este novo processo es-

g(t)
tocéstico com espaco paramétrico T = R! tem as seguintes proprieda-
des:

1
t y var Y g(t) var ag(t) a

Set1<t2<---<tn

- O
X, NACY Xag(t:)
: : : :
th O g(tn) Xag(tn)
Como (Xgg(t)s - - s Xag(t,)) € normal resulta que (T3, . .., Yy, ) é também

normal. Ou seja {Y:}, p1 é um processo gaussiano. Vamos agora esco-
lher g da forma tal que {Y;} +cr1 resulte estaciondrio. como ¢é gaussiano
com média 0 é suficiente que seja com covarianca estaciondria.
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Seja h > 0 e consideremos

E(X,,nX,
E(Yiin, Y1) = (Xag() Xag(e+n)) _
g(t)g(t+h)

COV(Xag(t)7Xag(t+h)) - Var(Xag(t))

9(t)g(t + h) Va(t)g(t+h)

g9(t)

_ o w®
B Va(t)g(t+ h) g(t+h)

queremos que esta iltima expressao seja independente de t. Ou seja

9b)  _ e 29O _ 1

g(t +h) ©g(h)  g(h)

Portanto devemos ter V¢ € R, Vh > 0, como Vt € (0,1], g(t) < g(1)
estamos em condigoes de utilizar os resultados do Apéndice 4. Resulta
que

g(t) = [g(V)]".
Como g(1) > ¢(0) = 1, podemos escrever g(1) como g(1) = e com
b>0.
Temos entao

g(t) — eth_

Representando esta expressao na formula da covarianga temos que

o2t 71/2 "
COV()/tv Yt+h) =a |:€2b(t+h):| =ae .

Resumindo: o processo
Vi=e "X, o, teR, a>0 b>0

é um processo gaussiano com EY; = 0, var(Y;) = 0, estaciondrio, e com
funcao de covarianca
K(s,t) = ae s,

Como é uma funcao do movimento Brownianotem trajetorias continuas,
nao diferencidveis, sem raizes isoladas. O processo Y; é chamado processo
de Ornstein-Uhlenbeck.
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Exercicio 5.1. Seja {X;},., o processo de Poisson com parametro
A > 0. Seja Z uma v.a. independente deste processo e tal que

;o {+1 1/2

-1 1/2

Seja V; = Z(—1)*.
O processo Y; é chamado freqlientemente sinal de telégrafo aleatorio.
Uma trajetoria tipica esta representada na seguinte figura

A

Yi

) — — -

v

Provar:
a) O processo Y; é estaciondrio;
b) Provar que para este processo

K(s,t) = e 2Mt=sl,

Note que se tomamos um processo de Ornstein-Uhlenbeck restringido a
valores de t > 0, a = 1 e b = 2\ obtemos um processo com a mesma
fungdo de covarianga. Assim dois processos tao diferentes como estes
dois, podem ter a mesma funcao de covariancga.
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Propriedade Forte de Markov

Seja f uma funcao definida sobre o espaco de trajetérias, mensuravel e
nao negativa ou limitada.

Seja 0 o operador translagao por « ou seja, 0, (w)(k) = w(k +n). A
propriedade de Markov pode ser escrita na formas:

E'(f : 00| Xo, X1,-.., Xp) = EX(f)

(a igualdade é valida em q.t.p. [P], Vi € E).

Seja agora T um tempo de parada e
J-={A: ANt =n] € 0[Xo, X1,...,Xn],Vn}.

Seja 0 (w)(k) = w(T(w) + k).
A propriedade forte de Markov substitui o indice n (ou tempo n)

pelo “tempo aleatério” 7 da forma natural.

A propriedade forte de Markov é enunciada de forma precisa da
seguinte forma

E'(fob;|J:)=EX f
sobre [T < oo] (a igualdade é valida q.t.p. [P?]).
X; é a fungio w — X () (w).
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Seja n; a v.a. que indica o ntimero de vezes que o processo visita o
estado j € E/ e 7j o tempo de parada que indica a primeira vez que o
estado j € E ¢ visitado.

Seja A; = {w : Xp(w) = j, algumn > 0} e 4; = {w : X,(w) =
J, algum n > 1}.

Seja 7; o tempo de parada que indica a primeira visita ao estado j
depois do tempo 0. Definimos N;; = E*(nj) e Hij = P'(Aj). A matriz
N é chamada matriz de potencial da cadeia.

Proposicao 1. A probabilidade de retornar ao estado i ao menos k
vezes € igual a (Hi;)".
Demonstracao: Para k = 0 trivial. Procederemos por indugao.

Seja A(A’) o evento que acontece se o processo retorna ao estado i
ao menos k(k — 1) vezes. Seja 6 o operador translagao.

P'[A] = P'[0zen , 7 < 0] =
= EZ Ei[[ﬂGA’] I[i’i<oo] [6’7'1] =

(prop. forte de Markov)

g El I[?i<oo}EX‘Fi (IA,) —

= P'[A|P'[F; < o] (indugdo) " Hy =
—k
H'L'L .

Proposicao 2. O estado i € transitorio se e somente se Ny; < 0o. Nesse

caso Nj; = —
1—Hg
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Demonstracao:

Ny = ZkP’ ]:ikpi[m:
k=0 k=1
:ZZ =m] =) P>k =
k=1 k=1
2

Esta tultima série é convergente se e somente se H;; < 1. Nesse caso sua
1

soma ¢ igual 0 que prova a Proposicao 2. Note-se que N;; < oo se

13

o0 o0
e somente se Y. P (i,i) < oo o que é equivalente a 3 P (i, k) < oo.
n=0 n=1

Algumas outras relagoes uteis
Seja H;; = P'(A;). Temos a seguinte:
Proposicao 3. H = PH.

Demonstragao:
Hij=Pi(4;) = Pl(br € Aj) = > P'[X1 = k|P*(4)) =
kcE
=Y P(i,k)H = (PH)(i, ).
keE

Proposicao 4. N;; = H;; Nj;.
Demonstragao: Nj; = E'(n;). Sobre [r; < 0o]n; = nj o0, .
Portanto

E'(nj) = E'((nj 0 ;) I 17, <o) =
= E [[‘r]<oo]E i n; = E [[.,. <o0] (n])
:NijE[Tj<OO]:ijP(A) NJJHU.
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Martingalas

Em (2, A, P) seja {X,}, 1, uma seqiiéncia de v.a. e {Tn}, o1
uma seqliéncia crescente de sub-o-algebras de A. Dizemos que {X,,, Jn,
n > 0} é uma martingala se

1) Vn, X, é integravel;
2) X,, é J,-mensuravel;
3) E(Xpt1 | Tn) =Xn q.c.

Se em 3) em lugar de =, tivéssemos >, temos uma submartingala;
se fosse < uma supermatingala.

Um exemplo bésico de martingala consiste em considerar uma seqiién-

cia de v.a.iid. {&a}, o,  com E(&) = 0.
Entao se X,, = > & e Jn = 0(&o,...,&,) resulta que {X,,Tn,
i=0

n > 0} é uma martingala.

Outro exemplo importante é o seguinte. Seja {z,}, -, uma cadeia de
Markov com espaco de estados F e matriz de probabilidades de transiciao
P. Seja h uma funcao real definida em E e tal que h(i) = >  P(i,7)h(j).

JjEE
Entao se Vn, h(X,) ¢é integravel resulta que {h(X,),c[Xo,...,Xn];
n > 0} é uma martingala.
Vamos enunciar agora alguns dos resultados bésicos da Teoria das

Martingalas. As demonstracoes destes resultados podem ser encontradas
em [1].

Teorema 1. Se {X,,,J,; n > 0} é uma submartingala tal que E[X,] <
K <o Vn, entdo li_r)n X, (w) existe e € finito para quase todo w.
m o0

Corolario 1. Qualquer supermartingala ndo negativa, converge a uma
funcdo finita em quase todo ponto. Em particular, qualquer martingala
nao negativa, converge quase certamente.
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Definicao 1. Dada uma seqiiéncia nao decrescente de o-algebras
{Jn},—o, um tempo aleatorio T é uma varidvel aleatéria que toma
os valores {0,1,2,...,+00} e tal que Vn [r <n] € J,.

(Se em lugar de ter uma seqiiéncia de o-algebra tivermos uma familia
crescente de o-dlgebra {J;},., a condig¢do seria que [r < t] € [,
Vi >0). -

Se 7 ¢ um tempo aleatério finito (tempo de parada) e { Xy}, , é uma
seqiiéncia de variaveis aleatérias. Definimos

XT(W> = XT(w) (w)
Resulta que X; é uma v.a.

Teorema 2. Seja {X,,,Jn; n > 0} uma martingala e T um tempo de
parada. Se

1) E|X;| < oo;
2) lim X, =0
" Jr>o00]

entao
E(X‘r) = E(XO)

Um resultado andlogo é vélido para submartingalas e supermartin-
galas representando a igualdade pela desigualdade correspondente.

Corolario 2. {X,,,J,; n > 0} uma martingala e T um tempo de pa-
rada. Se | X,| < K < oo Vn entio EX; = EXj.

Algumas aplicagoes e exemplos.

Seja {&n},,_q o uma seqiiéncia de v.a.i.i.d.

4112
E"_{—1 1/2

Seja X,, = Z &, Xo=0. {X,,0[&1,...,{}.n > 0} é uma martin-

gala. Seja M, N mtelros positivos e 7 o tempo de parada que indica a
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primeira vez que o processo alcanga M ou —N. Seja p = P[X,; = M] e
qg=1=p= P[X; =—N]. Temos que

0=EXy=FEX.Mp—Nq—N(1—p)=(M+N)p—N.

M
eq= .
M+ N M+ N
Este resultado pode ser aplicado ao Exemplo 2.1.2 (p = ¢ = 1/2)
dando como probabilidade de ruina do jogador com capital inicial x,

a—=x 1—=x
= - Se p # ¢ entao (g)X” é uma martingala.
a p

Portanto p =

a

Exercicio. Seja {Xy}, ., a cadeia de Markov correspondente ao passeio

casual simétrico em duas dimensdes. Provar que z, = || X,||> —n é uma
martingala. (Portanto Vn >0 E||X,||? = n).
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Lema 1. f: (0,4+00) = R, |[f(z)] < K para 0 <z <1, e f(xr+y) =
f@)+ f(y) Y >0 eVy>0. Entao f(z) = f(1)z Vz > 0.

Demonstragao: Seja F(z) = f(z) — f(1)z. Entao F' tem as seguintes
propriedades:

IF(z)| <2K Y0<z<1; F(1)=0

Fx+y)=F(x)+ F(y) Ve>0eVy>D0.

Vamos provar que F' = 0. Temos se 1 > 0,22 > 0,...,x, > 0 que
n n—1
=1 =1
n—2

:F(in)—l—F(xn_l)—&-F(xn):~--:

=> F(z).
=1

Colocando z9=x3="--=x,=1 temos que Vx1 >0, F(z1+n—1) = F(z1)+
(n—1)F(1) = F(z1). Portanto F' é peridédica. Resulta entdo que |F| <
2K. Se F #0, 3z > 0 tal que F(zg) # 0. Entao |F(nxo)| = n|F(xo)].
Como F(xg) # 0 quando n cresce n|F(zg)| seria eventualmente maior
que 2K o que é uma contradicao.

Lema 2. Seja g: (0,+00) — R tal que |g(x)]| < K,V0O<z<1le
gz +y) =g(x)g(y) Ve =0, Vy=>0.

Entdo g(1) > 0, g(xz) = [g(1)]*. Ou seja g € identicamente nula ou
sempre positiva e da forma

g(z) = [g(1)]? = elogla)z,

Demonstragao: Temos que g(2z) = g(z)g(z) = (9(x))?, Va > 0.

Portanto g > 0. Se g = 0 o lema esta provado. Caso contrario, existe xg
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tal que g(zp) > 0. Vamos provar que entao g > 0. Temos primeiro que
Vn > 1, glnzg) = [g(xo)]™ > 0; ou seja sobre a seqiiéncia nxg, g > 0.
Vamos provar agora que se g(u) > 0 entao g(x) >0, V0 <z <wu. Isto
decorre da identidade

0 <g(u) =gz + (u—-12)) = g(x)g(u— ).

Portanto g > 0. Seja entao f(z) = logg(xz). Se 0 < x < 1 temos
0<yg(1)= gl(w)g(l —z) < g(z)K.
& < g(x) < K, V2,0 < z < 1. Desta desigualdade

resulta que f(z) = logg(x) e limitada no intervalo (0,1]. Portanto

pelo Lema 1 f(x) = f(1)z ou seja, logg(x) = [log(g(1))]z e portanto
g(x) = ellosM)lz

Portanto

Notas: a) O fato de g ser limitada no intervalo (0, 1] pode ser trocado
pela sua limitagdo em algum intervalo da forma (0,¢], € > 0.

b) A hipétese de limitagao pode ser trocada pela de continuidade em
algum intervalo da forma [0, ], € > 0.
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Seja 2, A, P) um espaco de probabilidades e (E,C) um espago men-
suravel. Seja T' um conjunto arbitrario.

Defini¢ao 1. Uma familia {X; : t € T'} de aplicacoes A —§ mensurdveis
é chamada um processo estocdstico com espaco de estados E e conjunto
de indices (de pardmetros) T

Seja U a familia de todos os subconjuntos finitos de T' (U = P4(T)).
Indicaremos com «, 3, v, §, etc. os elementos de U.

Seja o € U (resp. « e f dois elementos de U tais que a C f3).
Denotaremos com 7, (resp. m,g) a projecio canénica de ET sobre E*
(resp. de EP sobre E®). As aplicacoes 7, € T SA0 mensurdveis com
respeito as correspondentes o-algebras produto.

Temos também que

TaB T3 = T (o, f €U, a0 C )
7['04571'57:71'@7(0[,56’762/{,agﬁg’}/)

Suponhamos que temos uma probabilidade P, sobre cada espaco
mensurdvel (E%,§%), a € U. Dizemos que a familia {Py} ., é consis-
tente (ou que constitui um sistema projetivo de probabilidades) se ¥ a,
BeU, aCp

ap(Pg) = Pamoj = Pa.

Uma pergunta natural é a seguinte: dada uma familia consistente
{Pa}aeu serd que existe uma probabilidade P sobre (ET,¢7T) tal que
Vaecl

P, =Pr;! =, (P).

Para dar uma resposta a esta pergunta introduzimos a seguinte

Definigao 2. Uma classe de conjuntos C é chamada compacta se para

n
toda seqiiéncia de conjuntos com C,, € C e tais que Vn, [ C; # () temos
i=1

que F% Ci # 0.
i=1
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Definicao 3. Seja P uma probabilidade sobre o espago mensuravel
(©,A). Seja C uma classe compacta contida em A. Dizemos que P é
regular com respeito se VA € A

P(A) =sup{P(C):C eC,C C A}.
Temos agora o seguinte

Teorema (de Consisténcia de Kolmogorov). Seja {Pa} o, wma familia

consistente de probabilidades. Suponhamos que Vit € T, existe C; uma

classe compacta contida em £ tal que Py € reqular com relagdo a Cy .

Entdo existe uma probabilidade P sobre (ET,¢T) tal que¥a € U, Pt =
P, - P € unica.

Uma demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [5].
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