INTRODUCCION A LA TEORIA ANALITICA DE NUMEROS PRIMER CUATRIMESTRE DE 2009

PRrRACTICA 3: EL TEOREMA DE LOS NUROS PRIMOS Y SUS CONSECUENCIAS

Ejercicio 1. Si p,, denota al n-ésimo ntimero primo, probar que las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

i) m(x) ~ gz cuando x — 400

ii) m(z) ~ Li(x) cuando * — +oo donde Li(z) denota la funcién “logartimo inte-
gral”” definida por: Li(z) = [ lé%'

iv) pn ~ nlogn cuando n — +oc.

Ejercicio 2. Probar que las siguientes férmulas son vialidas para o = Re(s) > 1:
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log((s) = S/loox(;(x_)l) dx

(Precisar cudl es el significado de esta tltima férmula para s complejo)

Ejercicio 3. Definimos las funciones

M(xz) =Y p(n), H(x)="_lognu(n)

n<x n<x

. <M(ﬂf) _ H(=) ) _0

i) Probar que

T——00 T rlogx
Sugerencia: utilizar la férmula de sumacion de Abel para relacionar los valores de

ii) Probar la férmula:

H) == umv (+)

n<x

iii) Probar que el teorema de los niimeros primos (en la forma ¢ (x) ~ x) implica que
H(x) = o(xlog z). Sugerencia: separar la suma anterior en dos partes, segin el valor
de z/n sea grande o pequeno.

iv) Concluir que el teorema de los nimeros primos implica que M (x) = o(x).



Ejercicio 4.
i) Sea f: N — C una funcién aritmética multiplicativa tal que si p es primo:
f(*) — 0 cuando p* — 0

(Es decir: dado ¢ > 0 existe N(¢) tal que |f(p¥)| < e si p*¥ > N(e). Probar que
f(n) — 0 cuando n — +o0. [Sugerencia: Existe una constante A tal que | f(p¥)| < A
para todos los primos p y k > 0, y otra constante B tal que |f(p*)| < 1 si p* > B].

ii) Sea para o > 0, 04(n) = de d®. Probar que para cada ¢ > 0,
0a(n) = o(n**?)

Ejercicio 5. Chebyshev probd en 1851 que si el limite
im Y@
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existia, debfa ser igual a 1. En el ejercicio 7 de la practica 2 esbozamos una demostracién.
Este ejercicio propone una demostracion alternativa de esta férmula basada en la identidad:
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(vélida si o = Re(s) > 1).

i) Sea L = limsup,_,, ., ¥(x)/x. Dado € > 0 elegimos xg = wo(c) tal que si x > o
entonces ¥ (x) < (L + €). Considerando valores reales de s con 1 < s < 2, partir la
integral como flx o+ f;: y estimar cada sumando, a fin de obtener la desigualdad:

¢'(s) s(L +¢)
¢(s) = 0(e) + s—1

donde C(e) es independiente de €. Deducir que L > 1.

ii) Llamando [ = liminf, .4 9 (z)/x utilizar un argumento similar para probar que
1 <1.

iii) Concluir que si el cociente 1(z)/z tiende a un limite cuando & — +o0, dicho limite
debe ser 1.

Ejercicio 6.

i) Utilizando los teoremas tauberianos vistos en clase, probar que la integral impropia

/ Q(x)z—xdag
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es convergente.



ii) Deducir el teorema de los nimeros primos en la forma: 6(z) ~ x cuando z — +o0.

Ejercicio 7.

i) Probar que

2
U(n)< n < — )sinZQ
no = p(n) n
ii) Si x> 2, probar que:
n
= O(x)
; p(n)

iii) Probar que existe una constante ¢ > 0 tal que:

, o(n)
limsup ———— =c¢
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Ejercicio 8. Sea ¢ > 1 y a coprimo con q. Notamos: 7(z,q,a) = cantidad de niimeros
primos p < z tales que p=a (mdd ¢). Y pongamos:

0(z,q,a) = > logp, ¥(z,q,a) = > A(n)
p<z,p=a (mdd q) n<z,n=a (méd q)
Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes cuando z — +o0:

i) Para todo ¢ > 1 y todo a coprimo con ¢, w(z,q,a) ~ ﬁ@ (teorema de los

numeros primos para progresiones aritméticas).

ii) Para todo ¢ > 1 y cualquier a; y a2 coprimos con ¢, se tiene que: m(x,q,a;) ~

m(, ¢, a2); y m(@) ~ oz

iii) Para todo ¢ > 1y todo a coprimo con ¢, #(z,q,a) ~ (p(lq)x-

iv) Para todo ¢ > 1y a coprimo con g, ¥(z,q,a) ~ ﬁx.



