INTRODUCCION A LA TEORIA ANALITICA DE NUMEROS PRIMER CUATRIMESTRE DE 2009

PRACTICA 2: MEDIAS DE FUNCIONES ARITMETICAS

Ejercicio 1. Utilizando la férmula de sumaciéon de Euler, deducir las siguientes formulas
asintoticas para x > 2:
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Ejercicio 2.
i) Para z > 2, probar que
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donde 7 es la constante de Euler.

ii) Six >2y a>0, a1 probar que
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Ejercicio 3.
i) Para x > 1 probar que:
2
Z o(n) = ﬁxQ + O(zlogx)

n<lz
ii) Para a > 0, # 1:

Z oa(n) = Cfé_:_ll)xa"'l + O(z”) con f = méx(1, a)

n<zx

Ejercicio 4.

i) Probar que si x > 1:




ii) Deducir la siguiente férmulas asintética:

Z ) _ 7+O(log:r)

n<x

Ejercicio 5. Si z > 2 probar que

(;D(n) — L]Og$+L+A+O <10g$>
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n<x

donde 7 es la constante de Euler y

. i,u n)logn

i, Cémo se puede expresar A en términos de la funcién zeta de Riemann?

Ejercicio 6. La funcion zeta de Hurwitz es una generalizaciéon de la funcién zeta de
Riemann que se define para a € R, 0 < a <1y Res(s) > 1 por:

(Observamos que ((s,1) = ((s)).
1. Probar que ((s,a) es una funcién analitica de s en el semiplano Re(s) > 1.
2. Encontrar una férmula asintética para las sumas parciales

Pp——

= (n+a)s

valida para s > 1.

3. Probar que la funcién zeta de Hurwitz puede extenderse a una funcién analitica en
el semiplano Re(s) > 0 salvo un polo simple en s = 1 con residuo 1.

Ejercicio 7. Chebyshev probd en 1851 que si el limite
im 2@
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existia, debia ser igual a 1. Este ejercicio esboza una demostraciéon simple basada en la

formula asintética .
v (5) =alogr+0@) ()
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i) Sea L =limsup, ., ¥(x)/x. Dado € > 0, elegimos un N = N (¢) tal que si z > N,
entonces ¥ (x) < (L+¢)z. Descomponer la suma en (*) en dos partes, y estimar cada
una de ellas a fin de obtener la desigualdad:

Z@b (£> < (L+eée)xlogz + xp(N)
n<x n
Comparando con (x) deducir que L > 1.
ii) Sea [ =liminf, .| ¥ (z)/z. Probar por un argumento andlogo al de i), que [ < 1.

iii) Deducir que si el limite del cociente ¥ (x)/x cuando x — +o0 existe, debe ser 1.

iv) Probar que lo mismo sucede con el limite:

m(x)
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Ejercicio 8. Designamos por Q(z) la cantidad de ndmeros naturales menores o iguales
que z que son libres de cuadrados (esto es: no son divisibles por el cuadrado de un primo).
Probar que:

Q) = Sy +0(a)

Sugerencia: utilizar la identidad

p(n)] =Y u(d)

d?|n
Observacién: En particular se tiene que:
) T 6
r—+oco T 71'

Este resultado puede interpretarse como diciendo que la probabilidad de que un entero

elegido al azar sea libre de cuadrados es %.

Ejercicio 9.

i) Sea 72(n) el ntimero de representaciones de n en la forma n = a? + b2 con a,b € Z.
Probar que:

S ra(n) = 7o + O(Va)

n<x

Sugerencia: Interpretar la suma del primer miembro como la cantidad de puntos de
cordenadas pertenecientes al circulo de radio y/z, menos 1.



ii) (ejercicio optativo: sélo para los que cursaron Ecuaciones Diferenciales o
Matematica 4, para ilustrar una conexién entre la teoria de nimeros y las ecua-
ciones diferenciales). Sea 2 = (0, L) x (0, L) un cuadrado de lado L, y consideremos
el problema de autovalores:

—-Au, = Mu, en £
U =0 en 0f2

Notamos N(A) = #{n € N: )\, < A} a la funcién de conteo de autovalores. Encon-
trar una férmula asintética para N(A). {Qué sucede si Q = (0,L;) x (0, L2) es un
rectangulo 7



