Introducciéon a la Teoria Analitica de Ntimeros

Pablo De Népoli

clase 6

1. Equivalencias del teorema de los niimeros pri-
mos

Teorema 1.1 Las siguientes afirmaciones son equivalentes (cuando © — 400):

X
log z

i)z~
it) O(z) ~ x
iii) Y(x) ~ 2.

Prueba: La clase anterior probamos que ii) y iii) son equivalentes. Luego es
suficiente probar que i) y ii) son equivalentes.
Para ello observamos que

0(x) = Z logp < 7(z)logx (1)

p<z

y por otro lado si 0 < § < 1, tenemos que:

0(x)> Y logp >log(x'™?) (m(z) — m(x'~?))

rl-d<p<z

1-96

lo que combinado con la desigualdad trivial  (#'~%) < 27, nos proporciona

la estimacion: o)
x
mw) < (1-9)logx +
(La clase pasada hicimos esta misma estimacion con § = 1/2).

Supongamos entonces que se verifica i). La estimacion (1) nos proporciona
entonces que:
0(x)

limsup — < limsup
z—+4oc0 T z—+00 x

(2)

n(x)logxr 1

y la estimacion (2) nos proporciona que:

tmint 2% > (1 §) lim i T 1082

z—+‘co X T—+00 x

=1-94



pues logzz~® — 0. Como 0 es arbitrario, deducimos que:

0 0
lim sup ﬂ = lim inf ﬂ =1

lo que implica que se cumple ii).
Reciprocamente si suponemos que se verifica ii), (1) nos da que:

0(x)

1
lmint T8 g0 e -1
r——+00 T r— 400 €T

y la estimacién (2) nos dice que (utilizando nuevamente que 2~ logz — 0):

0(x)

(1 —9)limsup limsup —= =1

T—+00 X r— 400 T

7(x)logx <

por lo que como § es arbitrario implica que:

x)logx
lim inf M = lim sup

I
m(x)logx _

por lo que se cumple 7). O

Similarmente, haciendo algunas cuentas parecidas a las de la clase pasada,
podemos probar el siguiente resultado cuya demostraciéon dejamos como ejerci-
cio:

Teorema 1.2 Si p,, designa al n-ésimo nimero primo, las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

i)

w(x) ~ cuando x — 400

log

i)
lim — —
n—+oo nlogpy,

Pn ~ nlogn cuandon — 400

2. Sumas que involucran a los ntimeros primos

Recordamos la féormula

log [z]! = Z A(n) [%} = Z (0 (%) (3)

n<x n<x



Teorema 2.1 Six > 2, tenemos que:

log[x]! = Z logn = xzlogz —z + O(log x)

n<x

Prueba: Si ponemos f(t) = logt en la formula de Euler, obtenemos que:

Zlogn:/ logtdt+/ %()dt—{x}logx
T 1

n<z

¢ frac(t
:J;logx—a:—l—l—i—/ %()dt—k()(loga:)
1

Esto prueba (4) pues:

/1.@ fra(t:(t) dt = O (/j % dt) = O(log z)

Teniendo en cuenta la férmula 3, deducimos:

Corolario 2.1

Z A(n) [2] =zlogx —x + O(log x)

Ahora si removemos los corchetes, tenemos

ZA(n) {%} :m2¥+0 ZA(n)

n<zx n<z n<z

pero

S An) = $(a) = O(a)

n<z

por las cotas de Chebyshev. Deducimos que:
A
x Z % =zlogx —x + O(logx) + O(z) = zlogx + O(x)
n<lz
y dividiendo por x obtenemos:

Teorema 2.2

Z # =logz + O(1)

n<z



Ahora veremos que en la suma anterior, los términos con n primo son los que

efectian la principal contribucion: en efecto teniendo en cuenta la definicion de
A:

Sy oy, oo

P
n<z pk<z,k>1 p<= ph <z k>2
pero
logp logp
> < Zlong =2 o1 =W
pF<z,k>2 p<z p<r

pues la serie:

logn
g (n—1)

converge. Concluimos que:

Teorema 2.3

Z logp _ logxz + O(1)

p<z

3. La féormula de sumaciéon de Abel

Teorema 3.1 Sia:N — R es una funcion aritmética, llamemos:

n<x

a sus sumas parciales (donde A(x) =0 six < 1). Sea f : [a,b] — R una funcién
de clase C1 en el intervalo [z,y]. Entonces:

y<n<z Y
Prueba: Tenemos que:

[v]

s= Y am)fm)= Y a Z {A(n) = A(n = 1)} f(n)

y<n<xz n=[z]+1 n=[y]+1

En esta suma finita podemos “sumar por partes”

(2] [z] [z]-1
> An) Z A(n—1)f Z A(n)f(n)= > A(m)f(m+1)
n=[y]+1 n=[y]+1 =[y]+1 m=ly]

(lamando m =n — 1)

= f([z] Z A(n +1) = f(n)} = f(lw] + DA([])

=[yl+1



(separando el altimo término de la primer sumatoria, y el primero de la segunda
sumatoria)

[x]—1

n+1
=A@~ X An ) [ F0 de = £l + DA))

=[y]+1

[«]
= f(lzDA([z]) - A@)f'(8) dt — f(ly] + D A([y])

[y]+1

x ly]+1 T
= DAt~ [ Awr@as [T a0 @ as [ A0 d- ) al)

Pero

/[j A'()f(t) dt = A[2])(f (z) = f([=])

pues A(t) = A([z]) si ¢ € [[z], x). Similarmente,

pues A(t) = A([y]) si t € (y,[yl + 1), y A([z]) = A(z), A([y]) = A(y). En

consecuencia:
§ = A@) @)~ AW — [ A0S @) d

Una prueba mas breve se puede hacer utilizando la integral de Stieltjes pues:

S = /fdA /Adf

y<n<m

= J@AW) - F)AW) - [ AW (1) di

4. Teoremas de Mertens

Teorema 4.1 FExiste una constante A tal que, para x > 2,

1 1
Zloglogz+A+( )
p log x

p<z

Prueba: Sea A(n) =3, -, lof)p. Si en la formula de Abel tomamos,

logn

si n es primo
a(n) = n > P
0 sino




y f(t) L tenemos que:

= Togt?
1 A T A
Sy A, ),
D n<zlogn log x o tlog®t

p<z

Pero A(z) =logz + R(z), donde R(x) = O(1). luego

Z 1 log +0(1) +/“" logt + R(t) it
2

p log z tlog®t

p<lzx

1 xT xr
:1—1—0( >+/ i—i— R(t)Q) dt
log 5 tlogt o tlog“t

Ahora
/x dt = loglog x — loglog 2
| Tlogt 088 glog
Y R() ~ _R(t) = _R(1)
5 dt = 2 At — 2
o tlog“t 9 tlog“t « tlog®t
donde la integral impropia existe pues R(t) = O(1). Por el mismo motivo,

tenemos que:

> t *dt 1
wti =0 ([ o) =0 ()
« tlog®t « tlog”t log x

1 *© R(t 1
Zleoglogx+1—loglog2+/ ®) dt+O< )
p 2 t log z

2
< log”t

luego

Lo que prueba el teorema con

& t
A=1—1loglog2+ iz?dt
o tlog”t

O

5. Aplicacion a la cantidad de divisores primos
de un ntimero

Notamos w(n) a la cantidad de divisores primos distintos de n y ©(n) a su
cantidad totald de factores primos, contados de acuerdo a su multiplicidad.

Esto es: si n admite la factorizacion n = p§'p5? ... pt* donde los p; son primos
1 P2 k
distintos, entonces

wn)=kQqMn)=e +ex+...+ex



Nos proponemos estimar ahora la cantidad promedio de divisores primos de
un namero n. Si llamamos a(n) a

(n) 1 si nes primo
a(n) = . .
0 si nnoes primo

(funcion caracteristica del conjunto de los primos), deducimos que:

d|n
Utilizando el método de la hipérbola de Dirichlet

Sem=3[]=3 7]

n<z n<lz p<lzx
1

=z Z -+ O(m(x))
p<z p

y teniendo en cuenta el teorema de Mertens y las cotas de Chebyshev:

1
—zdloglogz+A+0(—byro (-2
log x log x

En consecuencia obtenemos:

Teorema 5.1

Zw(n) :xloglog:r+Ax+O( ° )
log x

n<x

En particular, el orden medio de w(n) es loglogn:

1
- Z w(n) ~ loglogx
x

n<x
Similarmente, podemos estimar el orden medio de Q(n). Para ello ponemos:

a(n) = 1 si n=pk (pprimo,k>1)
"1 0 si nno es primo

(funcion caracteristica del conjunto de los primos), deducimos que:

d|n
Utilizando el método de la hipérbola de Dirichlet:

Sam=Yan[i]= 3 |]

n<z n<x pk<z p



=z % + O(7(x))

donde
) =#{n:n=p" k>1n<z}

Entonces como
pr<zep<at/t

tenemos que

i” 1/ky

k=1

i — log x
~ |log2

(Como p > 2, p* < x implica que k < m). Deducimos que:

(x —|—Z7r 1/k

y utilizando las cotas de Chebyshev

donde

3 (@t ) < mr(VE) = OBE_ VT i
= log 2 log \/x

Tenemos que:
w(x) = m(z) + O(Vz)

(esto significa que los primos efectuan la contribucién mas importante a 7(x))
y por lo tanto, utilizando nuevamente las cotas de Chebyshev:

@) =0 (10;)

Sustituyendo esta cota del error, tenemos que:

Yo=Y (logx) (6)

n<z k<ac

Para estimar la suma del primer término, la idea es nuevamente ver que los
primos (con exponente k = 1) son los efectuan la contribucion principal a dicha
suma:

YE-Yor ¥ % ")

’“<3: p<ac pk<z, k>2



Ahora afirmamos que la serie
1
B - 7
p
pEP,k>2

(sin la restriccion p > x) converge!, pues podemos escribirla como

1 = 1
2 R0 I o
pegk:y Pt I%’ (kZ_Q ) ;%:Pp(p -1

y entonces estd mayorada por la serie

oo

1
Z n(n —1)

n=2
que es convergente. Deducimos que:

1
Z — = B +0(1) cuando x — +o0

pF<w,k>2 P

Lo cual sustituyendo en (7) y utilizando el teorema de Mertens da que
1

Z — =loglogz + C +o(1)

g P

pPrsT

donde C' = A+ B.
Reemplazando en (6), esto da el siguiente teorema:

Teorema 5.2 FExiste una constante C' tal que:

Z Q(n) = zloglogz + Cx + o(x)

n<x

En particular, el orden medio de )(n) también es loglogn

1
- Z Q(n) ~ loglog x
T

n<xz

Resulta instructivo comparar este resultado con el teorema 5.1, donde ob-
tuvimos una acotacion de la forma O(x/logz) para el error. En el teorema 5.2
so6lo sabemos que el error es o(z) (Lo cual es una afirmaciéon mas débil).

Ello se debe a la dificultad para estimar las colas de la serie (8), pues p*
puede ser grande atn siendo p pequeno.

ly llamamos B a la suma de dicha serie



