Introducciéon a la Teoria Analitica de Ntimeros

Pablo De Népoli

clase 5

1. Una versién mas refinada del método de la hi-
pérbola de Dirichlet

Para obtener estimaciones mas precisas en algunos casos es ttil el teorema
siguiente:

Teorema 1.1 Sean f,g: N — C funciones aritméticas. Si h = f % g,

F(x)=Y f(n), G(z)=) g(n), H(z)=) h(n)

n<x n<xz n<x
y a,b son numeros positivos tales que ab = x entonces
T T
H@) =Y f0)G (2) + Y F (T) o(n) - Fla)G(e)
n<a n<b

Prueba: Como antes, notamos que:

H(@)= > f(d)glq)

(d,q):qd<=

La suma esta extendida a los puntos (d, q) de coordenadas enteras por debajo
de la hipérbola gd = x en el primer cuadrante. Consideramos las regiones

A={(d,q) eN?*:qd < x,d < a}
B={(d,q) €eN*:dg <w,q<b}
C=ANB={(d,q) €eN*:qd <x,d>a}

Ahora notamos que:

S HDE(5) =D 5@ D gl = Y fdgla)
(

d<a d<a g<z/d d,q)eA
Similarmente:
T
ZF(Q) 9e) =) _gle) > fd)= > fldgla)
q<b q<b d<z/q (d,q)eB



Sumando obtenemos que:

x
S FAG(5)+ X F@/dg@) = Y fdg@+ Y f(dgla)
d<a q<b (d,q)eA (d,q)eB
Ahora los puntos de la regién C estan contados dos veces. Su contribucion es

dos veces la suma
S Hd)gla) = Fa)F(b)
(d,q)€B

Luego, restandola una vez obtenemos que:

H) =Y (G () + 2 F (5) 90) - Fl@)GE)
q<b

d<a

En particular, si elegimos a = b = /.

x x
Ha)= Y fm)G (5)+ Y F (%) gln) - F(V2)G(Va)
n<Vw n<Vw
Por ejemplo si elegimos f(n) = g(n) = 1, obtenemos la siguiente estimacion
para las sumas parciales de d(n):

D) =Y dm) =2 Y 5| - Vallval

n<w n<V@
=2 Y 2+0(/3) - (VI +O0(1)*
n<yz
:2x{log\/§+7+0 (;5)} L O(E) — {2+ O(a))

=zxlogz + (2y — 1)z + O(Vx)
Hemos pues demostrado la siguente férmula asintética:

Teorema 1.2 (Dirichlet) Para x > 1,

Z d(n) =zlogz + (27 — 1)z + O(Vx)

2. Aplicacién del método de la hipérbola de Di-
richlet a u

Teorema 2.1 Para x > 1,

> ulm) [F] =1 (1)

n<z



Prueba: Esto se deduce a partir de que v * pu = I, aplicando el método de la
hipérbola de Dirichlet. O

Teorema 2.2

> =00

Prueba: (n)
x w(n
1= | = LS
>ou) 2] =23 EE 4+ 0)
n<x n<x
Dividiendo por x se obtiene el teorema. O

Observacién: Se puede probar que el teorema de los niimeros primos

m(x) ~ % cuando z — +oo

()

es equivalente a la afirmacién de que la serie
o0
Z u(n)
n
n=1

converge y suma cero. Nosotros acabamos de probar que sus sumas parciales
son acotadas.

3. Las funciones de Chebyshev ¢ (z) y ¥(z)

Definicién 3.1 La funcion de Mangolt A(n) se define por:

An) = logp sin = pF(p primo)
- 0 en otro caso

Definicion 3.2 Para x > 0 definimos las funciones de Chebyschev:

Y(@) =) Aln)

n<z
d(a) = log p
n<x

Estas funciones estan relacionadas entre si: como A(n) = 0 salvo cuando n
es una potencia de un primo, tenemos que:

wy= Y Ap™M =) > logp

m=1p:pm<z m=1p<gl/m



La suma sobre m es finita. De hecho, la suma sobre p es vacia si /™ < 2,
es decir si (1/m)loga < log2, o sea si

log x
m > @ = loggx

En consecuencia, obtenemos la férmula

Ye)= Y o™ (2)

m<log, «
El siguiente teorema relaciona los cocientes ¢ (z)/x y 9(x)/x:

Teorema 3.1 Para x > 0 tenemos,

Y(x)  I(z) < (log z)?
x x T 2y/zlog?2

0<

Observacion 3.1 FEste teorema implica que

(4070 g

T——+00 X T

Por consiguiente, las afirmacioes ¥(x) ~ x y ¥(xz) ~ x cuando x — +o00 son
equivalentes.

Prueba: La relaciéon (2) implica que

0<y(@) —da)= 3. 9™

2<m<log, =

Pero de la definicion de ¥(x) obtenemos la desigualdad trivial:

dx) = Zlogp <zlogx

p<z

Luego:

0< () —d) = > a/™log(z"/™) < (log, )v/xlog vV

2<m<log, x
(acotando por el mayor de los términos multiplicado por la cantidad de términos)

1 1 2
_ ngﬁlogx _ Vz(log x)
log2 2 2log2

Dividimos por x y obtenemos el teorema. 0



Teorema 3.2

g [« = 3 A 7] = v (3)

n<z n<zx

Prueba: Recordamos que:

logn = Z A(d)
d|n

lo que significa que:
logn = Axu

Utilizando el método de la hipérbola de Dirichlet deducimos la identidad:

Zlognzgf\(”) [g] = gw (%)

n<x
pero
Z logn = log H n | =log [z]!
n<x n<x
de lo que se deduce la identidad del teorema. O

Teorema 3.3 (identidad de Legendre)

2]t =T p*®

p<z
donde .
=3[
k=1
Y 1
_|gr _
: Logp} = logy <]

Prueba: Como A(n) es cero a menos que n sea una potencia de un primo, a
partir de la identidad del teorema anterior, obtenemos:

log [z]! = Z A(n) [%] = Z logpz [;;]
an p<n k>l

En la suma interior podemos sumar para k < ¢, (pues sino el término corres-
pondiente es cero). Luego concluimos que:

log [2]! = > a(p) logp

Tomando la exponencial de ambos miembros, resulta la identidad del teorema.
O



4. Las estimaciones de Chebyshev

Teorema 4.1
I(x) <4log2x

en particular
Prueba: Consideramos el coeficiente binomial
2n\  (2n)!
n) (n!)?2

P £ () (2)

k=0

Tenemos que

Por otra parte, teniendo en cuenta la factorizacion del teorema 3.3, cualquier
primo con n < p < 2n divide a (2n)! y no a nl, por lo tanto el producto

II »

n<p<2n
divide a (2:), por lo tanto:
2
[T ors(2)<w
n
n<p<2n

luego
¥(2n) — ¥ (n) = Z logp < 2nlog2

n<p<2n
Sumando esta relacion para n = 1,2,4,8,...2™ ! tenemos que:
92™) < (log2)(2™ ! — 2) < (log2)2™ !
Luego si 2™~ ! < £ < 2™, tenemos
() <9(2™) < (log2)2™ ! = (410g2)2™ ! < (4log2)x

Corolario 4.1

Corolario 4.2




Prueba:
1
I(z) > Z log p = log v/ Z 1= 3 logz (m(z) — m(v/x))
Va<p<z Vz<z<z
luego
29(x)
log x

m(z) < (V) 3)

pero tenemos la cota trivial 7(v/z) < /x, luego deducimos que:

m(z) < +Vz

1og T
y como
NG

lm ———— = lim
r——+00 x/logx r——+00 T

ﬂ@:OQQJ

Ahora deduciremos una estimacién en la direccién opuesta:

1
logz _

Deducimos que:

Teorema 4.2 FExiste una constante ¢ > 0 tal que:

>
m(x) > Clog -

st T > -

Prueba: Volvamos a examinar el coeficiente binomial ( ) Tenemos la desigual-
dad:

(1) gt (20) (52)  (232) o

Por otro lado, a partir del teorema 3.3, deducimos que:

2n
I log(2n)! —1 | = )1
o () =ttt = 3 st

p<2n
donde ,
o=3 (5] - [)
- Tkl T |k
=1 \LP p
y
. log 2n
" | logp



Entonces:
nlog2 < Y B(p)logp

p<2n

y como [2z] — 2[x] es 0 o 1, tenemos la estimacion:

log 2n

< <

En consecuencia,

nlog2 < Z log 2n = log(2n)m(2n)

p<2n
Lo que da la desigualdad:
n
——log2 < m(2
log(2n) 0g2 < 7(2n)
0 sea 5
n
2
Clog(?n) < 7(2n)
con ¢ = 1052 ~ 0,346 .... Finalmente, si « es arbitrario, serd 2n < x < 2n + 2
para algin n y entonces:
2 -2 -2
m(x) > 7m(2n) > ¢ " Zcx S (@ >2(c—5) <
log(2n) log = logz =« log x
six > xg. O

Corolario 4.3 Eziste una constante ¢ > 0 tal que:
Hx) > cx
s$tx > T

Prueba: Volvermos a utilizar la relacion (3):

(o) < 20 4 (VD)
Luego:
ot < 29(x) L VE
log x log x
o sea: ) )
Fer < I(z) — iﬁlogm < J(x)
y como

Vrlogz = o(x)
se deduce el teorema. O
Similarmente, aplicando el teorema 3.1, deducimos que:

Corolario 4.4 Ezxiste una constante ¢ > 0 tal que:
$(a) > ca

st T > xg.



5. Cotas del enésimo primo
Designemos por p,, el n-ésimo primo, entonces se tiene el teorema siguiente:
Teorema 5.1 Euxisten constantes c1,co > 0 tales que:
cinlogn < p, < canlogn

Prueba: Notamos que m(p,) = n. En consecuencia, las cotas de Chebyshev
proporcionan:

¢ Pn <n<e Pn
log pn log pr,
luego:
c1pn < nlogp, (4)
y

Copn > nlogp,

Observamos que se tiene la estimacién trivial p,, > n. Luego:

1
pn > —nlogn
C2

Para obtener una estimacién en la direccién opuesta, notamos que:
logz < c3v/x

para x > 2. En consecuencia (4) implica que:

63\/pn S n

por lo tanto
log p,, < logn — logcs

y volviendo a usar (4)
copn < n(logn —logcs) < cynlogn
O

Observacion: La cota del teorema anterior prueba nuevamente que la serie
1
n pn
formada por los reciprocos de los nimeros primos diverge, comparandola con

1
Z nlogn

n




