Introducciéon a la Teoria Analitica de Ntimeros

Pablo De Népoli

clase 2

1. Propiedades de la funcién de Euler

Recordamos las féormulas que probamos la clase anterior:
> p(d) =n
d|n

y utilizando la férmula de inversiéon de Mobius

oln) =Y Zu(d) = du (%) (1)

d|n d|n
Ahora utilizamos esta formula para dar otra expresion de ¢(n):

Teorema 1.1 Para todo n € N,
1
on)=n H 1—-
p
donde el producto se extiende sobre los divisores primos de n.
Prueba: Supongamos que n admite la factorizacion
n=pi'ps?...pi*
Entonces efectuando la distributiva

AN e LI 1 IRV e B
H<1 p> ! Zpi1+zpi1pi2 Zpilpi3pi3+."+( 1) thpiz'“pik

pln

(donde los p;; se eligen entre los divisores primos p1, pa, ..., px de n).
Teniendo en cuenta la definicién de u, vemos que esta suma es igual a

d

Comparando con la férmula (1), se obtiene el teorema. O



Teorema 1.2 Sean m,n € N y sea d = (m.m) su mdzimo comin divisor en-
tonces:
d

p(mn) = @(m)iﬂ(”)m

Prueba: Utilizando la féormula del teorema anterior,

1

(nm) N L ()T (1-3) ) plm) d
ST H (1 - P> B Hp\d (1 - %) wn cpm o(d)

Corolario 1.1 Sin ym son coprimos, entonces

p(nm) = p(n)p(m)

2. Funciones Multiplicativas

Esta propiedad es de gran importancia, y es compartida por muchas funcio-
nes aritméticas, por lo que es conveniente darle un nombre:

Definicion 2.1 Una funcion aritmética f : N — C se dice multiplicativa si
para n,m € N coprimos se verifica que

f(nm) = f(n)f(m)

Si se verifica que f(nm) = f(n)f(m) para todos los n,m € N, decimos que f es
completamente multiplicativa.

Algunas observaciones:
1. ¢ es multiplicativa pero no es completamente multiplicativa pues

©(4) = 2 pero p(2)p(2) =4

2. p es una funcién multiplicativa.
3. Una funcion multiplicativa no idénticamente nula verifica que f(1) = 0.

4. Si f es multiplicativa y my,mso, ... my son coprimos dos a dos, entonces
flmama ..omy) = f(ma) f(ma) ... f(my)

5. Una funcién multiplicativa esta determinada por lo que vale en las poten-
cias de los primos: si n admite una factorizacion en primos

n = Hp'”p(”)
pln



y f es multiplicativa

fo) =TT s (o)
pln

pues las potencias de primos distintos son coprimas dos a dos. Si f es
multiplicativa, f queda determinada por su valor en los primos, pues en

este caso tenemos
Fo) =111 @™
pln

Observacion 2.1 Dado que la descomposicion de un entero n en factores pri-
mos es unica, podemos definir una funcion aritmética v, : N — Ny espeficando
que vp(n) es el exponente del primo p en la factorizacion de n. Esta funcidn se
conoce como la valuaciéon p-adica. Entonces, la factorizacion de n es:

n = Hp'”p(”)
pln

Convenimos en que vy(n) = 0 si el primo p no aparece en la factorizacion
de n. Con este convenio podemos escribir:

n = Hpvp(n)
p

donde él producto (formalmente infinito) sobre todos los primos es en realidad
finito, pues sélo un nimero finito de factores es diferente de 1.
Alternativamente podemos definir v, por

v,(n) = max{k € Ny : p*|n}
Notamos que v, tiene la siguiente propiedad, andloga a la del logaritmo:
vp(ab) = vy(a) +v,(b) Va,beN

Teorema 2.1 Si f,g : N — C son funciones aritméticas multiplicativas, tam-
bién lo es su convolucion de Dirichlet h = f x g.

Prueba: La prueba de este teorema se basa en la siguiente observacién: si
m = mpmsg con my y ms coprimos, entonces cada divisor d de m se puede
factorizar de manera tnica como d = dydy donde di|my y da|mse. Para ello,
basta tomar:

dl — H pvp(d)7 d2 — H pvp(d)
plmi plm2

Reciprocamente, si d = dydy con di|m; y da|ms, entonces d = dyds es un
divisor de m.



Ademas, en esta situacion d; y dy son coprimos, asi como mq/dy y ma/ds
son coprimos. Por lo tanto:

mm) =Y @ ()= Y f<d1d2)9(721z2>

d|m dl‘ml,dg‘mz

Utilizando que f y g son multiplicativas, esto es igual a:

> s (5o (%) -

di|my,da|ms

m m
> fldg (= Y flda)g | == ) ¢ = h(ma)h(m2)
dl d2
d1|m1 d2|m2
d
Ejemplo: Consideramos la funcién d(n) que cuenta la cantidad de divisores

de n. Como
d(n) = Zu(d)

d|n

donde u es la funciéna aritmética unidad, tenemos que d = u*u. En consecuen-
cia, d es multiplicativa. Y como d(p*) = k + 1, vemos que

d(n) = [J(up(n) +1)

pln

Dado que d no es completamente multiplicativa (ya que d(4) = 3 mientras que
d(2) = 1), el mismo ejemplo muestra que la convoluciéon de Dirichlet de dos
funciones completamente multiplicativas no tiene porqué serlo.

También podemos considerar la funcién o(n) que devuelve la suma de los
divisores de n. Nuevamente o = u * N, luego ¢ es multiplicativa. Como
k+1 _ 1

p
U(pk):1+p+p2+...+pk=ﬁ

tenemos que
pvp(n)""l —

1
o(n) = H — T
pln
Otro ejemplo: Definimos la funcién A de Liouville
A(n) = (—1){Zppm e}
Como v,(n) = 0 si p no divide a n en esta suma podriamos sumar sobre todos

los primos y escribir
A(n) = ()15}



Afirmamos que A es completamente multiplicativa, pues:
A(nm) = (—D){Zpvem} — () {Z, vem+va(m)}

(1) e 1) {2 ) = Am)A(m)

Ahora vamos a calcular la suma

g(n) =Y A(d)
d|n

Notamos que como A es multiplicativa y ¢ = A*u, ¢ es asi mismo multiplicativa.

oy 5 g J 1 si kespar
) =204 A) A0+t a0h = {5 ER

En consecuencia,

_ vp(n)) _ 1 si nes un cuadrado
a(n) —Hq(p ) { 0 si nsinoloes
pln

3. Funciones Generatrices: Series de Dirichlet

Para conectar a las funciones aritméticas con el andlisis se emplean funciones
generatrices. En general, una funcién generatriz es una funciéon en cuyo desa-
rrollo en serie (o en producto infinito) aparecen como coeficientes los valores de
la funcién aritmética que uno quiere estudiar.

En la teorfa aditiva (dedicada a las propiedades de los enteros que se rela-
cionan con la suma), se emplean por lo general series de potencias de la forma

oo
E anz"
n=0

Por ejemplo, consideramos la funciéon aritmética p(n) que cuenta el ntmero
de particiones de n como suma de enteros menores o iguales que n, sin tener en
cuenta el orden.

Por ejemplo, p(5) = 7 ya que 5 admite las siguientes particiones:

5=1+1+1+1+1
5=24+14+1+1
9=3+1+1
5=4+1
5=2+2+41
5=2+4+3



5=25

(Notamos que no partirlo, también cuenta como una particion).
Entonces una identidad debida a Euler, proporciona una funcién generatriz

para p(n):

o0 1 oo
H o :1+Zp(n)z"si lz| <1
n=1 n=1

Por otra parte, en la teoria multiplicativa (en la que nos centraremos en este
curso), se utilizan generalmente series de Dirichlet. Una serie de Dirichlet es una

serie de la forma -
Fe=y @
n=1

donde f: N — C es una funcién aritmética.

El ejemplo més sencillo de serie de Dirichlet es la funcién zeta de Riemann
¢(s) que introdujimos la clase pasada, que corresponde a la funcién aritmética
unidad u.

A continuacién, comenzaremos un estudio sistemético de las propiedades de
las series de Dirchlet.

Utilizaremos la notacién de Riemann: dado s € C, escribimos s = o + it
(donde o es la parte real, y ¢ la parte imaginaria). Notamos que:

fm)| _ £ )

nS ne

Observamos que si para un valor s = sg de s la serie (2) converge absolu-
tamente, también lo hace para cualquier s con o = Re(s) > Res(sg) = o en
virtud del criterio de comparacion.

Esta observacion implica que en general una serie de Dirichlet tendrd un
semiplano de convergencia absoluta:

Teorema 3.1 Supongamos que la serie

oo
Do lf ) 3)
n=1
no converge para todo o ni diverge para todo o. Entonces existe un numero real
Oa, llamado absisa de convergencia absoluta de la serie (2) tal que
1. Si 0 = Re(s) > 0,, entonces la serie (2) converge absolutamente.

2. Si o= Re(s) < 0, entonces la serie (2) no converge absolutamente.

1a idea para demostrar esta identidad es expandir 17—{2” en serie geométrica, y efectuar
la distributiva. Esto se puede justificar rigurosamente considerando el producto de finitos
factores, y después pasando al limite. Ver por ejemplo el libro de Apostol (teorema 14.2).



Prueba: Sea
A= {a eR: Z |f(n)n=7 converge}
n=1

Dado que por hipoteis la serie (3) no diverge para todo s, A es no vacio. Co-
mo por otra parte, dicha serie no convegerge para todo s, A debe ser acotado
inferiormente (por la observacion anterior al teorema). Por lo tanto, podemos
definir o, = inf(A).

Sio <oy, 0 ¢ A, luego la serie (2) no converge absolutamente.

Si o > 04, existird un ¢’ tal que ¢ > o’ y ¢’ € A (pues ¢ no es una cota
inferior de A). Por la observacion anterior al teorema, resulta que o € A, esto

es (2) converge absolutamente. O
Por ejemplo, en el caso de la funciéon zeta de Riemann, tenemos o, = 1.
Podemos completar la definicion de o, especificando que o, = —o0 si la serie

(3) converge para todo o, 0 0, = 400 si la serie (3) diverge para todo o.

Ejemplo: La serie de Dirichlet

00
§ n"n=°
n=1

no converge absolutamente para ningtun s. La serie de Dirichlet

converge absolutamente para todo s (Esto se ve facilmente aplicando el criterio
de convergencia de Cauchy).

Observacion 3.1 Por el test de Weierstrass, la serie de Dirichlet converge umni-
formemente en cada semiplano de la forma o > o,+¢ (cone > 0). Esto implica
que en su semiplano de convergencia absoluta o > o,, una serie de Dirichlet
define una funcion analitica de la variable compleja s.

Necesitaremos un lema que nos permitird acotar las colas de una serie de
Dirichlet absolutamente convergente:

Lema 3.1 Consideramos una serie de Dirichlet (2) absolutamente convergente
en un semiplano Re(s) > o,. Entonces si N > 1y o = Re(s) > ¢ > 0,, tenemos

que:
Y fn | < NN f(n)n
n=N n=N
Prueba:
ST < > T fm)nT7 =) [f(n)nm om0 < N7 N f(n)nC
n=N n=N n=N n=N

O



Teorema 3.2

lim F(o +it) = f(1) uniformemente ent € R

o——+o00

Prueba: Separando el primer término

F(s) = fny+ Y0 L
n=2
Entonces aplicando el lema:
|F(s) = ()] <279 ) " f(n)ln ¢ =274
n=N

donde la constante A no depende de o ni de t. Haciendo que o — +00, se deduce
la conclusion del teorema. O
Ejemplo:

lim ((o + it) = 1 uniformemente en ¢ € R
o—+00

El siguiente teorema de unicidad nos dice que toda la informacién sobre la
funcion aritmética f esta contenida en su serie de Dirichlet asociada F'(s):

Teorema 3.3 Sean

dos series de Dirichlet absolutamente convergentes en un semiplano o > o, =
méx(oq(F),04(G)). Si existe una sucesion s con o = Re(sk) — +oo tal que
F(s;) = G(sg), entonces f(n) = g(n) para todo n € N.

Prueba: Definamos h(n) = f(n) — g(n), H(s) = F(s) — G(s); de modo que

() =3 1

Sabemos que H(sx) = 0 y queremos ver que h(n) = 0 para todo n € N. Si
suponemos que esto no ocurre, habra un minimo N tal que h(N) # 0. Separando
el primer término no nulo, podremos escribir:

H) ="t 3
n=1



Evaluando en s = s y despejando:

o N~ h(n)
W) =Nt S T
n=N+1

Aplicando el lema 3.1, deducimos que:

o] N Ok
h(N)| < N°*(N + 1 —(or—c) h —¢ = () A
OIS N0 S rin~ = (7

donde la constante A es independiente de k. Haciendo que k — 400, como

o — +00; tenemos que
N Tr
—_— 0
(N ¥ 1) -

y en consecuencia deducimos h(N) = 0. Esto contradice la eleccion de N.
Esta contradiccién provino de suponer que h no era idénticamente nula, luego
h(n) = 0 para todo n € N, como afirmamos. O

Corolario 3.1 Supongamos que la serie de Dirichlet (2) no diverge para todo
s, y que la funcion aritmética f no es identicamente nula. Entonces existe un
semiplano Re(s) > oo donde la funcion F(s) definida por dicha serie no se
anula.

Prueba: Razonando por reduccién al absurdo, si tal semiplano no existiera
tendriamos una sucesion s con Re(sy) — +oo tal que F(s;) = 0. Pero hemos
visto en la demostraciéon del teorema anterior que ello no es posible. O

Teorema 3.4 Sean

F(s) = Z fT(LTSl)

) =Y gflf)

n=1
dos series de Dirichlet absolutamente convergentes en un semiplano o > o, =
méx(oq(F),04(G)). Entonces H(s) = F(s)G(s) admite el desarrollo en serie de

Dirichlet
=, h(n
H(s) =y M
n=1

donde h = f * g, vdlido si 0 > 0,.

Prueba: Como las series de F(s) y G(s) convergen absolutamente si o > oy,
en dicho semiplano podemos multiplicarlas efectuando la distributiva, y asociar
los términos en la serie resultante del modo que mas nos convenga. Agrupando
los términos con nm = k tenemos que

Ho =3 3 TR =5 { > f(n)g(m)} -3

n=1m=1 nm==k




