Introducciéon a la Teoria Analitica de Ntimeros

Pablo De Népoli

clase 11

1. La estructura de Z, cuando n es una potencia
de un primo impar

Teorema 1.1 Sin = p* con p un primo impar y k > 1, Z, es ciclico. Es decir:
existe una raiz primitiva mddulo p*. Probaremos esto en dos etapas:

i) Si g es una raiz primitiva mdédulo p tal que g #1 (méd p — 1), en-
tonces g es también una raiz primitiv médulo p* para todo k > 1.

ii) Siempre existe una raiz primitiva mdédulo p tal que g°P~1 Z1 (méd p?).

Prueba: Ver Apostol, teorema 10.6.

Observacion: Como veremos la proxima clase, este teorema no es cierto si
p=2yk>3.

2. Caracteres de grupos abelianos finitos

En esta seccion, introduciremos una construccién de teoria de grupos que
nos serd de utilidad para demostrar el teorema de Dirichlet sobre la infinitud de
los primos en las progresiones aritméticas.

Recordamos que dados dos grupos, G y H un (homo)-morfismo de grupos
es una funcién f: G — H, que respeta la estructura de grupo: es decir tal que:

flg1-92) = f(g1) - f(g2) V91,92 € G

El conjunto de (homo)morfismos de G en H se denota Hom(G, H). Si H es
un grupo abeliano entonces Hom es asimismo un grupo abeliano con la operacién
de producto punto a punto:

(f1- f2)(9) = f1(9) - f2(9)

Recordamos también que S' = {z € C : |2| = 1} es un grupo abeliano con el
producto de niimeros complejos como operacién.



Definicién 2.1 Sea (G,-) un grupo abeliano finito, definimos el grupo dual de
G, o grupo de los caracteres sobre G, notado G, por

G= Hom(G, S*) = {f :G — S': f es un (homo)morfismo de grupos}

Observacion: Sea f € G. Si g es un elemento de orden d en G, serd g¢ = e
siendo e el neutro de G, y como f(e) = 1, debe ser f(g)% = 1 Por lo tanto, la
imagen de un elemento de orden d debe ser una réiz d-ésima de la unidad. En
particular si G tiene orden N, la imagen de f serd un subgrupo de las raices
N-ésimas de la unidad.

Ejemplo: Si G = (Z,,+), un morfismo de grupos f : Z, — S! queda
determinado por su valor en 1, que es un generador de Z,. Por la observacién
anterior, f(1) debe ser una raiz n-ésima de la unidad: Si

f(T) — eQwik/n

entonces 4
f(m) _ f(T)m — ekam/n

Tenemos pues exactamente n morfismos en Z\n, dados por
folmm) = FA)™ = 2T (0 < k< n—1)

y es facil comprobar que la aplicacién k — fj es un isomorfismo de grupos entre
L y L.

Es usual utilizar la letra x para los caracteres. Observamos que G tiene un
elemento neutro que es el caracter x; dado por:

xig) =1vged@
X1 se denomina el caracter principal o, caracter trivial.

Proposicion 2.1 Si G es un grupo abeliano finito de orden N y x € G es un

caracter, entonces
N st x=x1
> x(9) = { :
0
gec siXF X1

Prueba: Si x = x; el resultado es trivial. Si x # xi1, sea g1 € G tal que
X(g1) # 1. Cuando g recorre G, g1 - g también recorre G (pues G es un grupo).

En consecuencia:
> x(gi-9) = x9)
geG geG

Dado que x es un morfismo de grupos, deducimos que:

X(91) > x(9) =D x(9)

geG geG



y como x1(g) # 1, la suma del enunciado debe dar cero. O

Sea V. = {f : G — C"} entonces V es un espacio vectorial sobre C de
dimensiéon N, donde N es el orden de G, y los caracteres pueden pensarse como
elementos de este espacio vectorial.

En V definimos un producto interno de la siguiente manera:

(f1,f2) = Zf1 falg) (fr,f2€V)

gGG

El resultado anterior tiene entonces la siguiente consecuencia importante:

Proposicion 2.2 (Relaciones de ortogonalidad entre los caracteres) Si
Xi,Xj € G son dos caracteres, entonces

1 s i = X5
<Xian>:{0 L XX

siXi # Xj
Prueba:
(Xi> X;) Z xi(g

gGG

Pero x;(9) = x;(9) " = x; ' (9), luego:
1 _
(Xis x5) = N Z(Xi "X Y9)
geG

y €omo x = x; -Xj_l es un caracter, y x = x1 si y solo si x; = x;, el resultado
se deduce de la proposicién anterior. O

Proposicion 2.3 Si G es un grupo abeliano finito, G es isomorfo a G (aunque
no existe un isomorfismo candnicamente definido entre ellos). En particular, el
orden (=nimero de elementos) de G coincide con el de G.

Prueba: Por el teorema de estructura (de algebra IT), todo grupo abeliano finito
es isomorfo al producto directo de ciertos grupos ciclicos, digamos que:

GZZhXZkzX...Xij

Pero el “functor Hom” tiene la siguiente propiedad distributiva con respecto al
producto directo (en la primer variable):

Hom(G; x Go, H) = Hom(G1, H) x Hom(G3, H)
Luego,
G = Hom(G, §%) ~ Hom(Zy,, ') x Hom(Zy,, S*) x ... x Hom(Zy,, S*)
~ Ly X Ly X ... X Ly, =G



Corolario 2.1 Si G es un grupo abeliano de orden N, los elementos de G =
{x1,x2y -+, XN} forman una base ortonormal del espacio V.

Prueba: Como son ortogonales, son linealmente independientes, y como la di-
mensién de V' que es N coincide con el nimero de elementos de G, son una base.
Entonces por la proposicién anterior, son una base ortonormal. O

Se sigue que si f € V, admite el desarollo

N

f= ZCka donde ¢ = (f,xx) = % Z f(9)Xkg

k=1 geG

Ejemplo: Si G = Z,, los elementos de V' pueden identificarse natualmente
con las funciones aritméticas f : Z — C periodicas con periodo n (Esto es: tales
que f(k1) = f(ke) si k1 = ko (méd n)).

Este resultado dice entonces que cualquier funcién aritmética periodica con
periodo n admite el desarrollo (finito) de Fourier:

n

f(m) = che%'ikm/n donde ¢ = Z F(m)e2mikm/n

k=1 m=1

S|

Esto muestra que la teoria de los caracteres puede pensarse como una version
abstracta del analisis de Fourier en grupos abelianos finitos'

Otro ejemplo:los Caracteres de Dirichlet

El ejemplo més importante para nosotros sera cuando G = (Z;,.). Los ele-
mentos del grupo dual Zi se llaman caracteres de Dirichlet. Un elemento x
de este grupo puede identificarse (y asi lo haremos) con la funcién aritmética
periodica con periodo n definida por:

_ [ x(k) st (kn)=1
X(k)_{x 0 ii (k,n) # 1

Por el teorema anterior existen exactamente ¢(n) caracteres de Dirichlet
modulo n, y forman una base ortonormal del espacio de las funciones aritméticas
periodicas de periodo n que se anulan en los enteros que no son coprimos con 7.

Dirichlet utilizo estas funciones en la prueba de su teorema sobre la infinitud
de los primos en progresiones aritméticas.

Cuando n es de la forma p* con p primo impar (o si p =2 pero k =1 0 2),
sabemos que Zj, es ciclico. En este caso podemos dar la siguiente descripcién

IExiste una versién més general de esta teoria en grupos topologicos abelianos localmente
compactos (donde las sumas finitas deben reemplazarse por integrales respecto a una medida
invariante por la acciéon del grupo: la medida de Haar) , que permite unificar en un sélo marco
abstracto la teoria de las series y transformadas (integrales) de Fourier.



mas explicita de estos caracteres: sea g una raiz primitiva médulo n, entonces
la férmula _
u(@™) = 2N con N = p(n) y0< k < N

define los ¢(n) caracteres de Dirichlet modulo n.



