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Lista de ejercicios nimero 1 (Marzo de 2011)

EspPACIOS DE SOBOLEV

1. Espacios de Sobolev en dimensiéon n = 1 Sean I = (a,b) un intervalo de la recta
yl<p<oo,

i)

ii)

iii)

Probar que si u € W1P(I) entonces u coincide en casi todo punto con una
funcién absolutamente continua y que u’ (que existe en sentido clasico en c.t.p.)
coincide con la derivada débil en c.t.p.

Muestre que si u € W1P(0, 1), entonces se tiene la estimacién

o)~ at)l < oyl ([ rar)”,

para casi todo z,y € [0, 1], donde o = 1— 1%, de modo que se tiene una inmersion
whe(1) c Co(I).

Deducir que se tiene una inmersién compacta W1? c C(I). [La compacidad de
la inmersion significa que si (u,) es una sucesion acotada en W1HP(I), existe una
subsucesion (uy, ) convergente en C'(I)]

2. Muestre que X g, (0)(*) no esta en WLP(R™), 1 < p < co. M4s atn, muestre que dicha
funcién no tiene derivada débil (en L}, .(R™)).

3. a)
b)

;Para qué valores de o > 0 vale que u(x) := |z|~® pertenece a WP (B1(0))?

Para n > p, construya una funcién de WP(Bj(0)) que no es acotada en ningiin
subconjunto abierto de By (0).

4. Sea U C R™ un abierto. Pruebe que Wk’p(U) es un espacio de Banach, y que si
p < 0o es separable.

5. i)
ii)

Muestre que C(0,1) no es denso en W1P(0,1).
Sea U = {(x,y) € R?: 0 < |z| < 1,0 <y < 1} y consideramos

u(z, y) = 1 si >0
=10 s 2<0

Probar que u € W'P(U) pero que sin embargo u no puede aproximarse en la
norma de dicho espacio por funciones en C'!(U). ;Porqué no se aplica el teorema,
de densidad visto en clase?



10.

11.

12.

Pruebe la siguiente formula (utilizada en la prueba del teorema de aproximacion
local):

D%u® = p. x D%,
donde u € WFP(U), |a| < k, pe(x) = e "p(x/e) y p € CZ(RM).

Mostrar que el teorema de extension visto en clase para W1P(U) provee un operador
de extension para W2P(U) también, si OU € C2.

Sea F : R — R de clase C! con F’ acotada. Sean U C R”™ abierto acotado y
u € WHP(U) con 1 < p < co. Pruebe que

F(u) e W'YP(U) vy  F(u)g, = F'(Wug, (i=1,...,n).

Sean 1 < p < ooy U CR" un abierto acotado.

a) Pruebe que si u € W1P(U), entonces |u| € WHP(U).
b) Pruebe que si u € WP(U), entonces ut,u= € WhP(U) y

Dut Du en c.t.p. donde{u > 0} Du- 0  en c.t.p. donde {u < 0}
ut = , U = .
0  enc.t.p. donde {u <0} Du en c.t.p. donde {u > 0}

¢) Pruebe que si u € W1P(U), entonces Du = 0 en c.t.p. donde {u = 0}.

Pruebe la siguiente desigualdad de interpolacic’)n'

/|Du\2d93<C'</u dx /D2u|2dx ,

para toda u € H2(U) N H}(U) con C independiente de w.

Muestre que si U C R™ es un abierto conexo y u € WHP(U) verifica que Du = 0
c.t.p. U, entonces u es constante c.t.p. U.

Pruebe la siguiente desigualdad de Poincaré:
lu = (WullLew) < CllDull e

para toda u € WIP(U), 1 < p < oo, donde U C R" es ablerto, acotado con frontera
de clase C1, C = C(n,p,U) y
Wo = [ wd
wy = — [ udz
Ul Ju

es el promedio de u sobre U.




13. En el intervalo I = (0,27) consideramos los espacios de Sobolev fraccionarios defi-
nidos por medio de series de Fourier para s € R>q del siguiente modo: si u € L?
consideramos su serie de Fourier

u = § Cne'LTLI

nez

siendo
1 27

Cn u(z)e™ " da

(la serie converge en L?(I)), y definimos el espacio H*(I) por

H*(I) = {u € L2(1) - ) (1 +[n))*eal? < +oo}

nez
con la norma
1/2
1wl s = {Z(l + |n|)28|0n|2}
neZ

a) Probar que H*(I) es un espacio de Hilbert (definiendo para ello, un producto
interno adecuado).

b) Probar que si s € Ng, H*(I) coincide con W*2(I).

¢) Probar que si s > 1/2 se tiene la inmersion
H*(I) c C(I)

y que dicha inmersién es compacta.




