Notas de Probabilidad y Estadistica

Por Pablo De Napoli

Version 2024.2.0
Departamento de Matematica - FCEyN
Universidad de Buenos Aires

Nota: No es una publicacion oficial del Departamento de Matematica.



Proélogo a la version 2024:

Las presentes Notas de Probabilidad y Estadistica (para matematicos) las he ido escri-
biendo a lo largo de las diferentes cursadas en las que estuve como profesor en esta materia
(2006, 2010, 2016, 2021 y 2022).

Su objetivo es ser una ayuda para facilitar el seguimiento y la comprensién de las clases
tedricas, y también que los estudiantes interesados puedan profundizar en algunos temas
(que en muchos casos estan desarrollados con més extension que en las clases tedricas).

El contendio del curso ha ido evolucionando a lo largo del tiempo, entre otras cosas para
adaptarse a los cambios en las materias anteriores. Es probable por ello que en la cursada
2024 no siga exactamente el mismo enfoque en algunas partes, aunque este material va a
seguir sirviendo como referencia.

Consideraciones sobre el enfoque elegido

Una seria dificultad que se presenta en esta asignatura es que el desarrollo riguroso de la
teoria de probabilidades esta indisolublemente ligado a la teoria de la medida (Integral de
Lebesgue). Este teoria se desarrolla en la asignatura Andlisis Real / Medida y probabilidad.
Pero el Departamento de Matematica ha decidido (ya hace anos) que la presente asignatura
esté antes en el régimen de correlatividades (decisién que personalmente no comparto).
Por lo que en el momento de cursarla, los estudiantes de matematica no conocen esta
herramienta.

Teniendo en cuenta esta dificultad, en esta versién del curso he seguido el siguiente
enfoque:

= En el capitulo 3 se presentan primero los conceptos fundamentales de la materia en
el contexto de variables aleatorias discretas. En dicho contexto, se opera con sumas
finitas o infinitas (series), por lo que las demostraciones no presentan dificultades
técnicas.
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= Posteriormente, en el capitulo , se generalizan estos conceptos al caso de variables
aleatorias continuas, pero por lo general se omiten las demostraciones (que muchas
veces presentan dificultades técnicas faciles de resolver si uno conoce la teoria de la
integral de Lebesgue).

Si bien estos casos son suficientes para la mayoria de las aplicaciones, y son las que se
emplean en los cursos que estan dirigidos a otras carreras, el desarrollo de la teoria general
requiere ciertamente dar una definicién general de la esperanza matematica de una variable
aleatoria.

Existen dos maneras diferentes de hacer esto en la literatura (que resultan en cierto
sentido equivalentes).

» Utilizando la integral de Stieltjes. Esta es la formulacién tradicional, que utilizamos
en las versiones previas de estas notas.

La integral de Stieltjes es una generalizacion de la integral de Riemann que permite
escribir la esperanza de una variable aleatoria en términos de su funcién de distribu-
cién acumulada.

s Utilizando la integral de Lebesgue.

Teniendo en cuenta ahora se incorporaron los estudiantes de la carrera de Licenciatura
en ciencias de datos que ya vieron la integral de Lebesgue en el curso de Andlisis Avanzado,
resulta mas natural este segundo enfoque. Ya que como hemos dicho, los estudiantes de
la carrera de matematica veran este tema en los cursos de Andlisis Real, Mientras que la
integral de Stieltjes no se desarrolla ya en los cursos de Taller de Cdlculo Avanzado.

Por consiguiente, en el capitulo 7 presentaremos un resumen de la teoria de la integral
de Lebesgue, y veremos como esta teoria permite definir el concepto de esperanza de una
variable aleatoria en general.

Se aclara que el material de los apéndices no forma parte del contenido del curso, y no
se toma en los examenes finales.
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Capitulo 1

El Espacio Muestral

1.1. Experimentos Aleatorios

La teoria de probabilidades trata con experimentos aleatorios, es decir con experimentos
cuyo resultado no resulta posible prever de antemano. Denominamos espacio muestral
al conjunto de los posibles resultados de un experimento aleatorio, y lo simbolizamos con
la letra Q.

Histoéricamente, la teoria de probabilidades se desarrollé para estudiar los juegos de azar,
pero posteriormente encontré otras innumerables aplicaciones. En estos casos el espacio
muestral es usualmente finito:

Ejemplos de experimentos aleatorios:

Se arroja una moneda. Hay dos resultados posibles:

Q = {cara, ceca}

= Se arroja un dado. Hay seis resultados posibles:

Q={1,2,3,4,5,6}

Sin embargo, en otras aplicaciones del calculo de probabilidades, aparecen espacios
muestrales de naturaleza mas compleja. Veamos algunos ejemplos:

= Se elije un individuo al azar de una poblacién humana y se mide su altura. El resultado
es un numero real positivo (dentro de un cierto rango). Podemos por lo tanto pensar
que el espacio muestral €2 es un intervalo de la recta real.

= Se observa la trayectoria de una particula que se mueve sobre la superficie de un
liquido siguiendo una trayectoria de apariencia cadtica durante un cierto intervalo

11
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de tiempo [0,7] (movimiento Browniano). En este caso, cada posible resultado del
experimento es una curva continua. Por ello el espacio muestral podria tomarse como
el espacio de funciones continuas C([0, 7], R?).

Un evento o suceso es algo que puede ocurrir o no ocurrir en cada realizacion del
experimento aleatorio. Los eventos corresponden a subconjuntos del espacio muestral. Por
ejemplo: si el experimento consiste en arrojar un dado, el evento “sale un niimero par” esta
representado por el subconjunto A = {2,4,6} del espacio muestral.

Las operaciones booleanas con los conjuntos tienen una interpretacion natural en este
contexto. Recordamos cudles son estas operaciones y su significado:

s La interseccién A N B representa el evento que ocurre si ocurre A y también B.

» La unién AU B representa el evento que ocurre si ocurre A o ocurre B (pero pueden

ocurrir ambos simultdneamente, es un “o” no exclusivo).

s El complemento A¢ de un evento, representa el evento que ocurre si no ocurre A.

= La diferencia de conjuntos A — B = AN B¢ representa el evento que ocurre si ocurre
A pero no ocurre B.

s La diferencia simétrica AAB representa el evento que ocurre si ocurre A o ocurre B

pero no ocurren ambos simultdneamente (Es un “o0” exclusivo). Recordamos que:

AAB = (AUB) — (ANB) = (A— B)U (B — A)

También notamos que la condicién de que dos eventos A y B sean disjuntos (ANB = ()
significa que ambos eventos no pueden ocurrir simultdneamente.

1.2. La definicion clasica de Laplace

La idea bésica del calculo de probabilidades serd asignar a cada evento A C €2, un
nimero real entre 0 y 1 que llamaremos su probabilidad y simbolizaremos por P(A). Este
numero medird qué tan probable es que ocurra el evento A.

El matematico francés Pierre-Simon Laplace (1749-1827) propuso la siguiente definicién
del concepto de probabilidad: consideremos un experimento aleatorio que tiene un niimero
finito de resultados posibles

Q: {wl,wg,...,wn}

y supongamos que dichos resultados son equiprobables (es decir que consideramos que
cada uno de ellos tiene las mismas chances de ocurrir o no que los demds), entonces la
probabilidad de un evento A C €2 se define por
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casos favorables  #(A)
casos posibles — #(0)
Por ejemplo, supongamos que nos preguntamos jcual es la probabilidad de obtener un

nimero par al arrojar un dado?. En este caso hay 6 casos posibles, que corresponden a los
elementos del espacio muestral

P(A) =

Q=1{1,2,3,4,5,6}

y 3 casos favorable, que corresponden a los elementos del evento

A=1{24,6}

Si suponemos que el dado no esté cargado (de modo que asumimos que los seis resultados
posibles del experimento son equiprobables), entonces

P =5=3

., Cudl es el significado intuitivo de esta probabilidad?. Intuitivamente, esperamos que
si repetimos el experimento muchas veces, observemos que aproximadamente la mitad de
las veces sale un nimero par (y la otra mitad de las veces sale un nimero impar).

Notemos algunas propiedades de la nocién de probabilidad, introducida por la definicién
de Laplace:

1. La probabilidad de un evento es un ntimero real entre 0 y 1.

0< P(A) <1

2. La probabilidad de un evento imposible es 0:

P@)=0

mientras que la probabilidad de un evento que ocurre siempre es 1:

P(Q) =1

Por ejemplo; al tirar un dado, la probabilidad de sacar un 7 es cero mientras que la
probabilidad de sacar un niimero menor que 10 es uno (Los eventos imposibles corres-
ponden como conjuntos al conjunto vacio, y los que ocurren siempre corresponden a
todo el espacio muestral € ).

Notemos que para el concepto de probabilidad introducido por la definicién clasica
de Laplace, es cierta la reciproca de esta afirmacién: si P(A) = 0, el suceso A es
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imposible, mientras que si P(A) = 1 el suceso ocurre siempre. Sin embargo, esto no
serd cierto para otras extensiones del concepto de probabilidad que introduciremos
més adelante.

3. Si Ay B son dos eventos que no pueden ocurrir simultidneamente, entonces la pro-
babilidad de que ocurra A u ocurra B (lo que corresponde como conjunto a AU B),
es cero

ANB=0= P(AUB) = P(A) + P(B)

Observacién 1.2.1

Notemos que el aparente azar en este ejemplo del dado, se debe en realidad a nuestra
ignorancia. Porque la mecdnica cldsica (Newtoniana) nos dice que el movimiento del dado
es en realidad un proceso completamente deterministico (no aleatorio). Y si conociéramos
la posicion y velocidad iniciales y las fuerzas que actian, podriamos calcular (en principio)
en forma eracta, como se va a mover el dado.

Un tipo diferente de azar, mucho mds fundamental, aparece en la mecdnica cudntica, una
de las teorias fundamentales de la fisica moderna. FEsta teoria postula que el azar es un
componente esencial e irreductible de la naturaleza a nivel microscépico. Asi por ejemplo,
no podemos predecir con exactitud donde vamos a encontrar un electron, sino solamente
calcular la probabilidad de que el electron esté en una cierta region del espacio.

El uso de la definicién de Laplace en ejemplos concretos requiere frecuentemente contar
los elementos de un conjunto. Para ello son fundamentales las nociones de combinatoria que
se ven en la materia Algebra I. Pueden encontrar un resumen en el apéndice A. También
pueden consultar [Wil04].

1.3. La interpretacion frecuencial de la probabilidad

Supongamos que tenemos un evento A en un espacio muestral €2 y que tiene una cierta
probabilidad p = P(A).

Repetimos nuestro experimento aleatorio muchas veces, y designamos por f, a la fre-
cuencia relativa de éxitos en las primeras n realizaciones de nuestro experimento. Es decir:

nimero de éxitos en las primeras n repeticiones

fn:

Intuitivamente, esperamos que f,, aproxime a la probabilidad P(A) cuando n es grande.
Matematicamente nos gustaria poder decir que

n

fn — p cuando n — oo (1.1)
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en algin sentido.

Este enunciado se conoce como ley de los grandes ntimeros y toda la teoria del
célculo de probabilidades surgi6 del intento de formalizarlo como un teorema matematico
(como veremos més adelante).

Observacion 1.3.1 (experimentos compuestos) Supongamos que tenemos dos experimen-
tos aleatorios, a los que corresponden los espacios muestrales 1 y Qo. ;Qué espacio mues-
tral corresponderd al erperimento compuesto donde realizamos primero un experimento y
después el otro?. Serd el producto cartesiano

Ql X QQ = {(wl,wg) Twy € Ql,LUQ S QQ}

donde wi corresponderd al resultado del primer experimento y wo al del seqgundo.

Veamos un ejemplo: Supongamos que tenemos una moneda equilibrada y la arrojamos
n veces en forma sucesiva. Podemos asociarle a este experimento el espacio muestral

Qp = {(wi,wa,...,wn)}
donde

(1.2)

0 sien la i-ésima tirada de la modena sale ceca
w; = . C .
¢ 1 sien la i-ésima tirada de la modena sale cara

Como €2 tiene 2" elementos que consideramos equiprobables, de acuerdo con la deficién
de Laplace

P({)) =

Sea S, el nimero de veces en que sale cara en n tiradas de la moneda. S,, es nuestro
primer ejemplo de una variable aleatoria, esto es: un nimero que depende del resultado
de un experimento aleatorio. Matematicamente, S,, es una funciéon S, : Q2 — Ny, dada por

Sp(w) =w1 +wa+...+wp

Nos podemos preguntar jcudl es la probabilidad de que 5, tome un determinado valor
k7?7 Notamos que que para que S, = k debemos elegir k£ lugares wy entre los n donde
pondremos un 1, y en los restantes n — k lugares pondremos un cero. Luego, de acuerdo a
la definicién de Laplace:

P{S, =k} = (fn)

Este es un ejemplo de cémo especificar la distribucién de probabilidades de la
variable S,,. Volveremos sobre estos conceptos mas adelante, en el siguiente capitulo.
Sea fp, = % la frecuencia relativa de caras. Entonces, esperamos que en algin sentido

Sh 1

_)
n 2
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1.4. Definicién axiomatica de la probabilidad (provisional)

La definicion clasica de Laplace, aunque tiene un claro significado intuitivo presen-
ta algunas limitaciones. En primer lugar, su aplicaciéon estd limitada a problemas donde
el espacio muestral es finito. Sin embargo como hemos mencionado al comienzo, en mu-
chas aplicaciones importantes del calculo de probabilidades, nos encontramos con espacios
muestrales que no lo son.

Por otra parte, la definicién clasica de Laplace hace la suposicién de que los posibles
resultados del experimento aleatorio (los puntos del espacio muestral) son equiprobables,
pero es facil imaginar experimentos en los que esta suposicién no se verifica, por ejemplo
si arrojamos un dado que no esté equilibrado (“estd cargado”).

Por los motivos expresados, serd conveniente generalizar la nocién de probabilidad. Por
ello, introduciremos la siguiente definicién axiomatica (provisional).

Definicion 1.4.1 Sea Q un espacio muestral, por una probabilidad definida en €} enten-
deremos una funcién P que a cada parte de 2 (evento) le asigna un nimero real de modo
que se cumplen las propiedades enunciadas en la seccion anterior:

1. La probabilidad de un evento A es un numero real entre 0 y 1:

0<P(A) <1

2. La probabilidad del evento imposible es 0:

3. La probabilidad es finitamente aditiva:

ANB=0= P(AUB)=P(A)+ P(B)

Maés adelante, nos veremos obligados a modificar esta definicién, ya que en muchos
ejemplos no es posible asignar probabilidades a todas las posibles partes de Q (por lo que
deberemos restringir la nocién de evento).

Veamos algunos ejemplos:

Supongamos que tenemos un espacio muestral finito

Q={wi,wa,...,wp}
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pero que no queremos asumir que los posibles resultados de nuestro experimento aleatorio
son equiprobables. Entonces supondremos que cada uno de ellos tiene una probabilidad
;i € [O, 1]:
P({wi}) = pi
Entonces dado un evento A C €2, le asignamos la probabilidad
P(A) = Z pi
w; EA

Si suponemos que
n
> pi=1
i=1

entonces la probabilidad asi definida, verifica los axiomas de nuestra definicién axiomatica
de probabilidad.

Notemos que en particular, si los resultados r; (1 <1 < n) son equiprobables:

Pr=DpP2=...=DPn
entonces p; = % para todo ¢, y recuperamos la definicion clasica de Laplace:

#(A)

n

P(A) =

El ejemplo anterior, ficilmente puede generalizarse al caso de un espacio muestral nu-
merable
Q={wi,wa,...,Wn,...}

Nuevamente supongamos que a cada resultado w; (con i € N) le hemos asignado una
probabilidad p; € [0, 1], de modo que

o0
sz' =1
i—1

entonces si definimos
P(A) =Y pi
Wi EA
obtenemos una probabilidad definida en 2.

Es importante notar, que para esta nueva nocién de probabilidad que hemos definido
ya no se verifica en general que P(A) = 0 implique que A sea un evento imposible, o que
si P(A) = 1 entonces A es un evento que ocurre siempre (porque algunos p; podrian ser
cero).

Veamos algunas consecuencias de estas definiciones:
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Proposicion 1.4.2 Si A y B son dos eventos y A C B entonces
P(B—-A)=P(B)— P(A).
En particular, la probabilidad es creciente:
AC B= P(A) < P(B)
Prueba: Como A C B,
B =AU (B — A) unién disjunta

luego
° P(B)=P(A)+ P(B—A)

de donde, despejando P(B — A) obtenemos el resultado. O
En particular, elijiendo B = ) obtenemos

Corolario 1.4.3 Si A es un evento y A° = Q — A su complemento, entonces
P(A°) =1-P(4)
Proposiciéon 1.4.4 Si A y B son dos eventos, entonces
P(AUB)=P(A)+ P(B)—- P(ANB)
En particular, la probabilidad es subaditiva:
P(AUB) < P(A)+ P(B)

Prueba:

AUB=(A-—ANB)U(ANB)U(B— AN B) (unién disjunta)
luego

P(AUB)=P(A-ANB)+P(ANB)+ P(B—ANDB)

= [P(A) — P(ANB)] + P(BN B) + [P(B) — P(AN B)]
— P(A) + P(B) — P(AN B)

O

Ejemplo 1.4.5 Supongamos que arrojamos dos dados y queremos calcular la probabilidad
de que nos salga al menos un 6. Consideramos A =“sale un 6 al arrojar el primer dado””
y B =“sale un 6 al arrojar el sequndo dado " °. Entonces la probabilidad buscada es

1 1 1 11
P(AUB) = P(4) + P(B) = P(ANB) = ¢ + ¢ = 3¢ = 5 = 0.30555.. ..
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Este resultado se puede generalizar para una uniéon de n eventos:

Proposicién 1.4.6 (Férmula de inclusiones y exclusiones) Sean A, As, ... A, even-
tos. Entonces

P(AjUAU...UA,) = Zn:(—l)k“ {Z P(A;, NAy,N...N Aik)}
k=1

donde para cada k, la sequnda suma recorre las (Z) formas de elegir k conjuntos entre los

(As).
Observacion: Hay entonces

£+

k=1

términos en total en la suma del segundo miembro.

La demostracion se hace por inducciéon en n. Del mismo modo tenemos:

Proposicién 1.4.7 (Subaditividad Finita) Sean A1, As,... A, eventos, entonces:
n n
P (U Ak> < ZP(Ak)
k=1 k=1

1.5. El marco de Kolmogorov

1.5.1. Tirando infinitas veces la moneda

La interpretacion frecuencial de la probabilidad (1.1) nos lleva naturalmente a consi-
derar la posibilidad de repetir un experimento aleatorio infinitas veces. Aunque esto no es
posible en la practica, es un problema con sentido mateméatico. Podemos considerarlo como
un ezxperimento mental.

Por ejemplo, supongamos que arrojamos una moneda equilibrada infinitas veces. ;Cual
seria el espacio muestral para este experimento? ;y cémo podriamos asignarle probabilida-
des a los eventos asociados con é1?

El espacio muestral podemos pensarlo como las sucesiones infinitas de ceros y unos
(indexadas por los niimeros natuales).

Qoo = {w = (w1, w2, ... ,wi,...)}

donde w; se determina por (1.2). Notemos que ahora este espacio muestral es infinito
(de hecho, tiene la cardinalidad del continuo), por lo que la definicién de Laplace ya no nos
sirve para asignar probabilidades en él.



Notas de Probabilidad y Estadistica - ©2006-2024 Pablo L. De Napoli 20

Aunque todavia no sabemos como asignar las probabilidades, en algunos casos resulta
intuitivo cémo hacerlo.

= Supongamos que elegimos indices i1, 9, ..., %, y nos preguntamos cual es la probabi-
lidad que le asignariamos al evento:

A={w€ Qs 1 w;, =rpparak=1,2,...,n} (1.3)

donde 71,79, ..., 7, € {0, 1} son valores dados. Este evento depende sélo de un niimero
finito de tiradas de la moneda. Entonces de acuerdo con la definicién de Laplace,
esperariamos que:

1

P(4) = 5

Por ejemplo, la probabilidad de obtener todas caras en las primeras n tiradas de la
moneda seria 2% Estos eventos podriamos llamarlos eventos elementales.

» Ahora consideremos la siguiente pregunta ;Cudl es la probabilidad de que se obtenga
siempre cara al tirar la moneda infinitas veces 7 Llamemos A a este evento. Notemos

A:ﬂAn

neN

que

donde A, es el evento que corresponde a obtener siempre cara en las n primeras
tiradas de la moneda. Notemos que A, es un evento elemental con probabilidad 2%
y que A C A,, para todo n.

Si la asignaciéon de probabilidades va a ser monotona, esperariamos que P(A) <
P(A,,) para todo n, por lo que P(A) = 0. Notemos que vemos que entonces, cuando
el espacio muestral sea infinito pueden aparecer eventos de probabilidad cero que no
son imposibles.

= Una pregunta relacionada seria, ;cudl es la probabilidad de alguna vez obtener una
cara? Llamemos B a este evento. Ahora

B:UBn

neN

donde B, es el evento que corresponde a obtener alguna vez cara en los primeros n

ensayos. Ahora
1
P(By)=1-P(B) =1~ 5
porque P(B¢) es la probabilidad de obtener siempre ceca en los primeros n ensayos.
De nuevo, si la probabilidad se va asignar de manera mondtona esperariamos que:

P(B) > P(B,,) para todon € N
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y por lo tanto P(B) = 1.

Estos ejemplos muestran la necesidad de realizar operaciones de unién e intersec-
cién de familias numerables de eventos. Un ejemplo més complicado de esto aparece
cuando intentamos formular rigurosamente la ley de los grandes ntimeros:

» Una pregunta mas dificil seria: Llammos f, = f,(w) a la frecuencia de caras en los
primeros n ensayos. ;Cudl es la probabilidad de que f,, tienda a 1/27

Notemos que

fn — 1/2 < para todo € > 0 existe ng tal que sin > ng |f, —1/2| <e

y podemos tomar ¢ de la forma 1/k. Por lo que responder esta pregunta equivale a
asignarle probabilidad al evento

c=NU N {inw-172<}

keNnoeNn>ng
Ahora ya no es tan claro cémo calcular P(C).

Ademas surge otra pregunta: ;Como sabemos que estamos asignando probabilidades a
los eventos de una manera consistente, de modo que no vamos a caer en contradicciones?

1.5.2. Eligierndo un nimero al azar en el intervalo unitario

Ahora vamos a pensar un problema relacionado, que nos permitird pensar esto de otra
manera. Para esto hagamosnos la siguiente pregunta ;jcémo podriamos elegir un niimero
real al azar en el intervalo [0,1]?

Nuestra construccién se basa en el
Teorema 1.5.1 (Principio de encaje de intervalos) Sea
IhyoLDLD>...DI;D..

una sucesion infinita decreciente de intervalos cerrados en la recta real R tal que |I;;| — 0
(donde |Iy| denota la longitud del intervalo Iy, ). Entonces existe un dnico nimero real x

tal que
x € m I
keNy

Este principio es una de las formas de formular la completitud de los ntimeros reales.
Una manera natural de hacerlo es la siguiente: volvamos al experimento de arrojar infi-
nitas veces la moneda que modelamos mediante el espacio muestral 2°° de las sucesiones
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de ceros y unos. Y supongamos que tenemos una realizacién w € 2°° de este experimento
que corresponde a una sucesion infinita de ceros y unos.

Le asociaremos un punto X (w) € [0,1] mediante un proceso infinito consistente en
construir un encaje de intervalos cerrados

Iy=[0,1]>DLH DIaD>...0IyD..

En cada paso, para construir I subdividimos I;_; en mitades iguales, y elegimos I} como
la mitad de la izquierda si wy = 0 (sale ceca), o la de la derecha wy = 1 (sale cara) en la
k-ésima realizacién del experimento.

Por el principio de encaje de intervalos existe un tinico ntimero real
Xw)e () Ik
keNp

Asi pues: a cada realizaciéon de nuestro experimento aleatorio le corresponde un niimero
real. | X : Qs — [0, 1] es otro ejemplo de una variable aleatorial!

w=(0,0,1,0,1,1,1,0, 1, 1...)

X()

Figura 1.1: La eleccién de un niimero real (con distribucién uniforme) a partir de las tiradas
de una moneda

~—

Alternativamente, podemos describir a X (w) por su desarrollo binario, esto es en base

NE
[ &

X(w) =

T
I
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Es decir: los wy son los digitos del desarollo de X (w) en base 2.

Vemos entonces que el problema de tirar infinitas veces la moneda es conceptualmente
equivalente al de elegir un niimero real al azar en el intervalo [0, 1]. Mas especificamente,
hemos definido una funcién X :  — [0,1] que nos permite mandar eventos A C Qs en
subconjuntos X (A) C [0, 1].

Esta construccion es interesante, porque relaciona el problema de asignar probabilidades
con el problema de asignar medida a los subconjuntos del intervalo [0, 1].

Mas especificamente, si A es uno de los eventos elementales de 2o, dados por (1.3), X (A)
serd un subconjunto formado por una union de un niimero finito de intervalos cerrados con
interiores disjuntos, y tendremos que

P(A) = m(X(4)) (14)

donde m(X (A)) representa la medida (longitud) del conjunto X (A) [dada por la suma de
las medidas de los intervalos que lo forman].

Asi que vemos que el problema de asignar probabilidades a los subconjuntos de 24
resulta equivalente al problema de asignar medida los subconjutnos del intervalo [0, 1].

Esta manera de elegir un nimero al azar en [0,1], no es la tnica posible. Se llama
la distribucién uniforme dado que la probabilidad de que X (w) caiga en un intervalo
(diddico) s6lo depende de la longitud de este intervalo y no de donde esté localizado este
intervalo dentro del [0, 1].

1.5.3. La medida de Lebesgue

Sin embargo, surge una dificultad: Se demuestra en analisis real que no es posible definir
una medida (probabilidad) o-aditiva, que esté definida para todos los posibles subconjuntos
del intervalo [0, 1] de modo que m(I) consida con la medida elemental |I| = b—a para cada
subintervalo I = [a,b] C [0, 1].

Lebesgue propuso la siguiente solucién a este problema: restringir la clase de los con-
juntos a los que asignaremos medida (probabilidad) a lo que se llama una o-algebra.

Definicién 1.5.2 Sea Q un conjunto (espacio muestral). Una o-dlgebra € de partes de €2,
es una coleccion de partes de ) con las siguientes propiedades:

1. De&.
2. Si A estd en &£, entonces su complemento A°=Q — A€ €.

3. Si (An)nen es una familia numerable de conjuntos de £ entonces |,y An € E.
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Obviamente, el conjunto de todas las partes de 2, P(£2) es una o-algebra, pero existen
o-algebras méas pequenas.

Ejemplo: Si 2 es un conjunto no numerable, por ejemplo 2 = R entonces
E={ACQ:Aesnumerable o A° es numerable}

es una o-algebra mas pequena que P().

Algunas observaciones importantes:
Si € es una o-algebra de partes de €2, entonces

1. Qef.

2. Si (An)nen es una familia numerable de subconjuntos de € entonces (), .y An € &.
Prueba: por la férmula de De Morgan

N (U )
neN neN

3. SiA,B €& entonces A— B € €.

Definicion 1.5.3 Observemos que la interseccion de una familia cualquiera de o-dlgebras
de partes de §, también es una o-dlgebra. Deducimos que para cualquier C C P(2), existe
una menor o-dlgebra o(C) que la contiene. Dicha o-dlgebra se denomina la o-dlgebra generada por A.

o(C) = ﬂ{C CACP): Aes una sigma dlgebra }
A

Definimos la o-dlgebra de Borel de R, como la o-dlgebra generada por los intervalos
abiertos de R. Notacién: B(R)

Definicién 1.5.4 Sean Q2 un conjunto y € C P(X). Una medida sobre £ es una funcion
w: € —[0,+00]. con las siguientes propiedades:

1.
p(@) =0

2. Si (Ap)nen es una familia disjunta numerable de conjuntos de £, entonces:

m (U An> = nu(An)

neN neN

Si ademas se verifica que () = 1, p se denomina una medida de probabilidad sobre ).
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El matemético ruso Andréi Kolmogérov propuso en 1931 el siguiente marco para la
teoria moderna de probabilidades, en el que vamos a trabajar:

Definicién 1.5.5 Un espacio de probabilidad es una terna (Q,E, P) donde Q2 es un con-
junto (espacio muestral), £ es una o-dlgebra de partes de Q (la o-dlgebra de los eventos)
y P es una medida de probabilidad sobre £.

El siguiente es un resultado fundamental de analisis real:

Teorema 1.5.6 (Existencia de la medida de Lebesgue) Ezisten una unica o-dlgebra M de
partes de R y una inica medida m : M — [0, +00) con las siguientes propiedades:

1. M contiene a los intervalos abiertos (por lo tanto M contiene a la o-dlgebra de
Borel).

2. m(I) = |I| para cualquier intervalo de la recta.
3. Para cualquier conjunto A € M, la medida de A es el supremo de las medidas de los
compactos contenidos en A:
m(A) = sup{m(K) : K compacto, K C A}

y es el infimo de las medidas de los abiertos que contienen a A:

m(A) = inf{m(U) : Uabierto,U D> A}
(Se dice que la medida m es regular).

4. La medida m es invariante por traslaciones:
m(A+z) =m(A) VA e M

5 851 Ae M, m(A) =0y B C A; entonces B € M y m(B) = 0. (Se dice que la
o-dlgebra de Lebesgue es completa,).

M se denomina la o-dlgebra de Lebesque y m se denomina la medida de Lebesgue. Los
conjuntos de la o-dlgebra M se denominan conjuntos medibles Lebesgue.

Corolario 1.5.7 Si consideramos la restriccion de la medida de Lebesgue y de la o-dlgebra
de Lebesgue al intervalo [0,1], entonces obtenemos un espacio de probabilidad.

Entonces podemos adoptar (1.4) como definicion (interpretando m como la medida de
Lebesgue) para asignar probabilidades a una o-dlgebra de subconjutnos de Qo que contiene
a los eventos elementales.
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1.5.4. Consecuencias de la o-aditividad

En lo sucesivo, trabajaremos en un espacio de probabilidad (2, &, P)

Proposicién 1.5.8 (uniones crecientes) Si tenemos una sucesion infinita creciente de
eventos

A C Ay C ... C A, C A1 C...

entonces
o0
} (kL—JI Ak) Tt i

Prueba: Utilizamos el truco de disjuntar los eventos y notamos que como son crecientes:

k-1
Ck = Ak — U Aj = Ak — Ak,1 poniendo Ao = Q)
j=1

Ahora los Cy son disjuntos. Entonces por la o-aditividad

Uar=Uc=r (U Ak) =Y P(C) =Y [P(A) — P(A4-1)]
k=1 =

k=1 k=1
Miremos una suma parcial: jes una serie telescopical

n

D [P(Ay) — P(Ap—1)] = P(Ay) — P(4g) = P(Ay)
k=1

deducimos que
P (U Ak> = lim P(An)
k=1
O

Proposicién 1.5.9 (intersecciones decrecientes) Sitenemos una sucesion infinita de-
creciente de eventos
B; DBQD...BkDBk+1 DL,

entonces

P B, | = lim P(B
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Prueba: Tomamos complemento A, = B}. Entonces si los B, eran decrecientes, los (Ay)
seran crecientes. Y observamos que por las leyes de De Morgan

o= (Ua)

keN keN

()= (U)

=1— lim P(A)

k—+o00

Luego:

= lim [1— P(A)]

k—+o0

= lim P(By)

k——+o0

O

Proposicién 1.5.10 (o-subaditividad) Si (Ag)nen €s una familia numerable de eventos
o0
P (U Ak> <> P(Ap).
keN k=1

En particular,

st P(Ag) = 0 para todo k = P <U Ak> =0.
keN

Tomando complemento,

si P(Ay) = 1 para todo k = P (ﬂ Ak> =1.
keN
Prueba: Pongamos

o)
k=1

Por la subaditividad finita
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Pero los D,, son crecientes y
oo oo
U 4 = D&
k=1 k=1

Luego al tomar limite cuando n — 400 deducimos que

O
Nota: Volveremos més adelante (en el lema de Borel-Cantelli 9.4.1) a analizar con
mayor profundidad las consecuencias probabilisticas de la hipotesis de o-aditividad.



Capitulo 2

Probabilidad Condicional e
Independencia

2.1. Probabilidad Condicional

En muchas situaciones tendremos que estimar la probabilidad de un evento pero dis-
ponemos de alguna informacién adicional sobre su resultado.

Por ejemplo supongamos que arrojamos un dado (equilibrado) y nos preguntamos ;Qué
probabilidad le asignariamos a sacar un dos, si supiéramos de antemano que el resultado
serd un nimero par?. Para formalizar esta pregunta consideramos en el espacio muestral

Q=1{1,2,3,4,5,6}

los eventos
A =saleun 2 = {2}

B = sale un nimero par = {2,4,6}

Entonces vamos a definir la probabilidad condicional de que ocurra el evento A sabiendo
que ocurre el evento B que notaremos P(A/B).

Si estamos en una situaciéon como la anterior donde la definicién clésica de Laplace se
aplica podemos pensarlo del siguiente modo: los resultados posibles de nuestro experimento
son ahora solo los elementos de B (es decir: hemos restringido nuestro espacio muestral a
B), mientras que los casos favorables son ahora los elementos de A N B luego

#(AN B)
#(B)

Si dividimos numerador y denominador por #({2), tenemos:

P(A/B) =

29
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#(ANB)
_ T#o _ P(AnB)
PA/B) = —gm = P(B)
#(©)

Aunque hemos deducido esta férmula de la definicién clasica de Laplace, la misma tiene
sentido en general siempre que P(B) > 0. Adoptamos pues la siguiente definicién:

Definicién 2.1.1 La probabilidad condicional P(A/B) de un evento A suponiendo que
ocurre el evento B se define por:

P(ANB)

PAIB) = =5

(2.1)

siempre que P(B) > 0.

Otra manera de comprender esta definicién es la siguiente: para definir la probabilidad
condicional P(A/B) queremos reasignar probabilidades a los eventos A C Q de modo que
se cumplan tres condiciones:

1. La funcién A — P(A/B) debe ser una probabilidad (o sea satisfacer los requisitos de
nuestra definicién axiomatica).

2. P(ANB/B) = P(A/B) (Esta féormula dice que la probabilidad condicional de que
ocurran los eventos A y B simultaneamente sabiendo que ocurre B debe ser igual a
la probabilidad condicional de A sabiendo que ocurre B).

3. Si A C B la probabilidad condicional P(A/B) debe ser proporcional a la probabilidad
de A de modo que
P(A/B)=kP(A)siACB

siendo k una constante de proporcionalidad fija.

Entonces a partir de estas dos condiciones tenemos:
P(A/B)=P(ANnB/B)=kP(ANB)
y como queremos que P(A/B) sea una probabilidad debe ser P(Q2/A) = 1, luego
1=kP(QNB)=kP(B)

con lo que:

y vemos que la definicién (2.1) es la tinica que satisface estas condiciones.
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2.1.1. Foérmula de la probabilidad total

Si ahora consideramos una particién del espacio muestral ) en eventos disjuntos By, Bs, . .

en una cantidad finita o infinita numerable de eventos,
0= U By,
kel
con P(By) > 0 para todo k, tenemos que:
P(A) =) P(ANBy)
kel

por la o-aditividad de la probabilidad, y como
P(AN By) = P(By)P(A/By)
en virtud de la definiciéon de probabilidad condicional, deducimos la siguiente férmula:

P(A) = 5" P(B)P(A/By) (2.2)
kel

Ejemplo: Supongamos que realizamos el siguiente experimento compuesto. Primero
arrojamos una moneda equilibrada. Luego, si sale cara arrojamos un dado, pero si sale
seca arrojamos dos dados. jcudl es la probabilidad de obtener al menos un 6 al arrojar los
dados?

Llamamos B;= “sale cara”’", y By = B{ = “sale ceca”’. A = “sale al menos un 6" ".
Entonces, segin la férmula de la probabilidad total, y teniendo en cuenta el resultado del
ejemplo 1.4.5, tenemos que

—_
—_

117
a5 5 = = 02361111

P(A) = P(A/B1) - P(B1) + P(A/B3) - P(B2) = 5 ™

S| =
N —

2.2. Independencia

Definicién 2.2.1 Decimos que el evento A es independiente del evento B con P(B) > 0
54

P(A/B) = P(A)

Intuitivamente este concepto significa que; saber si el evento B ocurre o no, no nos dara
una mejor estimacién de la probabilidad de que ocurra el evento A.

Teniendo en cuenta la definicién de la probabilidad condicional, vemos que la condicién
para que el evento A sea independiente de B es que:

P(AN B) = P(A)P(B)

. B, ...
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Esta manera de escribir la definicién tiene dos ventajas: se ve que tiene sentido atun si
P(B) = 0, y muestra que los roles de los eventos A y B son simétricos. Reescribimos pues
la definicién en la siguiente forma:

Definicién 2.2.2 Decimos que los eventos A y B son (estocasticamente) independientes

: P(AN B) = P(A)P(B)

Ejemplo 2.2.3 Consideramos el experimento de extraer una carta de un mazo de 48 cartas
espanolas, y consideramos los eventos:

» A= “sale un 1”

= B = ‘sale una carta de espadas”

4 1 12 1
(4) 48 12’ (B) 48 4
Entonces AN B es “sale el uno de espadas” y
1 1 1
P(ANB)=—=—.--=
(4N B) 48 12 4

Luego A y B son independientes.

2.2.1. Una aplicacion a la ecologia

Supongamos que tenemos una poblaciéon de animales en un territorio y queremos esti-
mar cuantos animales hay. Un método posible es el de captura / recaptura. Se utiliza
mucho para poblaciones de micro mamiferos y reptiles. Mediante trampas se capturan in-
dividuos que son marcados y devueltos a su ambiente. Después de un cierto periodo de
tiempo, suficiente para que los marcados se mezclen con el resto de la poblacién, se realiza
una nueva captura

Nuestro espacio muestral ) serdn los individuos de la poblacién. Consideramos, para
un individuo elegido al azar, los eventos:

A = “el animal es capturado en la primera captura (y marcado).”

B = “el animal es capturado en la segunda captura.”

C = AN B = “el animal es capturado en la segunda captura y estaba marcado.”

Llamemos n 4 al nimero de inviduos capturados en la primera captura, ng a los cap-
turados en la segunda captura, nc a los capturados en la segunda captura y ng a los
capturados en ambas. n4, ng y ng son conocidos. Queremos determinar ng.
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Si la poblacién es grande, la probabilidad de un individuo de ser capturado seré parecida
a la frecuencia observada. Entonces podemos estimar las probabilidades

na ng ne
P(A) ~ %,P(B) R~ %,P(C) ~ .

Ahora como las capturas son independientes esperamos que

por lo que tenemos la igualdad aproximada:

nc na np
no ng ng
de donde podemos estimar el tamano de la poblacién como
na-Np
nc

ng ~

2.2.2. Propiedades de la independencia de eventos

Proposicion 2.2.4 Si A y B son eventos independientes, A y B¢ también lo son.

Prueba: Notamos que
ANB‘=A-B=A-ANB

Luego como AN B C A, y la hipdtesis
P(ANBY)=P(A-AnNB)=P(A)—P(AnB)=P(A)— P(A)P(B)

Entonces
P(ANnB°) =P(A)-[1-P(B)]=P(A)- P(B°)

2.2.3. Independencia con tres eventos

Si tenemos tres eventos A,B y C jcuidndo diremos que son independientes?. No sélo
vamos a querer que tengamos independencia de a pares:

P(ANB) = P(A) - P(B)

P(ANC) = P(A) - P(C)
P(BNC) = P(B)- P(C)
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Si no que también queremos por ejemplo que
P(A/BNC)=P(A)

Esto significa que queremos que A sea independiente de B N C por lo que vamos a pedir
que
P(ANn(BNC(C))=P(A)-P(BNO)

O Sea
P(AnBNC)=P(A)-P(B)-P(C)
2.2.4. Generalizacién a familias arbitrarias de eventos

En general, la definicién de independencia es la siguiente:

Definiciéon 2.2.5 Decimos que una familia cualquiera de eventos A C £ es independiente

S
P(A;;, M A, NA;, ) = P(Ai)P(Aiy) - P(A;,)

para cualquier eleccion de una cantidad finita A;,, .., A;, de eventos distintos de la familia
A.

Ejercicio 2.2.6 (Ejercicio 9 de la practica 2) Si Ai,..., A, son eventos independien-
tes y Bi,..., B, son tales que para cada i =1,...,n se tiene B; = A; o B; = A entonces
los eventos By, ..., B, también resultan independientes.

En este ejercicio, A = {A1,..., A, }.

2.3. Cadenas de Markov

Consideramos un sistema que puede tener una cantidad finita de estados 2 = {E1, E», . ..

y que evoluciona con tiempo discreto t € Ny. Llamemos X; al estado del sistema en el tiem-
po t.

La evolucién del sistema estaria descripta por el espacio muestral
O° ={X = (X0, X1, X2,..., X¢,...) : Xy € Qpara todo t € Ny}
Suponemos que tenemos una cierta probabilidad de pasar del estado F; al I
pij = P{Xiy1 = Ei/ Xy = Ej}

y que esta probabilidad es independiente de ¢ (no varia en el tiempo)- Los niimeros P = (p;;)
forman una matriz de N x N que se denomina matriz de transicion. Notamos que
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0<pj;j<ly
N
D pij =1
=1

(Las columnas de la matriz son vectores de probabilidad). P se dice una matriz estocas-
tica.
2.3.1. Un ejemplo de una cadena de Markov
Consideramos un modelo simple de 3 estados para un mercado financiero con 3 estados:
s Fi: Mercado en crecimiento.
s Fy: Mercado en decrecimiento.
s F3: Mercado estancado.
Supongamos que tenemos la siguiente matriz de transicion:

09 015 025
P=10,075 08 0,25
0,025 0,05 0,5

(Esto podria aplicarse a todo un mercado o a un activo particular negociado en ese mercado)
Podemos representar esta situacién por medio del siguiente grafo:

0.075

Pueden encontrar mas informacién sobre este tipo de modelos para mercados financieros
en [LJ20].

2.3.2. Propiedades de la matriz de transicion

Notamos que por la férmula de probabilidad total:

N
P(Xi41 = Ei) =Y _ P(Xep1 = Ei/ Xy = Ej) - P(X, = Ej)
7=1
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Esto quiere decir que si consideramos el vector de probabilidades

P(X, = E))
U, — |P(Xe=B2)
P(X, = E,)

tendremos que
Uiy1 =P Uy paratodot € N

Entonces por induccién

U, = P'Uy
2.3.3. Comportamiento a largo plazo

Volvamos a nuestro ejemplo. Diagonalizemos la matriz M. Sus autovalores son:

A1 =1, =0,741421356237310, A3 = 0,458578643762690

Y podemos encontrar una matriz de cambio de base C tal que

1 0,0 0,0
C'PC=D= | 00 0,7414213562373091 0,0
0,0 0,0 0,4585786437626905

0,5773502691896265 0,44371856511363317 —0,03400257431430442
C = 0,5773502691896251 —0,8113070602072252 —0,13017637781608127
0,5773502691896256 —0,3806503501002046 0,9909076322234505

Luego
0,625 0,625 0,625
tggloo P'=1 0,3125 0,3125 0,3125
0,0625 0,0625 0,0625

Entonces la ecuacién

Uy = P'U

nos muestra que no importa cudl sea el estado inicial Up, el sistema converge al estado

estacionario:
0,625

Us = | 0,3125
0,0625

Esto significarfa que el mercado va a estar un 62,5% del tiempo en estado alcista, un
32,15 % en estado bajista y un 6, 25 % estancado. Este vector es un autovector de autovalor
1 de P es decir:

PUy=Uyx =1 -Ux
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2.3.4. Otros ejemplos de cadenas de Markov

= Juegos de tablero con dados, como el Monopoly.

= El experimento de tirar infinitas veces la moneda es una cadena de Markov con dos
estados {cara, ceca}. En este caso la matriz de transicién es:

05 0,5
P= [0,5 0,5}

Esta matriz verifica P? = P. Luego P! = P para todo t, y tenemos que el estado

estacionario es
0,5
= o)

s El algoritmo page rank usado por Google para asignar a cada pagina un ranking a
cada pagina web. Este simula una un navegante que va visitando aleatoriamente las
péaginas, y puede pensarse como una cadena de Markov (ver [KGS13]). La distribucién
estacionaria de esta cadena de Markov determina el ranking que serd asignado a cada
pagina.

s También se utiliza con frecuencia modelos basados en cadenas de Markov para estu-
diar la propagacién de epidemias. Ver por ejemplo el capitulo 2 de [Ige20].

2.3.5. Teoria sobre las cadenas de Markov
En el espacio RY usamos la norma
2|l = |z1] + [z2] + ... + |2N]

Notamos
PN:{xERN:xkzo,x1+m2+...+x]\/:1}

al conjunto de vectores de probabilidad N-dimensionales.

Teorema 2.3.1 Si P € RV*N es una matriz estocdstica, entonces la transformacion lineal
asociada a P aplica Py en si mismo, y tiene un punto fijo

Prueba: Dado cualquier Uy € Py considero los promedios
1 n
Sp==Y Pl
n n ]z; 0

Sp € Py como Py es compacto, existe una subsucesién convergente .S, . Digamos que
Sny = Uso.
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1 &
Snk = nikZP]UO
i=1

1
7j=1

1 ne+1 )
== Pl
kS

1
:—ZPJUQ—PUQ+Pnj+1UO
ng <
7j=1

1S,
=~ PUy—PUs+ P""'Tj
k

j=1
pero
1 .
lim —|| — PUy + P U =0
k—o0 Ty
y en el limite:
PUy = Uy
o sea que Uy, es una distribucién estacionaria. O

También es posible probar este teorema como consecuencia directa del teorema de punto
fijo de Brower, ya que se puede ver que Py es homeomorfo a una bola cerrada de dimensién
N —1.

Teorema 2.3.2 Sip;; > 0 para todo i, j, es una contraccion en la métrica que definimos
antes. Deducimos que tiene un unico punto fijo Uss € Py y que para todo Uy € VN

lim P"Uy = Us

n—-+4o0o

Prueba: Podemos elegir € > 0 tal que p; ; > € para todo 1, j. Entonces como

N
Z pij =1
i=1

deducimos que eN < 1.Achicando el € podemos conseguir que eN < 1
Escribimos P = a@ +¢J donde o =1 — Ne y J es la matriz de N x N cuyas entradas
son todos 1, o sea que si Q = (¢;j)

Gii = Dij — €
v,]
J (6%
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Afirmamos que ) es una matriz estocéstica: es claro por nuestra eleccién de € > 0 que
gi; > 0. Calculemos la suma de las columnas de @

N 1 N € 1 € o
o= NI = NS =21

Sean x,y € Py, entonces

N
(Px)i — (Py)i = Y pij(xj — yj)
j=1

N N N N
=a) gjlzj—y))+e D wi—D =) gl —y))
Jj=1 Jj=1 j=1 j=1

Luego

N
i — il < @ gijlay — vyl
=1

n n N
[Pz — Pyly = |(Pz)i — (Py);| <> Y aijlzj — yjl

i=1 i=1 j=1
N n
<a3 Sl -u
j=1 Li=1
N
<a) |z -yl =ale—yl
j=1

pues las columnas de () suman 1. O



Capitulo 3

Variables Aleatorias Discretas

3.1. Variables aleatorias discretas

En muchas situaciones, nos interesa un niimero asociado al resultado de un experimento
aleatorio: por ejemplo, el resultado de una medicién.

Para evitar por el momento, algunas dificultades técnicas, comenzaremos con el caso
de variables aleatorias discretas, que resulta mas sencillo de entender.

Definicién 3.1.1 Sea (2,&, P) un espacio de probabilidad. Una variable aleatoria discreta
es una funcion X : 0 — R tal que la imagen de X es un conjunto finito o numerable de R:

Im(X)=A{z1,2z2,...,zi,...}

(donde la sucesion (x;) puede ser finita o infinita), y tal que X *({z;}) € € sea un evento
para cada x; € Im(X).

Como X 1({z;}) = {w € O : X(w) = x;} es un evento para cada i, esto significa que
estan definidas las probabilidades:

pi = P{X = xi})

Dichas probabilidades se conocen como la distribucién de probabilidades de la variable
X.

Ejemplo 3.1.2 Tiramos dos dados. Nuestro espacio muestral es:
Q={w=(w,w2) :w; € D}
donde D = {1,2,3,4,5,6}. Consideramos la suma S de los puntos obbtenidos

S:Q—-N, Sw) =w +w

40
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Es una variable aleatoria discreta. ;Cudl es la distribucion de probabilidades de S?

T | Di

2 [1/36 = 0,028
3 2/36 =0,056
4 |3/36 =0,083
5 |4/36 =0,111
6 |5/36 =0,139
7 16/36 =0,167
8 |5/36 =0,139
9 |4/36 =0,111
10 | 3/36 = 0,083
11|2/36 = 0,056
12| 1/36 = 0,028

3.2. La Esperanza

Un concepto de fundamental importancia asociado a las variables aleatorias, es el de
esperanza (o valor esperado). Para variables aleatorias discretas, este concepto resulta
sencillo de definir:

Definicion 3.2.1 Sea X : Q — R wuna variable aleatoria discreta. Diremos que X es
integrable (o que tiene esperanza finita) si la serie

E pixi
i
es absolutamente convergente, es decir si:
> pilai| < 400
i
En este caso definimos, la esperanza de X como el valor de dicha suma.

E[X] = szfﬁz (3.1)

Notemos que una variable aleatoria discreta con imagen finita (o sea que tome sélo un
nimero finito de valores) siempre es integrable ya que la suma (3.1) es finita en este caso.

Ejemplo: Supongamos que arrojamos un dado jcuél es la esperanza del valor obtenido
X7

1+2 4 21
Bx) = L +32— +5+6:€:375
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Ejemplo: Supongamos que jugamos un peso a la ruleta y apostamos a un color (por
ej. negro). Sea X nuestra ganancia (o pérdida) jcudnto debemos esperar ganar (o perder)

Aqui

X — 1 si sale negro (con probabilidad % )
~ | —1 sisalerojo o cero (con probabilidad 37 )

En consecuencia:

8 19 -1
FX|=——-—=—=-0,027...
X] 37 371 37 ’
Asi pues, al jugar a la ruleta, debemos esperar perder un 27 por mil.
Ejemplo: Sea A un evento, consideramos la funciéon I4 : 2 — R definida por

1 si wed
IA(w)_{O si wgA

Intuitivamente 4 vale 1 cuando el evento A ocurre, y 0 sino. Se denomina el indicador
del evento A. (En la teoria de la medida, esta funcién se llama la funcién caracteristica
del conjunto A y se suele denotar por x4, pero en la teoria de probabilidades la expresion
“funcion caracteristica” tiene un significado diferente).

I4 es una variable aleatoria discreta pues su imagen consta de dos valores (0 y 1) y sus
pre-imégenes son I,'(0) = Q — Ay I;*(1) = A, que son eventos.

La esperanza de I4 es:

E[Ia]=0-P(Q—A)+1-P(A) = P(A)
Es decir, la esperanza del indicador de un evento, coincide con su probabilidad.

Ejemplo:(un ejemplo de una variable aleatoria que toma infinitos valores). Considere-
mos el experimento consistente en arrojar infinitas veces una moneda (en forma indepen-
diente).

Como vimos anteriormente, podemos modelizar este experimento utilizando el espacio
muestral Q = {0,1}Y de las sucesiones de ceros y unos, y representando cada realizacién
del experimento por la sucesiéon w = (X;);en donde

Y. 1 sien la i-ésima realizacién del experimento sale cara
! 0 sien la i-ésima realizacién del experimento sale ceca

Notemos que las X; son variables aleatorias. Estamos interesados ahora en la siguiente
variable aleatoria, T" = cuantas tiradas tengo que esperar hasta que salga una cara por
primera vez. Formalmente

T(w) = grcnlriz
=
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Hay un caso especial, que es cuando siempre sale ceca, esto es: jqué valor de T le
asignaremos a la sucesién w = (0,0,0,...,0,...) ? Lo razonable es poner:

7((0,0,0,...,0,...)) = +00

Esto muestra que a veces resulta conveniente admitir variables aleatorias que pueden tomar
el valor 400 (o también —oc0).

Ahora debemos calcular cudl es la distribucién de probabilidades de T', es decir cudl es
la probabilidad de que T tome cada valor.

P{T=k}=P{X;1=0,X=0,...,X5_1 =0, X, =1}

y dado que los ensayos son independientes a este evento le asignamos la probabilidad dada
por el producto de las probabilidades:

P{T:k:}:P{X1:0}-P{X2:O}-...-P{Xk_1:O}-P{szl}:zik

Mientras que al evento “siempre sale ceca” le asignamos probabilidad 0,
P{T = 40} = P{T((0,0,0,...,0,...)} =0
Entonces la esperanza de T se calcularia por:
(o.9] o0 k
E[T) =Y kP{T =k} + (+00) - P{T = +o0} = 227 + (4+00) - 0
k=1 k=1

Hacemos la convencion de que:

0-(4+00)=0
Entonces la esperanza de T es:
o
k
E[T) =) oF
k=1

Utilizando la férmula,
= x

kot = ——silz| < 1
; (1=2)?

que se deduce de derivar la serie geométrica, con x = %, deducimos que E[T] = 2.
Asi pues, en promedio, habra que esperar dos tiradas, para que salga cara.
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3.2.1. Esperanzas en la computadora

Consideremos una variable aleatoria discreta con 3 valores 1,2, 3 tal que

1 1
P{le}:§,P{X:2}:);D{X:?,}:1
1 1 17
EX]=15+2 43 5 =7=175

Veamos como se calcularia esto en la computadora usando Python 3 y el paquete
SciPy.

import scipy.stats

xk = (1, 2, 3)

pk = (0.5, 0.25, 0.25)

distribucion = scipy.stats.rv_discrete(values=(xk, pk))
print(distribucion.mean())

3.2.2. Esperanzas infinitas

A veces resulta conveniente admitir esperanzas infinitas. Si X > 0 diremos que E[X]| =
+00 si
i

diverge.
Si X es una variable aleatoria discreta cualquiera, escribimos

X=X"-X"
donde
X si X>0
+_ iy
X _{ 0 si X<0
y

- -X si X<0
X= { 0 si X>0
Notamos que X y X~ son variables aleatorias no negativas.
Decimos que E[X] = 400 si E[XT] = 400 y E[X ] < co. Similarmente diremos que
E[X]=—-c0si E[X ] =400y E[XT] < 00. Si E[XT] y E[X ] son ambas infinitas, E[X]
no estd definida.
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3.2.3. Propiedades de la Esperanza

Proposicién 3.2.2 (linealidad de la esperanza) 1. Si XY : Q — R son variables
aleatorias discretas con esperanza finita, entonces

E[X +Y] = E[X] + E[Y]

2. 51 X : Q0 = R es una variable aleatoria discreta con esperanza finita, entonces:
E[NX] = AE[X]
Prueba: Sean (z;) los valores que toma X, e (y;) los valores que toma Y': entonces
E[X] = Za:iP{X =ux;} = inP{X =, Y =y;}
i i

ya que
{X =z} = U{X = x;,Y = y;} (unién disjunta)
J

y el reordenamiento de la serie esta justificado por la convergencia absoluta, de la serie:

ZCE,P{X = JIZ',Y = yj}

i?j

Similarmente,
ElY] =) yP{X =2} =) y;P{X =2,V =y;}
J 2
En consecuencia,
EX]+E[Y] =) (z:i+y)P{X =2,V =y}
i,J

Sea Z = X+Y ysean z1, 22, ..., 2k, - - - los valores de Z. Entonces los zj, son exactamente
los valores z; + y; (pero estos ultimos pueden repetirse). Entonces,

EBlZ|=)Y aP{Z=2}=> >  zmP{X=z,Y=y)}
k k t,J:Ti+y;=2k

pues
{Z =2z} = U {X =2;,Y = y;} (union disjunta)

i iy =2k
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Deducimos que

EZ] =) (xi+y)P{X =21, =y;} = B[X] + E[Y]
k

Esto completa la prueba de la primera afirmacion. En cuanto a la segunda afirmacion, AX
es una variable aleatoria discreta que toma los valores Ax;, por lo tanto:

EDX] =) A P{AX = Ar;} =AY 2;P{X = 2;} = AE[X]
O

Proposicién 3.2.3 (Monotonia de la esperanza) 1. Si X es una variable aleatoria
con esperanza finita y X > 0 con probabilidad 1, entonces E[X] > 0.

2. Sean X e Y wariables aleatorias con esperanza finita. Entonces, si X <Y con
probabilidad 1, tenemos que E[X] < E[Y]

3. S8t X es una variable aleatoria acotada, entonces:

inf X < E[X] <supX
Q Q

4. 51 X es una variable aleatoria discreta con esperanza finita, entonces:
[E[X]| < E[IX]]
Proposicion 3.2.4 Sean X una variable aleatoria discreta y ¢ : R — R. Entonces

Elp(X)] = Z p(z;) P{X = z;} (3.2)

stempre que @ sea no negativa, o si esta serie es absolutamente convergente.

Prueba: Sea Y = ¢(X), y sean (y;) los valores de Y, entonces:
J J i:p(xi)=y; i

El reordenamiento que hicimos puede justificarse en los dos casos que se mencionan en el
enunciado:

a) Si ¢ es no negativa. Pero ambos miembros de (3.2) podrian ser am bos infinitos.
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b) Si la serie doble que aparece en esta cuenta es absolutamente convergente.

Pero por la misma cuenta, con |¢| en lugar de ¢,

ElloX)1=>"lyl >, P{X=u}= ZW(%’)’P{X = T;}

J ip(xi)=y;

entonces si la serie que aparece en (?7) es absolutamente convergente, vemos que esta
condicién se cumple.

O
Esta propiedad se puede generalizar a funciones de vectores aleatorios. Este concepto
es una generalizaciéon natural del de variable aleatoria discreta:

Definicion 3.2.5 Un vector aleatorio discreto n-dimensional es una funcion X : 0 — R"
tal que Im(X) sea finita o infinita numerable, y P{X = x} sea un evento para todo v € R™.
Dar un vector aleatorio discreto X = (X1, Xa,...,X,) es equivalente a dar n variables
aleatorias discretas x1,xs,..., Ty

Con esta terminologia tenemos [con la misma demostracién de antes]:

Proposiciéon 3.2.6 Sean X un vector aleatorio n-dimensional y ¢ : R — R, entonces
E[p(X)] =) ¢(x:)P{X =}
i

donde x; recorre la imagen de X, siempre ¢ sea no negativa o st esta serie es abolutamente
absolutamente convergente.

3.2.4. Independencia

Definicion 3.2.7 Sean X e Y dos variables aleatorias discretas definidas en un mis-
mo espacio muestral. Diremos que son independientes, si para cada x;, y; los eventos
{X =z;} e {Y = y;} son independientes, es decir de acuerdo a la definicion de eventos
independientes si,

PAX =2, Y =yj} = P{X =2} - {Y = y;}

Observacion: Remarcamos que esta definicién solamente se aplica a variables discre-
tas, cuando generalicemos esta nocién a variables aleatorias no discretas, nos veremos en
la necesidad de adoptar una definiciéon diferente.

Proposicién 3.2.8 Si X e Y son wvariables aleatorias discretas independientes, y f,g :
R — R son funciones, entonces Z = f(X) y W = g(Y) también son variables aleatorias
discretas independientes.
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Prueba: Calculemos la distribuciéon conjunta de Z y W'

P{Z=2W=w}= > P{X=2zY =y}
z,y:f(z)=2,9(y)=w

= Z P{X = 2}P{Y =y}

zy:f(z =w
= Z P{Y =y} | = P{Z =z} P{W = w}
z:f(x)=2 yg(y

O

Proposicion 3.2.9 Si X e Y son variables aleatorias discretas independientes con espe-

ranza finita, entonces:
E(XY)=EX)E(Y)

Prueba:

EXY] = inyjP{X =z, Y =y} = inyjP{X =z} P{Y = y;}

0, 0,

(Z niP{X = }) S uP(Y =y} | = EIX)EY]

Observacion: En el caso en que X e Y toman infinitos valores, la aplicaciéon de la propiedad
distributiva, esta justificada por el hecho de que las series que intervienen son absolutamente
convergentes, por hipdtesis. O

3.2.5. Funciones Convexas y la Desigualdad de Jensen

Definicién 3.2.10 Sea f : (a,b) C R — R una funcion. Diremos que f es convezxa, si
dados x1,x9 € R y a € [0, 1], se verifica que:

flaxy + (1 —a)ra) < af(rr) + (1 — ) f(z2)
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:LL

Observacién: Si f es de clase C?, entonces f es convexa, si y sélo si f”(z) > 0.

Observacion: Una funcién convexa en R es necesariamente continua. Ademas es posi-
ble probar que su derivada f’(x) existe salvo quizds para un conjunto a lo sumo numerable
de valores de z, y que f’ es creciente (ver [WZT77], teorema 7.40).

Algunos ejemplos importantes de funciones convexas son f(x) = |z|Psip > 1y f(z) =

e”r.

Ejercicio: Una combinacién convexa de los z; es una combinacion lineal

n
E QL5
i=1

enla que 0 < o y D.i" ;o = 1. Probar que si f : R — R es una funcién convexa y
> %, a;x; es una combinacién convexa, entonces:

f (Z ai%‘) <> aif(wi)
=1 =1

Proposicién 3.2.11 (Desigualdad de Jensen) Sig: R — R es una funcion conveza,

entonces:
9(E[X]) < E[g(X)])

en los siguientes casos: si X es no negativa y g(x) > 0 para x > 0, 0 si X y g son arbitrarias
y E(lg(X)]) < o0.

Prueba: Hagamos la demostracién primero, en el caso que X toma sélo finitos valores.
Sea p; = P{X = x;}. Entonces

E[X]=) piwi
=1
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es una combinaciéon convexa de los valores de X. Como X es una funcién convexa,

g(EX]) =g (ZW&) < Zpig(xi) = E[g(X)]

Si X toma un niimero numerable de valores, x; con probabilidades p;, entonces hacemos lo
siguiente: para cada n € N definamos,

y notamos que

es una combinacién convexa. Entonces, como g es convexa:
" p " p
i i
g —x; | < E —g(z;)
: Sn : Sn
=1 i=1

Cuando n — +00, tenemos que s, — 1. Entonces, utilizando la continuidad de g, obtene-
mos que:

g(EX]) =g (Zm:m) < Zpig(xi) = E[g(X)]

O

Ejemplo: f(x) = |z|P es una funcién convexa si p > 1. En consecuencia, en este caso:

[E[X]]" < E[[X]

3.3. Momentos - Varianza

Definicién 3.3.1 Sea X una variable aleatoria (discreta). Definimos el k-ésimo momento
de X entorno de b como E[(X —b)*]. El k-ésimo momento absoluto entorno de b se define
como E[|X — b|¥].

Algunas observaciones:

1. Si B[|X[|)] < 00y 0 < s < t, entonces E[|X|*] < 4+o00. En efecto segiin la desigualdad
de Jensen,
(E[|X])P < B[|IX]]

donde p = é > 1. Es mas, vemos que:
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2. E[|X[P]'/? es una funcién creciente de p.
3. Si E[|X|P] < 400y E[|[Y|?] < +o0 entonces E[|X + Y|P]'/? < 400 Prueba:
(X +YP < (X[ +[Y])P = (2méx | X], [Y])P

< 2P méx (| X7, |Y]P) < 2°(|X|P + [Y[P)

Por lo tanto,
E[|X +Y[P] < 2P(B[| X['] + E[|Y|F]) < +o0

4. En consecuencia, el conjunto
LE(Q,&,P) = {X : Q — R variable aleatoria discreta : E[| X [P] < +oo}
(siendo R = RU {£00}) es un espacio vectorial.
5. Si p > 1, es posible probar que
X, = B(XP)?

es una norma en dicho espacio.

En lo sucesivo, nos van a interesar especialmente dos clases LP:

LLY(Q) = {X :Q — R: variable aleatoria (discreta) con esperanza finita}

L3(9) = {X : Q — R : variable aleatoria (discreta) con segundo momento finito}

Ejemplo: Notemos que L?i C L}l por lo anterior. Veamos un ejemplo de una variable
aleatoria que esta en L}l pero no en L?l: Consideramos un espacio muestral numerable

Q={wi,wa,...,Wn,...}
en el que
1
P =
{wn} n(n+ 1)

Verifiquemos que esta asignacion efectivamente define una distribuciéon de probabilidades
en ):

o0

> > 1 1 1
St =3 et = 2 [y =
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(serie telescopica). Definamos la variable aleatoria X : Q — R, dada por X(w,) = /n.
Entonces,

BOO = X Xwn)Plon =30 - < o < oo
n=1 n=1 n=1
pero N N
B(X) = 3 Xen)*Plon) = 3 T = > =t

Definicion 3.3.2 El segundo momento de X entorno de su media se llama la varianza
(o variancia®) de X, es decir:

Var(X) = E[(X - B(X))?]
Por lo anterior Var(X) < 400 si y solo si el segundo momento de X es finito, es decir si
Xel?
Notamos que si X es una variable aleatoria discreta, podemos calcular su varianza
usando la férmula

Var(X) = E[p(X)]
= Z(ﬂﬁz - MX)2 " Di

donde px = E[X] y p(x) = (x — px)*.

ox =/ Var(X)

se demomina desviacion estandar o desviacion tipica.

Ejemplo: Sea A un evento con probabilidad p, e I4 su indicador. Calculemos su va-
rianza. Ya vimos que:

Ella] = P(A)=p

En consecuencia:

Var(l) = B[(14 = p)’]
La distribucién de probabilidades de (I4 — p)? es:

(Is—p)? = (1-p)? siocurre A (con probabilidad p)
ATP = p? sino ocurre A (con probabilidad ¢ = 1 — p)

En consecuencia,
Var(l4) = (1 —p)’p+p*(1 —p) =p—p* = pq

'Segiin el diccionario de la RAE, ambas grafias son aceptables.
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Proposicién 3.3.3 1. Si X = c es constante, entonces Var(X) = 0.
2. Var(aX +b) = a® Var(X).

Prueba: Si X = c es constante, E[X]| = ¢ luego Var(X) = E[0] = 0.

FElaX 4+ bl =aE[X|+ E[b] =a- E[X]+b

Var(aX +b) = E[[(aX +b) — (a- E[X] +b))]
= Bl(aX — aB(X))’] = Ble*(X - B(X))’] = ¢®E[(X — B(X))?]

= a*Var(X)
O
Proposicién 3.3.4 (Otra manera de escribir la varianza)
Var(X) = E[X?] — E[X]?
Prueba: Sea pux = F[X]
Var(X) = E[(X — px)?
= E[X? - 2uxX + 1]
= EB[X?] = 2ux E[X] + E[u%]
= BIX?] - 20k + ik
= E[X?] - uk
= E[X?] - E[X]?
O

3.3.1. Desigualdades de Chebyshev y de Markov

Proposicién 3.3.5 (Desigualdad béasica) Sea X una variable aleatoria no negativa, en-
tonces

P(X > \) < L E(X) (3.3)

>| =

Prueba: Sea A = {w € Q : X(w) > A}. Entonces X > Al4, en consecuencia: F[X] >
AE[L4] = AP(A) O

Proposicién 3.3.6 (Desigualdad de Markov) Si X es una variable aleatoria (discre-
ta) entonces

L p(xp)

PX| 2 A} <
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Prueba: Si cambiamos X por |X|P en la desigualdad anterior tenemos que:

~B(x]?)

P{IX| 2 A} = P{XP > W} < 5

O

Proposicién 3.3.7 (desigualdad de Chebyshev clasica) Sea X una variable (discre-
ta) entonces
Var(X)

2

P{IX - E(X)| > A} <

Prueba: Usamos la desigualdad anterior con p = 2 y cambiamos X por X — E(X). O
Intuitivamente, la desigualdad de Chebyshevdice que la varianza de la variable X nos

da una estimacién de la probabilidad de que X tome valores alejados de su esperanza. Si

Var(X) es pequena, entonces es poco probable que X tome un valor alejado de E(X).

3.3.2. Covarianza

Definicion 3.3.8 Sean X e Y dos variables aleatorias. Definimos la convarianza o co-
variancia de X eY por

Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y)]

Digamos que Im(X) = {z1,2z2,...,xi,...} e Im(Y) ={y1,92,...,Yj,-.-}. ¥
pij = P{X =2, Y = y;}
denota la distribucion conjunta de X eY entonces:

Cou(X,Y) = Elp(X,Y)] =D pij(zi — px) - (yj — pv)
i

donde
p(z,y) = (- px) - (Y — py)

Observacion: Si X e Y son variables aleatorias independientes entonces Cov(X,Y) = 0.
La reciproca no es cierta, como muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo (Barry James, pag. 130) Sean X e Y dos variables aleatorias con valores —1,
0, 1 con la siguiente funcién de probabilidad conjunta:

-1 0 1
SRR
0] 0 % 0

1 1
1] § 0 3
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entonces F[XY] = E[X]| = E[Y] =0, pero X e Y no son independientes pues

1 1 11
PIX=0Y=0l=—-#4—=--—-=P{X=0}P{Y =0
(X=0Y=0)=¢ #5- = = PIX=0}P[Y =0)
Definicion 3.3.9 Sean X1, Xo,..., X, variables aleatorias discretas. Diremos que no es-

tan correlacionadas si Cov(X;, X;) =0 para i # j.
Observacion 3.3.10 Recordamos que introdujimos el espacio vectorial
L% = {X : Q — R variable aleatoria discreta con E(|X|*) < 400}

Sus elementos se llaman variables aleatorias con segundo momento finito. Notemos
que:
X € L2 = E(X) y Var(X) son finitas.

I1Xl2 = E(1X[*)"/?
es una norma en este espacio, que proviene del producto interno
(X,)Y)=E(X'Y)
Entonces la desigualdad de Cauchy-Schwarz (aplicada o X — ux yY — py ) nos da que
|Cov(X,Y)| < v/ Var(X) - / Var(Y) (3.4)

Notemos que decir que X eY no estdn correlacionadas equivale a decir que X — ux e
Y — uy son ortogonales en LZ. Esto nos sugiere considerar el nimero

Cov(X,Y)
vV Var(X) -/ Var(Y

que seria geométricamente el coseno del dngulo entre X — ux y Y — py, para medir que
tan lejos estdn las variables X e Y de estar correlacionadas. Se demomina coeficiente
de correlacion entre X e Y. La desigualdad (3.4) nos dice que 0 < |p| < 1, o sea que
-1<p<1l

p:

Proposicién 3.3.11 Si X e Y son variables aleatorias (discretas) con sequndo momento
finito:
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y') + 2Couv(X,Y')

Prueba:
Var(X +Y) = E[(X +Y - E[X] - E[Y])’] = E[(X — E(X) + (Y — E(Y))?] =
= B[(X - E(X))?| + E[(Y = E(Y))?] + 2E[(X — E(X))(Y — E(Y))] =
= Var(X) + Var(Y) 4+ 2Cov(X,Y)
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Corolario 3.3.12 Si X1, Xo,..., X, son variables aleatorias (discretas) con seqgundo mo-
mento finito, que no estdn correlacionadas, entonces

n
Var(X1 + Xo + ...+ Xp) = Y Var(X;)
i=1
Dem: Sale de la férmula anterior por induccion.

3.4. Ensayos de Bernoulli - La Distribucion Binomial

En esta seccidon presentaremos un esquema conceptual, que fue introducido por Ber-
noulli, y que es ttil para modelizar muchas situaciones.

El esquema de ensayos de Bernoulli consiste en lo siguiente: Consideramos un experi-
mento aleatorio con dos resultados, que convencionalmente llamamos “éxito” y “fracaso”.
Supongamos que la probabilidad de obtener un éxito en una realizacién del experimento
es p € [0, 1], y naturalmente la de obtener un fracaso serd ¢ =1 —p

Imaginemos que repetimos el experimento una cantidad n de veces, de manera independiente.
Para modelizar este experimento consideramos el espacio muestral @ = {0,1}" compues-
to por las m-uplas de nimeros 0 y 1 con la siguiente interpretacién: codificaremos una
realizacién del experimento por una n-upla w = (z1, z2,...,x,) € Q de modo que:

1  sila i-ésima realizacién del experimento fue un “éxito”
! 0 si la i-ésima realizacién del experimento fue un “fracaso”

Es un espacio muestral finito, con cardinal 2". Notemos que las funciones X; : . =& R
(proyecciones) dadas por X;(w) = x; son variables aleatorias.

i.De qué modo asignaremos las probabilidades en este espacio?. Puesto que consideramos
que los ensayos son independientes, a una determinada n-upla w = (x1,22,...,2,) le
asignamos la probabilidad

n
Plw}=P{X1 =21, X0 =29,..., X,y = 2} :HP{XZ =z}
=1

Ahora la probabilidad de que X; = x; es p si x; = 1 (es un éxito) y ¢ si z; = 0 (es un
fracaso). De modo que

P{w} = p*q" "

donde k = )" ; ; es el niimero de éxitos que ocurren en esa realizacién del experi-

mento. Notemos que esta forma de asignar las probabilidades dice precisamente que las X;
son variables aleatorias independientes.
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Por otra parte, notemos que si definimos S, : 2 — R como el ntimero de éxitos en
los n ensayos de Bernoulli, es una variable aleatoria (en la notacién anterior S,(w) = k).
Tenemos que:

S, =X1+Xo+...+ X, (3.5)

Nos interesa cudl es la distribucién de probabilidades de S,,, es decir queremos de-
terminar para cada k (con 0 < k < n) cuél es la probabilidad de que S,, tome el valor
k.

Observamos que el evento {S, = k} = {w € Q: S, (w) = k} se compone de las n-uplas
que tienen exactamente k éxitos y n — k fracasos, y que hay exactamente

(4)=

de tales n-uplas, y cada una de ellas tiene probabilidad p*¢®*. En consecuencia la proba-
bilidad del evento S,, = k sera

P{S, =k} = < Z )p’“q”_’“

Esta distribucién de probabilidades se conoce como la distribuciéon binomial, dado
que viene dada por los términos del desarrollo del binomio de Newton:

(p+q" = ki:o ( . >p'“q"_k

Definicion 3.4.1 Sea X : Q — Ny una variable aleatoria con wvalores enteros. Diremos
que X tiene distribucién binomial si:

PLX = K} = b(k,n.p) = ( " ) Pk (3.6)

yP{X=k}=0sik¢{0,1,...,n}. Notacién: X ~ Bi(n,p)

Observacion 3.4.2 Sip =0, tenemos que

1 si k=0
b(k,nap)_{ 0 sz k:l,Q,n ’

mientras que st p = 1 tenemos que

0 si k=0,1,2,...,n—1
b(k,n,p):{ 1 st k=n

Esto estd de acuerdo con la férmula (3.6), definiendo 0° = 1.
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La distribucion binomial con n=20 y p=0.4
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Figura 3.1: La distribucién binomial con n =20 y p = 0,4

Necesitamos calcular la esperanza y la varianza de S,. Para ello utilizamos la repre-
sentacién (3.5) de S, como suma de las variables X;. Notamos que cada X; es de hecho

el indicador del evento “ocurre un éxito en la i-ésima realizacion del experimento”. En
consecuencia:

ElXi]=p, Var(Xi)=pq
Por la linealidad de la esperanza,
E[Sy] = np
y por otro lado, como las X; son variables aleatorias independientes, también se verifica
que
Var(S,,) = npq
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3.5. Convoluciones discretas

Consideramos dos variables aletorias discretas X e Y independientes con valores
enteros. La distribuciones puntuales vienen dadas por las sucesiones

pr = p(k) = P{X = k},q = g(k) = P{Y =k} keZ

que podemos pensar como funciones p,q : Z — R. ;Cudl es la distribucién de X +Y?
Definimos la convolucién discreta de p y ¢ por

(pxq)k)= " > pm)-qn)=>_p(m)- q(k—m)

m,neZ:m+n=k meZ

Si X e Y toman valores naturales con probabilidad 1 (en Ny la férmula se simplifica

k
(pxq)(k) =Y _ p(m) - q(k —m)

m=0

Proposicién 3.5.1 S5i X eY independientes son variables aletorias discretascon valores

enteros, entonces la distribucion puntual de probabilidades de X +Y wviene dada por p x q
es decir

PIX+Y =k} =(pxq)(k)
Prueba:
PIX+Y=kl= >  P{X=mY=n}
m,n:m+n==k
= Z P{X =m} - P{Y = n} por independencia
m,n:m+n==k

— Z p(m) - q(n) = (p*q)(k)

m,n:m+n==k

O

3.6. La aproximacion de Poisson a la distribucién binomial

La aproximacion de Poisson es una aproximacion de la distribucién binomial para el
caso en que k es pequeiio comparado con n y p es también pequefio pero A = np es
moderado.

Empecemos desarrollando el combinatorio que aparece en la distribuciéon binomial:

bk, 1, p) = < Z )pkq"k _ n(n—1)(n — 2}3!. n—k+ 1)pk(1 oyt
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Notamos que en el desarrollo del combinatorio, hay k factores en el numerador. Multipli-
cando y dividiendo por n* queda:

b(k,n,p) = (1—71L> . <1_ z> <1_ k;1> _ (n]f!)k(l—p)”k

Pongamos A = np, entonces

= (-3) () (-5 260

)\ n
lim (1 — ) =
n—-+oo n

deducimos que si k es pequeno en comparacion con n, entonces

Como

N
b(k,n,p) ~ ¢ A

Como formalizacién de esta idea, obtenemos el siguiente teoremas:

Teorema 3.6.1 (Teorema de Poisson) Si k estd fijo, y n — +o0o de modo que A = np

permanece fijo, entonces:

k
-2

Lo que obtuvimos en el limite, es otra distribucién de probabilidades que se utiliza con
frecuencia y se conoce como distribucién de Poisson:

lzmn_>+oob(k, n, p)

Definiciéon 3.6.2 Sea X : Q — Ny una variable aleatoria entera. Diremos que X tiene
distribucion de Poisson de pardmetro X\ > 0, si

Notacion: X ~ P()).

Hay que verificar que efectivamente tenemos una distribuciéon de probabilidades, es

decir que:
o0 o0 )\
1 -
E P{X =k} = E €y = 1
k=0 k=0

pero esto es inmediato, considerando el desarrollo en serie de e?.
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0.16 | e o ]
La distribucion de Poisson con A=6
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012 - .

0.08 - .

probabilidad

0.06 - .

0.04 - ° |

0.02 b ® .

X
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Figura 3.2: La distribucién de Poisson con A = 6.

Vamos a calcular ahora la esperanza y la varianza de la distribucién de Poisson:

0 0 e > )\k-1
_ E _ _ E -\ A § :
k=1 k=1

L e aet =
k=0

Generalizando este truco

o0 o0 k
EX(X-1)]=Y kk-1)-P{X =k} = k(k-1)- eﬂ%
k=0 k=2 ’
ZE_AAQiﬁze_A'AQ'GA:)\Q
2+ (k - 2)!

y por lo tanto:



Notas de Probabilidad y Estadistica - ©2006-2024 Pablo L. De Napoli 62

Var(X) = E[X?]| - E[X]?P = 4+ )X -\ =)

Proposicién 3.6.3 Si X ~ P(\1), Y ~ P(\2) y son independientes, entonces X +Y ~
P()\l + )\2).

Prueba:

k k A )\k—m
(p*q)(k) = Zp(m).q(k_m): 271' oM k2 ' N2
m=0 m=0 ( _m)
1 & k!
—(A1+A2) = : m _yk—m

3.7. El método de las funciones generatrices

En algunas situaciones, el método que expondremos a continuacién resulta de utilidad
para operar con distribuciones de probabilidad discretas. Lo usaremos para obtener de otro
modo la distribucién binomial, y calcular su esperanza y su varianza.

Definicion 3.7.1 Sea X : Q — Ny una variable aleatoria que toma valores enteros. Lla-
mamos funcion generatriz de la distribucion de probabilidades de X a

o0
gx(2) =Y P{X =k}z" (z€C)
k=0
suponiendo que esta serie tenga un radio de convergencia rx > 0 (entonces convergerd
absolutamente en |z| < rx ). Observacién: La notacion gx que usaremos en estas notas,
no es una notacion estindar. >
Notemos que si 0 < |z| < rx,
9x(2) = E[z*]

Cuando z = 0 esta formula es problemdtica si X toma el valor 0. Si usamos la definicion
00 = 1, tiene sentido pues gx(0) = P{X = 0}.

2En clase y en versiones anteriores de estas notas utilicé la notacién fx, pero decidi cambiarla por gx,
ya que en la teoria de probabilidades la notacién fx suele utilizarse para la densidad de probabilidad para
variables aleatorias absolutamente continuas.
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Observaciéon: En virtud de la unicidad del desarrollo en serie de potencias, la distri-
bucién de probabilidades de una variable aleatoria entera estd univocamente determinada
por su funcién generatriz.

Proposicién 3.7.2 Si X e Y son variables aleatorias independientes, entonces:
9x+v(2) = gx(2) - gv (2)
para |z| < min(rx,ry).

Prueba: Como X e Y son independientes, 2X y z¥ son independientes. En consecuencia,
si0< |z <rx:

Ix+y(z) = E[ZXH/] = E[zX : zY] = E[ZX] . E[zY] =gx(2) - gv(z)

Cuando z =0,
Ix+v(0)=P{X+Y =0} =P{X =0,Y =0}
= P{X = 0} . P{Y = 0} = gX(O) . QY(O)
O
Esta proposicién puede generalizarse sin dificultad a varias variables independientes: si
X1,Xo,..., X, son independientes, entonces

IX1+Xo+..+Xn (Z) =0x; (Z) "X, (Z) T gx, (Z)

Aplicaciéon: Otra prueba de que el nimero de éxitos S, en n ensayos de Bernoulli
tiene distribuciéon binomial.

Utilicemos la representaciéon (3.5) de S,, como suma de n variables independientes que
valen 1 con probabilidad p y 0 con probabilidad ¢ = 1 — p. La funcién generatriz de cada
X; es:

gx;(2) =pz+q

y como S, es la suma de las X; y son independientes:
= n
_ n __ k. k n—k
95.() = (= +0) _;< L) (37)

Notemos que la probabilidad de que S,, tome el valor k viene dado por el coeficiente de z*
en gg, . En consecuencia:

Ps,=0 =} )it 0sksn

Las funciones generatrices pueden usarse para calcular esperanzas y varianzas (y mas
generalmente momentos) de variables aleatorias enteras:
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Proposicion 3.7.3 Si la serie que define la funcion generatriz gx tiene radio de conver-
gencia rx > 1, entonces

E(X) = gx(1)
Var(X) = g% (1) + g (1) — g (1)*

Prueba: Como las series de potencia pueden derivarse término a término en el interior de
su disco de convergencia, tenemos que:

gx(z) =D kP{X =k}z"!
k=1

con convergencia absoluta si |z| < rx. En particular si z = 1,
o0
gx(1) =) kP{X =k} = E[X]
k=1
Volviendo a derivar tenemos que
g% (2) =D k(k — 1)P{X = k}z"*

k=2

con convergencia absoluta si |z| < rx, y haciendo z = 1,

g%(1) = 3 k(k— )P{X = k} = BIX(X - 1)] = B[X] - B[X]
k=2

Luego
Var(X) = E[X?] - EIX]* = g% (1) + gk (1) — gk (1)?

O

3.7.1. Calculo de la esperanza y la varianza de la distribucion binomial
(de otra manera)

Sea como antes .S, el nimero de éxitos en n ensayos de Bernoulli. Como vimos antes
gs, (z2) = (pz + q)". En consecuencia, como

g5, (z) =n(pz+ )" 'p

g4, (z) =n(n —1)(pz + q)"*p’
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deducimos que
E[S,] =np

y que:
Var(S,) = n(n — 1)p2 +np—n?p? = —np? +np = np(l — p) = npq

Ejercicio: Si X ~ Bi(n,p) e Y ~ Bi(m,p) y son independientes, entonces X + Y ~
Bi(n +m, p).
3.7.2. Otra aplicacion: otra forma de deducir las propiedades de la dis-

tribucién de Poisson

Si X tiene distribucién de Poisson de parametro A, la funciéon generatriz de su distri-
bucién de probabilidades es:

> Nk 2k
gx(z) = Ze_)‘—kﬂ = e e = M) (3.8)
k=0 ’

Tenemos que
gx(2) = A=Y

gk (z) = A1)

En consecuencia por la proposiciéon 3.7.3, deducimos que:

Var(X) = g"(1) + ¢/(1) = g/(1)2 = X+ A — A2 = \

También podemos dar otra prueba de la proposiciéon 3.6.3, cuyo enunciado recordamos:

Proposicién 3.7.4 Si X ~ P(A1), Y ~ P(A2) y son independientes, entonces X +Y ~
’P()\l + )\2).
Prueba: Por la proposicién 3.7.2,

gx1v(2) = gx(2) - gy (2) = MDA = (ith2)(z-D)

En consecuencia, X +Y ~ P(A; + A\2), ya que la distribucién de probabilidades de X +Y
estd determinada por su funcién generatriz. O
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3.7.3. El teorema de Bernoulli

Imaginemos que realizamos una sucesién ilimitada de ensayos de Bernoulli. Sea f,, =
‘S;L—” la frecuencia de éxitos que obtenemos en los n primeros ensayos. Es intuitivamente
razonable que conforme n — 400, f, tienda a la probabilidad p de obtener un éxito.

Nos gustaria transformar esta idea intuitiva en un teorema matematico. El siguiente
teorema debido a Jacques Bernoulli, y publicado en 1713 en su libro Ars Conjectandi,
constituye una formalizacién de esta idea:

Teorema 3.7.5 (Teorema de J. Bernoulli) Sea f,, la frecuencia de éxitos en los n pri-
meros ensayos de una sucesion ilimitada de ensayos de Bernoulli. Entonces dado cualquier
6 >0,

P{|fn —p| > 6} = 0 conforme n — oo

Prueba: Notemos que E[f,] = p. Luego, por la desigualdad de Chebyshev,

PlIfa—pl > 5y < V)

pero
Var(f,) = Var <5;:l> =M

En consecuencia:
pq

P{|fn—p| >} < 5 0 cuando n — +00 (3.9)
n
O
Una generalizacién del teorema de Bernoulli (que se prueba con el mismo argumento)
es la siguiente, conocida (al igual que a veces el teorema de Bernoulli) como la ley débil de
los grandes niimeros:

Teorema 3.7.6 (Ley débil de los grandes niimeros - caso de variancia finita) Sean
X1, Xo,..., Xn,... una secuencia infinita de variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas, con

ElXil=pn

Var(X;) = 0% < 400

FEntonces si llamamos

— X X o+ X
X, — 1+ X2+ ...+ Xy,

n
y tomamos cualquier § > 0, tenemos que

P{|X,, — u| >3} = 0 cuandon — +oc
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Prueba: Por linealidad de la esperanza, E[X,]| = u, y por otro lado

0.2

Var(X,) = —

n

va que las X; son independientes. La desigualdad de Chebyshev, dice entonces que:

P{|X, —p| >0} < % — 0 cuando n — +00
n
O
Algunas observaciones sobre el teorema de Bernoulli:

= Si bien la prueba del teorema de Bernoulli, resulta muy sencilla hoy en dia, J. Ber-
noulli dice en su libro que estuvo pensando en este teorema durante mas de 20 afios,
lo cual muestra que el resultado no es para nada trivial.

s Como todo teorema matematico, el teorema de Bernoulli no afirma nada sobre la
realidad, es solamente una afirmacién sobre el modelo matematico

(La cuestion de la validez practica de un modelo matemético sélo se puede decidir
sobre bases empiricas, es decir contrastandolo con la experiencia). Sin embargo, po-
demos interpretarlo como una muestra de la consistencia interna de nuestro modelo
matematico.

s La ley débil de los grandes niimeros recibe este nombre, porque, como veremos mas
adelante, existe otro teorema conocido como la ley fuerte de los grandes niimeros,
que afirma que en realidad S,, — p (o X, — ) con probabilidad 1.

(Pero notemos que para darle sentido a la afirmacién de que S,, — p con probabilidad
1, debemos asignar probabilidades a secuencias de infinitos ensayos de Bernoulli, como
en el experimento que consideramos anteriormente de arrojar infinitas veces una
moneda. Esto introduce ciertas dificultades relacionadas con la teoria de la medida,
como por ejemplo que ya no podremos asignarle probabilidad a cualquier parte del
espacio muestral €2, y que por lo tanto debemos restringir el dominio de la funcién
probabilidad a una o-dlgebra de eventos.)

3.8. Ley débil de los grandes nimeros: caso general

La hipétesis de que las variables aleatorias X; tengan varianza finita no es realmente
necesaria para la validez de la ley débil de los grandes niimeros, pudiéndose probar para
variables que tengan solamente esperanza finita, por medio de un método de truncamiento.
Sin embargo, para fijar ideas, hemos optado por enunciarla y demostrarla primero en este
caso en el que la demostracion resulta mas sencilla. Veamos ahora el caso general:
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Teorema 3.8.1 (Ley débil de los grandes niimeros - caso general) Sean X1, Xo,...,X,,...

una secuencia infinita de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas,
con
ElX;] =p < +o0

Entonces si llamamos
Sn=X1+Xo+ ...+ X,

y tomamos cualquier § > 0, tenemos que

"

Prueba: Para simplificar la notacién, notemos que podemos asumir sin pérdida de gene-
ralidad, que

S,
n—u‘>5}—>00uand0n—>+oo
n

E(X;) =0V

(cambiando si no X; por X; — p).

La demostracién en el caso de variancia infinita, se basa en el método de trunca-
miento, que consiste en descomponer X; como suma de dos variables aleatorias. Para cada
k=1,2,... n, escribimos:

Xk:Un,k+Vn,k (]{3:1,2,...,77,) (310)
donde
U . Xk si |Xk]§)\n
k= 0 si |Xg|>Mn
y

)

V. . 0 si |Xk|§>\n
T X, sio | Xe| > An

donde § > 0 es una constante que especificaremos después. Y pongamos:

U,=Up1+Upo+...+Upnn
Vi=Vo1+Vao+...+Vaun
De la desigualdad triangular |S,| < |U,| + |V4|, y de la subaditividad de la probabilidad,
deducimos que:
P{|S,| > dn}
< P{|Up| > on/2} + P{|V,,| > 6n/2} (3.11)

Entonces hemos de probar que cada una de las probabilidades del segundo miembro tiende
a cero cuando n — +oo.
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Comencemos acotando:

P{|U,| > 6n/2}

Observemos que las variables U, j estan acotadas (|U, x| < An) y en consecuencia tienen
segundo momento finito. Mas explicitamente, si llamemos a = E(|X;|), tenemos que

E(Uzk) <nla
En consecuencia las Uy, tienen variancia finita:
Var(Up 1) < E(U2,) < na

Por otra parte las U, j son variables independientes e idénticamente distribuidas (pues
Un i es funcion de Xy, y las X}, eran independientes e idénticamente distribuidas). En
consecuencia:

Var(Up) = Var(Un1 + Una + ... + Unn) = 3 _ Var(Un ) < n’Aa
k=1

Ademas de la definicién de las U, j, deducimos que
E(Ung) =E(Un1)= Y @P{Xi=z}—E(X1)=0
iz >An
conforme n — 4o00. En consecuencia para n > ng(e) seré:
E(U?) = Var(Uy,) + E(U,)? < 2xn’a
y entonces por la desigualdad de Chebyshev, tenemos que:

8al ¢

si elegimos A suficientemente pequeno.
En cuanto al segundo término: obviamente

P{|Va| > dn/2} S P{Vp1+Vao+ ...+ Vo #0}

y como

{Vad + Vaz + - 4 Vo # 0} € [ J{Va # 0}
k=1
tenemos que:

P{|Va| > 6n/2} <> P{Vpy # 0} = nP{V} # 0}
k=1
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ya que las Vj tienen todas la misma distribuciéon de probabilidades. Pero por definicién de
V1, esto dice que

P{|Va| > 6n/2} <nP{|X1| > An}=n Y  P{X; =z}

i)z >An

donde Im(X;) = {z1,22,..., 2y ...}. Deducimos que:

P{|Vi| > on/2) < % S Jasl P{X0 = i}

|; | > n

Dado entonces cualquier € > 0, como la esperanza de X7 es finita por hipétesis, dedu-
cimos que si elegimos n suficientemente grande, digamos si n > ng(¢), tendremos que:

P{|Va| > on/2} < -

(va que las colas de una serie convergente tienden a cero).
Por (3.11), deducimos que:
P{|S,| > on} <e

sin > ng(e). O

3.9. Polinomios de Bernstein: Una prueba del teorema de
Weierstrass

En esta seccion expondremos una prueba del teorema de Weierstrass sobre aproximacion
a funciones continuas por polinomios, debida a S.N. Bernstein:

Teorema 3.9.1 (Weierstrass) Sea f € C[0,1] una funcion continua f : [0,1] — R,
entonces existe una sucesion de polinomios P, (t) tal que P, (t) — f(t) uniformemente para
te[0,1].

En un lenguaje mas moderno, el teorema de Weierstrass dice que los polinomios son
densos en el espacio C[0, 1] de las funciones continuas (con la norma del supremo).

La prueba de S.N. Berstein (1912) [Ber12] de este teorema, consiste en utilizar la dis-
tribucién binomial, para construir explicitamente una sucesién de polinomios que converge
uniformemente a f.

Veamos primero la idea intuitiva de la demostracion: sea p € [0, 1] y sea como antes S,
el nimero de éxitos en n ensayos de Bernoulli con probabilidad p. La ley de los grandes
nimeros afirma que:

S — p (en probabilidad)
n
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y como f es continua es razonable esperar que:

f (f:‘) — f(p)

(De vuelta, esto no es estrictamente cierto para toda sucesién de ensayos de Bernoulli, pero
si vale en probabilidad.) Por lo que esperamos que:

Bl (%)) - e o)

n

Notemos que:

B = |1 ()] - éof (%) .
— kizo < . ) f <:> P —pnt

es un polinomio en la variable p de grado menor o igual que n. Se lo denomina el n-ésimo
polinomio de Bernstein.

Observacién 3.9.2 En esta férmula, debemos interpetar 0° = 1, de acuerdo con la obser-
vacion . Se deduce que By (0) = f(0), Bn(1) = f(1).

La demostraciéon de S.N. Bernstein, consiste en probar que B, (p) — f(p) uniforme-
mente para p € [0, 1] (Los argumentos anteriores no constituyen una prueba rigurosa, pero
explican intuitivamente por qué esta afirmacién es cierta).

De hecho, la demostracion de esta afirmacion se basa en argumentos muy similares a
los que nos llevaron a la prueba del teorema de Bernoulli.

Para la prueba del teorema de Weierstrass utilizaremos, dos propiedades claves de las
funciones continuas en un intervalo cerrado de la recta, a saber:

1. Una funcién continua en un intervalo cerrado de la recta, es acotada: existe una
constante M > 0 tal que:
|f(p)| < MV pelo,1]

2. Una funcién continua en un intervalo cerrado de la recta, es uniformemente continuas:
dadoe > Oexiste § > Otal quesiz,y € [0,1] ysi|z—y| < J, entonces | f(z)—f(y)| < e.

Necesitaremos una acotacién de las colas de la distribucién binomial: de acuerdo a la

desigualdad (3.9):
Sn Pq 1
P|=n - <X o~
{ n p‘>5}_n52_4n52
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.3: Aproximacién a f(z) = |2 — 2| mediante los polinomios de Bernstein.

ya que:
pg=p(l—p) < i\fpe [0,1]
Maés explicitamente podemos escribir esto como:
1
Ik/nz—£>5 ) = Ik/nz—glﬁ e And?
Queremos acotar la diferencia:

Bt~ 10 =3 1 (5 )bt - 109 = nO (%) - 1] o)

n
k=0 k=

72
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pues
> bk, n,p) =1
k=0

(iEs una distribucién de probabilidades!). En consecuencia,

Bup) = F) < 3
k=0

f (i) - f(p)‘ b(k,n,p)

En esta suma separamos dos partes, la suma sobre los k donde |k/n—p| < § (con el § dado
por la continuidad uniforme), y la parte donde |k/n — p| > 0.
La primer parte la acotamos, ficilmente:

D

il /r—p| <5

F(5)-rwprnn s X cbrnm<e

k:|k/n—p|<é

pues los b(k,n,p) suman 1.
La otra parte de la suma la acotamos usando nuestra estimacién de las colas de la
distribucién binomial:?

D

k:|k/n—p|>6

f <§) —f(p)’b(k,n,p) <2M Z b(k,n,p) < % <e

|k/n—p|>6

si n > ng(e). En consecuencia, |B,(p) — f(p)| < 2¢ si n > ng(e), para todo p € [0, 1]. Esto
concluye la prueba del teorema de Weierstrass.

3.10. Otras distribuciones relacionadas con los ensayos de
Bernoulli

3.10.1. Distribucion Geométrica

Supongamos que realizamos una secuencia infinita de ensayos de Bernoulli, con proba-
bilidad de éxito p. Sea T} la cantidad de ensayos que tenemos que realizar hasta obtener el
primer éxito (esto generaliza el ejemplo de la pagina 42 que corresponde al caso p = 1/2.).

Entonces, si T = k significa que los primeros k£ — 1 ensayos fueron fracasos y el k-ésimo
fue un éxito, y como los ensayos son independientes obtenemos como antes que:

P{Ty =k} =¢""p=01-p)*'p

3Si en lugar de utilizar la desigualdad de Chebyshev, utilizamos otra herramienta de probabilidades
conocida como la “teoria de grandes desviaciones”, es posible obtener una acotacién mas precisa del error
de aproximar f por B,. Ver el articulo [GP] citado en la bibliografia
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(y T1 = +o0o con probabilidad cero). Esta distribuciéon se conoce con el nombre de
distribucion geométrica de parametro p.

Notacién: X ~ G|(p) significa que X se distribuye con la distribucién geométrica de
parametro p.

010 @ .
]
0.08 | L] La distribucion geometrica con p=0.1 ]
]
]
]
g 0.06 - ® s
8 .
8
g ]
]
0.04 - ° §
[ ]
]
]
®
0.02 |- ®e .
: °,
®e
®
® s,
®e 0, o
000 L L L L L
0 5 10 15 20 25 30
k

Figura 3.4: La distribucién geométrica con p = 0,1.

Con una cuenta anéloga a la que hicimos antes para el caso p = 1/2 podemos probar
que E[X] = %.

La funcion generatriz de la distribucién de probabilidades de X se obtiene justamente
sumando una serie geométrica:

o
gx(2) =Y ¢ 'pz =
k=1

1
- - Sl < (3.12)
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3.10.2. Distribucién binomial negativa

Mas generalmente podemos considerar la variable T, definida como el nimero de ensayos
que tenemos que realizar hasta obtener r éxitos. Queremos calcular la distribuciéon de 7.
Para ello notamos que,
T, =F1+FEy+ ...+ E,

donde Ey = T1 y E; = ntimero de ensayos que debemos realizar después del éxito j — 1
para obtener el siguiente éxito. Notamos que las variables E; son independientes (ya que
el tiempo que tenemos que esperar para obtener el siguiente éxito después de obtener j — 1
éxitos no depende de cudnto tardamos en obtener j éxitos) y que por la discusién anterior,
cada FE; tiene distribucién geométrica de pardmetro p.

Podemos entonces calcular la distribuciéon de T;. utilizando el método de las funciones
generatrices, ya que por la independencia de las Ej, la funcién generatriz de la distribucién
de probabilidades de T, es:

91,(2) = 98, ()98, (2) -+~ 95, (2) = (1 Zg)f

Por lo tanto, utilizando el desarrollo del binomio (1 — ¢z)™" y haciendo el cambio de
indice k = j +r,

_ r - - i - - r k—r _k

)= 0 ()= > (0, )t

J= =r

En consecuencia,

r

P{T, =k} = ( o
Notamos que:

( —r ): (=) (=r = 1)(=r —2) ... (=1 — (k—7) + 1)

k—r (k—r)!
B er(r+1D)(r+2)...(k—-1)
= (0" (k—7)!
(k—1)!

=0 T =

0t (51

pues (k—1)—(r—1)=k—r.
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Entonces alternativamente podemos escribir:
P{T, =k} = ( I;:i >pqu_7' (k=mrr+1,...)
Notacién: X ~ BN(r,p)

Falta: distribucion hipergeometrica

Distribucion Multinomial

Es una generalizaciéon de la distribucién binomial donde consideramos experimentos
con muchos varios posibles, en lugar de un experimento con sélo dos resultados.

Consideramos un experimento con N resultados posibles, y supongamos que la pro-
babilidad de que ocurra el i-ésimo resultado en una realizaciéon del experimento es p;, de
modo que:

Supongamos que repetimos el experimento n veces en condiciones independientes, y
llamemos X; a la cantidad de veces que ocurre el i-ésimo resultado, de modo que:

Xi+Xo+...+Xn=n

Entonces, la distribucién de probabilidades conjunta de las X; viene dada por:

n!
P{X1 =k, X2 =ko,..., XN = kn} Tl pyps PR (3.13)

" kilksy ...
si k1+ko+...+kny = N (y cero en caso contrario). Notamos que X = (X, Xo,..., Xy)
es un vector aleatorio IN-dimensional.

Notacién: X ~ M(n,p1,p2,...,pN)

Esta distribucién recibe este nombre, debido a su relacion con el desarrollo multinomial:

n! ki k k
n __ 1 2 N
(r1+x2+...+2zy)" = E klle‘”kN!xle...a:N
kpn:k1+kot...+kny=n
0<ki<n
(Tomando x; = p; se ve que las probabilidades en (3.13) suman 1, por lo que se trata

efectivamente de una distribucién de probabilidades).

Una propiedad interesante de la distribucién multinomial es que las distribuciones de
cada una de las X; por separado (distribuciones marginales) son binomiales:
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Proposicién 3.10.1 Si X ~ M(n,p1,p2,...,pN), entonces

Prueba: Por simetria, basta verlo para la distribucién de X;. Si 0 < k; < mn,

P{Xi=k}= Z P{X) =k, Xo=ko,..., XNy =kn}
kniko+...+ky=n—k
0<k;<n
n! - .
B Z mpllp22 ...pNN
kniko+. . Aky=n—kq 1'k2 ... KN!
0<k;<n
n! k1 (n—ki)! 4, o
" Bl k)t AR R 4
kll(n— kl)' kN:kQJr';N—nkl kol... ky! N
0<k;<n
n! oy -
" Ekil(n—kp)! oot 1
kil(n — kyp)! Pyt (p2 +p3 + o)
n! oy .
kil(n — kp)! 1t (1—=p1)

luego
Xl ~ Bl(napl)



Capitulo 4

Distribuciones Continuas

4.1. Variables aleatorias continuas

En este capitulo estudiaremos variables aleatorias no discretas, en particular variables
continuas. La idea béasica es la misma que antes: una variable aleatoria es un ntmero
asociado al resultado de un experimento aleatorio, por lo que serd una funcién X definida
sobre el espacio muestral 2. Nuevamente, hay un requerimiento técnico, derivado del hecho
de que en general no resulta posible asignar probabilidades a todas las partes de €2; a
saber que podamos calcular las probabilidades asociadas a dicha funcién. En el caso de
variables discretas, pediamos que estuvieran definidas las probabilidades de que X tome un
determinado valor. En el caso de variables no discretas, esto no sera suficiente: requeriremos
que podamos calcular la probabilidad de que el valor de X caiga en un intervalo dado de
la recta.

Definicién 4.1.1 Sea (Q2,&, P) un espacio de probabilidad. Una variable aleatoria serd
una funcion X : Q — R = R U {400}, con la siguiente propiedad: para cualquier intervalo
de la recta (a,b] (a,b € R) la preimagen X 1(a,b] = {w € Q:a < X(w) < b} pertenece a
&, es decir estd definida la probabilidad P(X (a,b)) = P{a < X < b} de que X tome un
valor entre a y b.

Observacion: En andlisis real, el concepto anédlogo es el de funcién medible (ver la
seccién 7.2).

Definicién 4.1.2 Diremos que la variable X es (absolutamente) continua si eriste una
funcién integrable* no negativa f : R — R>q tal que

P{a<X§b}—/bf(x)dx

LQuiere decir que en algin sentido sea posible calcular la integral de f sobre un intervalo de la recta. Los
que no conozcan la teoria de la integral de Lebesgue pueden pensar integrable Riemann, los que cursaron
analisis real pueden pensar que es integrable Lebesgue

78
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La funcion f debe verificar que:

/_Zf(:v)d:czl

Se dice que f se distribuye segin la densidad de probabilidades f(x) (o que f es la
densidad de probabilidad de X ). A veces se nota, X ~ f(x).

2

Definicién 4.1.3 Si X : Q — R es una variable aleatoria, su funcion de distribucion® serd

la funcion F : R — R dada por:
Fx(xz) = P{X < x}

Si X es absolutamente continua, y se distribuye segin la densidad f(x) tendremos:

Fy () = / " p) de

Ejemplo 4.1.4 Variables aleatorias discretas: Sea X una variable aleatoria discreta
que toma una sucesion a lo sumo numerable de valores (x;). Entonces, X es una variable
aleatoria de acuerdo a nuestra nueva definicion (es decir, realmente estamos extendiendo
el concepto) ya que:

{we:a< X(w) <b} = U {we: X(w) =ua;}

a<x;<b

Por definicion de variable aleatoria discreta, {w € Q: X(w) = x;} € €, y como siendo
la clase € una o-dlgebra, es cerrada por uniones numerables, deducimos que {w € Q:a <
X(w)<b}ek&.

La funcion de distribucion de X wviene dada por la funcion “en escalera”

FX(x) = Z P{X :xi}

T <x

que tiene un salto de magnitud p; = P{X = x;} en el punto x; (y que es constante en cada
intervalo entre dos x;).

Ejemplo 4.1.5 Volvamos a considerar el experimento de elegir un numero real en el
intervalo [0,1] con distribucion uniforme, que consideramos en la seccion 1.5.2. Sea X el
numero obtenido.
Que lo elegimos con distribucion uniforme significa que para cualquier intervalo I C
[0, 1], postulamos que
P{X eI} =|I|
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Figura 4.1: La funcién de distribuciéon de una variable aleatoria con distribucién uniforme
en el intervalor [0, 1].

donde |I| representa la medida del intervalo.
Entonces la funcion de distribucion de X viene dada por:

0 st <0
Fx(z)=¢ =z st 0<z<1
1 st z>1

X es una variable absolutamente continua con densidad,

]

1 si z€]|0,1
0,1]

fX(fE):{O si zd |0,

Notacién: Notamos X se distribuye uniformemente en el intervalo [0, 1] del siguiente
modo: X ~ U(0,1).

Mas generalmente si [a,b] es un intervalo de la recta, decimos que X tiene distribucion
uniforme en el intervalo [a,b] (Notacion: X ~ U(a,b)) si para cualquier intervalo I C |a, b
la probabilidad de que X pertenezca a I es proporcional a la medida de I, es decir:

1
P{X el}= b| |
En este caso, la funcion de distribucion es:
0 st z<a

Fx(x)=} (z—a)/(b—a) si a<zxz<b
1 st x>0

2También llamada a veces funcién de distribucién acumulada en la literatura.
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y la funcion de densidad es,

Ejemplo 4.1.6 Decimos que X tiene distribucién normal, y lo notaremos X ~ N(u,0?),
st su funcion de densidad de probabilidad viene dada por:

() = — e~ -n?/(20%)

oV 2

donde p, o son dos pardmetros reales con o > 0. El caso p =0, 0 =1, es decir N(0,1), se
conoce como distribucién normal estandar.

1k

0.8

0.6

Figura 4.2: La densidad normal estandar

Si X ~ N(0,1), la funcion de distribucion de X serd la funcion:

X
Fx(a) = - 1% / o~ (t-m?/20%) gy (4.1)

Veremos en el capitulo 12 que la distribucion normal resulta 4til por ejemplo para aprorimar
la distribucion binomial, del nimero S, de éxitos en n ensayos de Bernoulli, cuando el
numero de ensayos es grande. Mds generalmente, se puede usar para aproximar la suma
de muchas variables aleatorias independientes cada una de las cudles hace una pequena
contribucion a la varianza de la suma (Este es el contenido del Teorema del Limite Central
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que veremos en dicho capitulo). Como consecuencia, esta distribucion juega un papel central
en estadistica. Se conoce también como distribucion de Laplace o de Gauss.

Muchas ejemplos de datos reales se ajustan muy bien a esta distribucion. Un ejemplo
clasico es la altura en la poblacién humana [MRR13].
l,

0.8

0.6

Figura 4.3: La funcién de distribuciéon de una variable con distribucién normal estdandar

4.1.1. Propiedades de las funciones de distibucion

El siguiente lema nos dice que propiedades tienen las funciones de distribucion:

Lema 4.1.7 Sea X : Q — R una variable aleatoria y F = Fx su funcion de distribucion.
Entonces F' tiene las siguientes propiedades:

i) 0 < F(x) <1y F es creciente.

it) F es continua por la derecha.

iii) F(xg) — Hmaz%x& F(z) = P{X = x0} En particular, F es continua en x = xo si y
solo si P{X = x0} = 0.

i) Si X es finita con probabilidad 1 (o sea P{X = +oo} =0), entonces:

0, () =0
lim F(z)=1

T—-+00
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Observacion 4.1.8 La propiedad iii) significa que los saltos de una funcion de distribucion
nos indican cuando la probabilidad se concentra en un punto dado xg, y que la magnitud
del salto nos dice cuanta probabilidad se concentra en ese punto x.

Prueba: i) Que 0 < F(z) < 1 es obvio por ser F(z) una probablidad. Si z; < x9 tenemos
que: {X <z} C {X <2}, y en consecuencia F(z1) < F(x2).

ii) Sea xy € R y consideremos una sucesiéon decreciente (z,)nen > To que converja a
xo. Entonces,

{X <wo} = [{X <wa}
nenN

Es la interseccién de una familia decreciente numerable de eventos. Entonces, por las pro-
piedades de continuidad de la probabilidad:

P{X <z} = nBI}_lOO P{X <z,}

Es decir que:
F(zo) = lim F(zy)

n—-+oo

Y como esto vale para toda sucesién (x,) > xg decreciente, que converja a zy deducimos
que:
F(xzo) = lim F(z)

+

Es decir, que F' es continua por la derecha.
iii) Andlogamente, sea g € R y tomemos una sucesién creciente (x,)neny < To que
converja a xg. Ahora tenemos que,

{(X <z} = | J{X <0}

neN

Entonces, aplicando nuevamente las propiedades de continuidad de la probabilidad:
P{X <zo} = ngg_loo P{X <z,}
Es decir que:
Pl{z <z} = ngrfooF(xn)
Como esto valle para toda sucesion (zp,),en < Tp que converja a zg, deducimos que:

lim F(z) = P{X < 20}

T—=T
En consecuencia,

F(xg) — lim F(x) = P{X <x¢} — P{X <0} = P{X =20}

z%xo
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En particular, F' serd continua por la izquierda en xg (y por lo tanto continua en z) siy
sélo si P{X =z} =0.
iv) Es andloga tomando sucesiones crecientes (decrecientes) tales que =, — too. [

Observaciéon 4.1.9 Es posible probar que estas propiedades caracterizan a las funciones
de distribucion, en el sentido de que cualquier funcion F con estas propiedades serd la
funcion de distribucion de alguna variable aleatoria X (ver la seccion 4.4).

Observacién 4.1.10 Es dtil observar que como consecuencia de estas propiedades, los
puntos de discontinuidad de una funcion de distribucion son a lo sumo numerables. (Esto
se prueba observando que para cada k, sélo puede haber a lo sumo k puntos donde el salto
de la funcion de distribucion sea mayor que 1/k).

4.2. Esperanza de variables aleatorias continuas

Consideramos una variable aleatoria continua con una cierta densidad de probabilidad
f que suprondremos continua. Nos interesa definir para esperanza de este tipo de variables.

4.2.1. El caso de variables aleatorias acotadas

Supongamos por simplicidad primero que X toma valores en un cierto intervalo [a, ]
de la recta. Nuestra idea es aproximar X por una variable aleatorias discretas X . Estas
variables vendran asociadas a una particién del intervalo (a, b]

Tia=x0< T <T9<...<Tp=2"0

Dar una particién no es otra cosa que elegir finitos puntos del intervalo en orden cre-
ciente) y elijamos puntos intermedios §; € (x;, x;+1] en cada intervalito de la particién.
Ahora por el teorema del valor medio, existe un punto &; en el intervalo (z;,x;11) tal
que:
F(xiy1) — F(xi) = f(&) - (@it — @)

Podemos entonces, construir una variable aleatoria X, que aproxima a X del siguiente
modo:

X, =&siX e (SCZ', $i+1]

Entonces:
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n—1
BlX] =) & P{X,=&}
=0

n—1
= Z&'P{wi <X < w1}
i=0

n—1

= Zgz (F(xig1) — F(xy))
1=0
n—1

= > &/(E) (i — )
1=0

Entonces cuando la norma de la particién tiende a cero, F[X;| tiende a la integral de

Riemann dada por:
b
/ x- f(z) dz

Esto motiva la siguiente definicién:

Definicion 4.2.1 Sea X una variable aleatoria continua que tome valores en un intervalo
[a,b] de la recta, y tiene una densidad de probabilidad continua f = fx. Entonces

b
B[X] = / - f(@) da (4.2)

Maés generalmente, podemos considerar la variable aleatoria ¢(X) siendo ¢ : R — R
una funcién continua, entonces:

n—1
Elp(Xa)] = ¢(&) - P{Xx = &}
=0

n—1
= Z@(éz) CP{& < X <&}
1=0

n—1 n—1
= (&) (Fxin) = F(z:) = > ¢(&) - (w1 — 21)
=0 =0

Y cuando la particiéon particién w se hace cada vez mas fina, estas sumas convergen a
la integral de Riemman:

/a ' ol@) fla) de
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por lo que conjeturamos conjeturamos que

b
Elp(X)] = / o(z) dF(z) (4.3)

para toda funcién continua ¢ € C|a, b]. Més adelante (seccién 7.6) veremos como se justifica
rigurosamente esta férmula.
En particular,

b
Var(X) = B[(X — p)?] = / (x— w)? df (z)

siendo p = F[X].
Un ejemplo: Si consideramos X una variable con distribucién uniforme en el intervalo
[a, b] entonces su densidad es:

fla) = 5
Con lo que \
M:E(X):/:L‘f(x)dac:a;_b
y
VarX—/b<3:—a+b>2 f(x)dyc—i(b—a)2
/. 2 D)

4.2.2. El caso de variables aleatorias no acotadas

i, Qué sucede si X no es una variable aleatoria acotada? En este caso debemos considerar
integrales impropias, de la forma:

| el) @) ds

—00

Naturalmente definimos esta integral, de la siguiente manera:

> b
/ N o(x) dF (z) = H_g{&m /a o(x) dF ()

El problema es que este limite puede no existir. Si ¢ es no negativa, podemos decir que
siempre existe, pero puede valer +0o. Adoptaremos pues la siguiente definicion.

Definicién 4.2.2 Sea X : Q — R una variable aleatoria continua, y sea f = fx su funcion
de distribucion (que supondremos continua). Diremos que X tiene esperanza finita, o que
X es integrable, si

/OO |z| f(x) dx < 400
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En ese caso, definimos:

BlX] = /Oo v f(z) da (4.4)
Maés generalmente, tenemos la férmula
Elo) = [ o) f(a) do (45)

valida si ~
[ 1ol f@) de <+
—00
analoga a la proposicién 3.2.4. De nuevo, remitimos al lector interesado en una justificaciéon
rigurosa de esta formula a la seccion 7.6.

Ejemplo: Supongamos que X se distribuye segtin la densidad normal N(u,0?). En-
tonces, haciendo el cambio de variable y = *=£, econtramos que

)?/(20%) 4

E[X] = (u+ oy) ey/Qdy

o\/ﬂ/ \/ﬂ/
k- /_oo o dy] vo| g [y ) =

La segunda integral se anula, pues la densidad normal estandar es una funcién parj. Simi-
g
larmente,

) = o h (x — p)? e @/ (20%) g — r /Oo o2y? e V12 dy
g T —00 Vv ™ — 0o

Para calcular esta integral, observamos que:
(e—af/?)’ = (~y)e /2

e integramos por partes, deducimos que:

Var(X

Var(X _GM/ eyQ/Qdy—a

Este ejemplo aclara el significado de los pardmetros de la distribucién normal.

Ejercicio: Se dice que la variable aleatoria tiene distribucién exponencial Exp(\) (don-
de A > 0) cuando su densidad de probabilidad es

Fx (@) = Ae Mg ooy (2) (4.6)

Demostrar que entonces
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1.0 F

Densidad expoencial
con A=1

probabilidad

Figura 4.4: La densidad exponencial con A = 1 (grafico de la funcién exponencial).

4.2.3. Un ejemplo de una variable aleatoria que no es continua ni discreta

Sea X una variable aleatoria con distribucién uniforme en el intervalo [0, 1] y conside-
ramos Y = max(X, 1/2), entonces:

y_[ 12 s X<1/2
1 OX osi X>1/2

Calculemos la funcion de distribucion de Y:
Fy(z)=P{Y <z} =P{X <z A 1/2<uz}

Deducimos que:
P0)=0 si z<1/2
Fy(z)=< P{X<z}=z si 1/2<zx<1
1 si z>1
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0.8

0.6

0.4

0.2

Figura 4.5: La funcién de distribucién Fy en este ejemplo

Deducimos que Y no es una variable discreta ya que Fy no es una funcién escalera, y
que tampoco Y es una variable absolutamente continua ya que Fy no es continua.

Podemos caluclar calcular la esperanza de Y considerando, la funciéon de variable real
o(x) = max(x,1/2) y utilizar la férmula para E[p(X)]:

1 1/2 1 1 3 5
E[cp(X)]:/ méx(z,1/2) dx:/ 1/2dx+/ rdr=—+-=2
0 0 1/2 48 8

Ejercicio: Supongamos que Z = min(X,1/2) donde X tiene distribucién uniforme en
[0, 1]. Determinar la funcién de distribucién Fy y la esperanza E(Z).

4.3. Cambios de variables unidimensionales

Consideremos primero un cambio de variable de la forma ¥ = ¢(X) donde ¢ : R — R
es una funcién biyectiva y estrictamente creciente.
Entonces podemos facilmente relacionar las funciones de distribucién de X e Y

Fy(y) = P{Y <y} = P{p(X) <y}
=P{X <o '(YV)(y)}
= Fx(¢ '(y)) (4.7)
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En particular (derivando con la regla de la cadena), se deduce que si X admite una
densidad de probabilidad fx de clase C'!, vemos que Y se distribuye segtin la densidad:

fr) = fxe W) ') (4.8)

Ejemplo 4.3.1 Supongamos que X ~ N(u,0?) y hagamos un cambio de variable lineal,
Y =aX +0b cona > 0. Esto corresponde a elegir
y—2>b

a

o(x) =ar+b= go_l(y) =

Entonces segin la formula (4.8), tenemos que

i = atx (150

a

En particular en este ejemplo:

y=b _ ) 2
Fry) = —2 (" - ») ! exp{_(y—(au+b))}

exp { — =
ao\/ 2w P 202 ao\/ 2w 2(ao)?

Concluimos que Y ~ N(au + b, a?c?).

Ejemplo 4.3.2 (La distribucién log-normal) Supongamos que X ~ N(u,c?). ;Cudl
es la distribucion de Y = eX 2. Tomamos o(z) = %, ¢ : R — Rsq es biyectiva y su inversa
es o 1 (y) = logy. ¢~ : Ryg — R. Recordamos que

o) = Il W) (o= 1) () = —

mfx(x) donde x = ¢~ (y)

Como p(z) = e'°8Y =y, encontramos que

1 Iny — p)?
i) = — e (<) o0

Esta distribucion se llama asi porque si Y tiene distribucion log-normal, entonces
log Y = X tiene distribucion normal.

Observacion 4.3.3 Como otra aplicacion, podemos dar una justificacion rigurosa de la
formula (4.5) para el caso en que ¢ : R — R es biyectiva y estrictamente creciente. En
efecto, en este caso, y llamamos Y = ¢(X), haciendo el cambio de variable y = o(x) en la
integral de Stieltjes y teniendo en cuenta que entonces Fy (y) = Fx(x) por 4.7, obtenemos
que:

By) = [ Ty dFy () = / " o) dFx ()

—00 —0o0
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La situaciéon es bastante méas compleja si admitimos cambios de variables que no son
monotonos o biyectivos.

Consideremos por ejemplo el cambio de variable Y = X?2. Entonces para y > 0 tenemos
que:

Fy(y) = P{X* <y} =P{X| < Vy} =P{-Vy< X <y} =
PIX <y} - P{Z <=y} = Fx(Vy) = Fx(=vy )

mientras que claramente Fy(y) = 0si y < 0.
En particular si X es una variable absolutamente continua con densidad fx, encontra-
mos (derivando como antes) que:

fr(y) fx(Vy) + Ix(=vy)] (y>0) (4.9)

_ b
=37
4.4. Simulacion de variables aleatorias

Una aplicaciéon importante de los cambios de variables es la simulacion de distribuciones
de probabilidad. En general, una computadora sabe generar niimeros pseudo-aleatorios,
que simulan la distribucién uniforme en el intervalo [0, 1]. Si queremos generar a partir de
ellos niimeros pseudo-aleatorios que simulen la distribucién F', se nos plantea el problema
siguiente

Dada una funcién de distribuciéon F : R — [0, 1] (con las propiedades del lema
4.1.7) y si X ~ U(0,1), jcémo .podemos obtener otra variable aleatoria con
distribucién F' 7

Conforme a la férmula 4.7, si ' es continua (sin saltos) y estrictamente creciente,
podemos tomar Y = F~'(X) donde F~! denota la inversa de F. Cuando F no cumple
estas hipotesis, es posible hacer lo mismo, pero considerando la inversa generalizada de
F' definida por

F~Yy) =min{zr € R: F(z) >y}

En efecto,
Fy(y) = P{Y <y} = P{F(X) <y} = P{X < F(y)} = F(y)

ya que para x,y € R,
< Fy) & Fi(z) <y

[ ver [EH13, propoisicén 2.3, (5)]]
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Ejemplo 4.4.1 Supongamos que queremos simular la distribucion exponencial de pardme-
tro \ a partir de la distribucion uniforme. Integrando (4.6), encontramos que siY ~ Exp()\),

0 st y<O
Fy(y):{l_ew si y>0

Para calcular F;l(x) debemos resolver la ecuacion
l—e™=2 zc(0,1)
Obtenenos que

_ log(1 —z)

eMN=1-ze-Ay=log(l—z)ey= 3

Deducimos que si
log(l1 — X
X ~U0,1) =y = —g(A) ~ Exp(\)

En el sisguiente programa en Python 3, realizamos una simulacion de la distribucion
expoencial a partir de la distribucion uniforme utilizando esta formula. Para comprobar
que esta simulacion funciona, dibujamos el histograma de los datos generados, y lo com-
paramos con la funcion de densidad de probabilidad.

import numpy as np

_lambda=3
X= np.random.random( 10000 )
Y= -np.log(1-X)/_lambda

from matplotlib import pyplot as plt

ax = plt.gca()
ax.set_ylim(0,3)
plt.hist(Y,bins=50,density=True)

import scipy.stats

x=np.linspace(0.1,2)
y=scipy.stats.expon(scale=1/_lambda).pdf(x)
plt.plot(x,y,color="red")

plt.show()

4.5. Suma de variables aleatorias independientes

Nuestro siguiente objetivo serd extender a variables no discretas la nocién de indepen-
dencia:
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Figura 4.6: Simulacién de la distribucién exponencial

Definicion 4.5.1 Dos variables aleatorias X e Y se dicen independientes, cuando para
todo a < b y todo ¢ < d los eventos {X € (a,b]} e{Y € (¢,d]} son independientes. Es decir
(en virtud de la definicion de eventos independientes), si vale que:

Pla< X <be<Y <d}=Pla< X <b} -Ple<Y <d}

Lema 4.5.2 Sean X eY variables aleatorias independientes con funciones de distribucion
Fx y Fy. Entonces Z = X +Y tiene la funcion de distribucion

Fy(z) = / T Fy(s — ) dFy (2)

—0o0

Prueba: Aproximamos X por una variable aleatoria discreta X,.. Suponemos primero que
X estd concentrada en un intervalo (a, b] y y consideramos una particién 7 : 29 = a < x1 <
... < xy, =bde (a,b] con puntos marcados & € (rx_1,xg]. Definimos

Xo =& si X € (zp, 2py1]
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Sea Z,=X,+Y.
Fy (2)=P{Z, <z} =P{X,+Y <z}

= P{Xr+Y <2/Xp =G} P{X, = &)
k

:ZP{Ygz—fsz}'P{Xw:fk}

%
:ZFY 2 — &) Plog < X < apyq}
_ZFy 2= &) - [Fx(xpe1) — Fx(a)]

Esta es una suma de Riemann-Stieltjes y en el limite se obtiene el enunciado. O
Derivando obtenemos:

Corolario 4.5.3 Sean X e Y wariables aleatorias independientes. Si X es una variable
continua con densidad fx yY es una variable aleatoria cualquiera con funcion distribucion
Fy entonces Z = X +Y es una variable continua con densidad

z) = /_00 fx(z —x) dFy(z)

Definiciéon 4.5.4 Sean f,g : R — R funciones integrables. Definimos su convolucién
f * g de la siguiente manera:

e = [ rala—na
Algunas Observaciones sobre la convolucion:

1. La convolucién es conmutativas:

fxg=gx*f

También es posible probar que es asociativa:
(fxg)xh=Ffx(gxh)
2. Si f y g son densidades de probabilidad, entonces f * g también lo es.

3. Si f y g estdn soportadas en la semirrecta [0, +00) (es decir: f(t) = g(t) =0sit < 0),

entonces:
/ f(t) glz —1)
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Corolario 4.5.5 Sean X e Y wariables aleatorias independientes. Si X es una variable
continua con densidad fx yY es una variable aleatoria continua con densidad fy entonces
Z =X +Y es una variable continua con densidad dada por la convolucion fx * fy:

J2(2) = /_OO fx(z— ) - fr(y) dy

4.5.1. Suma de variables normales independientes

Proposicién 4.5.6 Si X ~ N(0,0%) e Y ~ N(0,03) son variables aleatorias independien-
tes, entonces X +Y ~ N(0,0% + 02)

Prueba: Aplicamos el corolario 4.5.5 con

1 2 2 1 2 2
= —z%/(207) - = —2*/(20%)
f@ = o) = e

Entonces X ~ f * g, donde

* 1 —t2/(20%) 1 —(z—t)?/(203)
(f * g)(a:) /OO o1V 2T ¢ ooV 2T ©

1 &0 1
= Gioa2n /_OO exp{—2A(:c,t)} dt

donde ) )
t —1
Az, t) == — + M
07 )

Trabajemos con esta expresién, buscando completar el cuadrado:

2 2% —2ut +t?
A(ZL‘,t) = 3 + Y,
01 03
el 2at ?
- \o} 03) o3 o3
_ o? 20t x?

siendo 02 = 0% + 03.Luego
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Y completando entonces el cuadrado:

2 2\ 2 4

g g g

Az, t) = — 3 t—x—é —1:2—}1
0'10'2 g g

0 sea:
2 2\ 2 1 2
1 0] 2
Az, t) = salt—25 ) t| = 55 | T
o105 o o5 0%0%
Pero
1 U% o 0'% a% 1
03 o203 o202 o202 o2

Con lo que nos queda finalmente que

2 2\ 2
1
Al t) = 50— (t—x%) + —a’

0103

Sustituyendo

(f*9)(a) = — ) 7 (-2
xqg)(z) = exp | —— expl ———— [t —z—=
g 01092T P 202 ) J_o P 20302 o

Sélo nos falta pues calcular la integral,

00 2 2\ 2
I(z) = / exp —% <t - x%) dt
o 20705 o

pero haciendo el cambio de variable

ot
u:t—ac—2
o

vemos que no depende en realidad de x, y es

s 0o o2 9 J
0= [ oo

Y haciendo un ultimo cambio de variable

u
0102

96
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nos queda que

g g

o] 2
I(x) = 9192 / exp{—UQ} dv = V21 9192

Reemplazando nos queda que

X4Y ~ (o)) = e ()

Es decir, que X +Y ~ N(0,0?). O

Nota: Otra manera de demostrar este resultado sin hacer tantas cuentas aparece en
[Eis]. Es una demostracién muy corta y elegante, pero utiliza las ideas del capitulo siguiente.

4.6. Las Distribuciones Gama

Definicion 4.6.1 Definimos la funcion gama de FEuler por
MNa) = / e dx (a > 0) (4.10)
0

Introducimos también la funcion Beta de Euler (intimamente relacionada con la funcion
gama), definida para ai,as > 0 por

1
B(a,ag) = / (1 —w)r 1t ye2l gy
0

4.6.1. Analisis de la convergencia de la integral que define la funcién
gama

Para analizar la convergencia de la integral, la partimos en el 1

00 1 e’}
/ 2 e dy = / 2 e dx —i—/ 2 e ™ dx
0 0 1

Cuando = < 1, acotamos usando e™* < 1,

1 1 1
1
/ 2T dp < / 2% tdxr = lim 2 lde==sia>0
0 0

r—0 /,. «

(esta integral es impropia cuando a < 1 pero converge).
Por otra parte para x > 0 y cualquier k € N vale la acotacion,
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Luego si 0 < o < k tenemos

/ 87 e T dr < / [ — dr = k!/ [ AR
1 1 X 1 k —

Como para cada a > 0 podemos elegir un k£ de modo que a < k, deducimos que la integral
converge para todo a > 0.

Incluso serfa posible considerar valores complejos de «, siempre que Re(a) > 0, pero
para los fines de esta materia nos bastara considerar valores reales de .

4.6.2. Propiedades de la funcion gama

Proposicion 4.6.2 La funcion gamma tiene las siguientes propiedades:
1. T(1) =1
2. T'a+1) =al(a)

3. T'(k) = (k — 1)! (En consecuencia, la funcién gama puede pensarse como una gene-
ralizacion del factorial a valores no enteros de la variable).

4 T(1/2) = V7

Prueba:
La propiedad 1) es inmediata de la definicién:

oo R
ra) = / e Pdr= lim e®dr= lim 1—-e =1
0 R—+00 Jg R—+o00

La propiedad 2) se prueba integrando por partes:

R
MNa+1)= lim % e " dx
R— 400 r
r—0+
R
= lim 2% (—e ") dx
R—+o0 r
r—0+

R
, _z|R _
= lim — z% x‘o —i—/ (%) e dx
R— 400 r
r—0-+

R— 400
r—0+

o0
= a/ 2 e ™ dx
0

= al'(«)

R
= lim —R% 4o +/ az® e dx
'
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La propiedad 3) I'(k) = (k — 1)! se deduce entonces de las propiedades 1) y 2) por
induccién
Si k =1 ya vimos que vale. El paso inductivo es:
(k+1)=kI'(k) =k(k—1)!=E!

La propiedad 4) sale con un cambio de variable: z = y? = y = /z,dr = 2ydy

oo o0 1 oo
F(1/2):/0 a2 e dy :/0 ;e*yz 2ydy:2/0 e Vdy =7

4.6.3. Las distribuciones gama

La funcién gama nos sera tutil para definir una familia de distribuciones de probabili-
dad?:

Definicién 4.6.3 Decimos que X se distribuye segin la distribucion gama I'(a, \) (siendo
a, A\ > 0) si su funcion de densidad de probabilidad es:

A” a—1 —Ax
faa(z) = oK P e Mg ooy (7) (4.11)
Observacion 4.6.4 Haciendo el cambio de variable y = Az en (4.10), tenemos que
F (o)
(a) :/ yafl 67)\y dy (412)
A 0

Se deduce que (4.11) es efectivamente una densidad de probabilidades. Mds ain esta formula
permite calcular facilmente los momentos de las distribuciones gama: si X ~ T'(a, N),
entonces

,uk(X) _ E(Xk) — F)(‘Z) Am l,a—l—k—l e—)\z dr
_Tla+k) ala+1)---(a+k)
T T(a)\ AR

En particular, la esperanza y la variancia de la distribucion gama son

«

B(X) = (X) = (4.13)
y
Var(X) = B(X?) - B(X)? = O‘(O‘;D - (%)2 - % (4.14)

3También tiene importantes aplicaciones en otras ramas de la matemética como la teorfa de nimeros, y
aparece en numerosas férmulas como la del volumen de una bola n-dimensional.
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0.200 7 La distribucion gama con @=5,,A=1

0.175 7 esperanza o media=5.
0.150 | mediana =4.670908882795985
- méaximo de f = 0.19537
£ 0125
z moda (donde se alcanza)= 4.
= 0.100
o
&

0.075 4

0.050 4

0.025 4

0.000

Figura 4.7: Un ejemplo de una densidad gama y algunos de sus parametros.

Calculo de los momentos de las distribuciones gama

= T

I(a) [(a) Matn — T(a)\n

E(Xn) _/ " A a—le—Ax dr = A F(a+n) P(a+n)
0

En particular

_TPla+1) «
EE=Tam —x

_ CTa+2) o ala+l) o a
Var(X)_E(XQ)—E(X)Q_W—F_T_F_ﬁ

Suma de variables independientes con distribucién gama
Lema 4.6.5 Si X ~ I'(a1,), Y ~ I'(ag, \) y son independientes, entonces X +Y ~
F(Oél + ao, )\)

Prueba: Segin el corolario 4.5.5, X +Y ~ f,, x* fa,.n. Hemos de calcular esta convolucién:

Ao

Aaz
Fap)

o1t T F(a2)
~ S () (-0t

En esta integral hacemos el cambio de variable u = t/x (0 < z < 1). Entonces:

—t)al_l e—)\(m—t) to2—1 —at gy

(Fan # Jog) () = /0 '
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)\Oél-i-az

s </01(g;—xu)al—1 ()22 xdu) A

— A ez :1:061+042*1 </1(1 . u)alfl uazfl du> ef)\ac
I'(o1)T(a2) 0

\o1taz n 1 A\
= ————— B(aj,ay) g T*? 7 M
Dlar)T(az) ~\1 7
Notamos que esta es salvo la constante, la densidad gama f,,+a,,1, Pero como la con-
volucion de dos densidades de probabilidad es una densidad de probabilidad, y hay una

unica constante que hace que la integral sobre (0, +o00) dé 1 deducimos que:

(fal,)\ * fozg,)\)(SU) =

fal)\ * fa2,>\ = fa1,a2,)\ (4.15)
Como subproducto de la demostracion obtenemos que:

)\a1+a2 B /\a1+a2
F(al)r(ag) (041,042) - F(Ozl + 042)

I'(a)T(a2)
F(al + 012)

0 sea
B(ai,ag) =

4.7. Las distribuciones Beta

La funcién beta también puede usarse para definir una familia de distribuciones: las
distribuciones beta. Diremos que X ~ [(aq, az) si se distribuye segin la densidad:

1
fx(z) = Blor.on)

Podemos preuntarnos jcuanto valen la esperanza y la varianza de X7 Més generalmente,
podemos calcular los momentos de X.

i = E[X*] = Elp(X) k € N

2 (1 —2)* 7 Iy (2)

donde () = z*. Entonces usando la ecuacién funcional para la funcién gama:

1 1 _ _ Blag + k,as
B = B(au, a2) /0 oo (L2 da B 59(041700) |
F(Oq + k)l“(az) F(Oél + 052)
T(ay +k+as) T(a)l(az)
k)

. _H ap+r
(a1 + ag)®) bartaz+r
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densidad de probabilidad

— 1 =0.50:=0.5
—_— m=5,0=1
—_— i =1l,a:=3

— m=2,0:=5

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.8: Las densidades beta

102
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donde
¥ =a. (a+1)-...-(a+k—1)

se llama el simbolo de Pochhammer.
En particular, para k£ = 1 vemos que la esperanza vale,

E[X] =

aq
a1 + Qg

y el momento de segundo orden:

aj(a+1)

E[X2] - (a1 +ag) - (a1 +ag+1)

Finalmente
Q1o

B 21 2 _
Var(X) = E[X"] - E[X]" = (o + a2)? (a1 + ag + 1)

4.8. La Distribucion Exponencial y la propiedad de Falta de
Memoria

La distribucién exponencial (4.6) es un modelo muy 1til para distintos procesos: llama-
das que llegan a una central telefénica, tiempo de duracién de una lampara, desintegracion
radiactiva, etc.

Por ejemplo, para fijar ideas, consideremos la desintegracién radiactiva de un atomo.
La hipétesis fundamental que haremos para describir este fenémeno, es la propiedad de
“falta de memoria” que establece que la probabilidad de que un 4tomo se desintegre en
un intervalo de tiempo de longitud At sélo depende de la longitud del intervalo y es
independiente de la historia anterior del material.

Podemos describir con mas precision esta propiedad de la siguiente manera: Si llamamos
T al tiempo en el que el &tomo se desintegra, T' es una variable aleatoria. La probabilidad
condicional de que el dtomo se desintegre en el intervalo (¢, ty + At] sabiendo que no se
ha desintegrado atin en tiempo t = tp, es igual a la probabilidad de que se desintegre en el
intervalo (0, At]:

P{T > to+ At/T > to} = P{T > At}
Por definicién de probabilidad condicional, esto significa que:
P{t <T < t+ At}

P{T >t}

Llammemos F' a la funcién de distribucién de T, y sea G(t) = 1 — F'(t). Entonces, esta
igualdad establece que:

= P{T > At}
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G(t+ At) = G(t)G(At)
Necesitaremos el siguiente lema:

Lema 4.8.1 Sea G : R>o = R>g una funcion continua que satisface que:
G(t+s)=G(t)G(s)

Entonces: G(t) = G(0)a, siendo a = G(1) .

Volviendo a nuestro problema de la desintegracién radiactiva, si ponemos G(1) = e™*

(suponiendo G(0) # 0), y observamos que G(0) = 1 pues T' > 0 (El d4tomo no se desintegrd
aun en t = 0), obtenemos que:

G(t)=e M
Por consiguiente la funcién de distribuciéon de T es:
F(t)=1—e
y derivando vemos que su densidad es
ft)=xe M (t>0)

Decimos que la variable continua 7' se distribuye segtiin la densidad exponencial de
pardmetro A > 0, Exp()), que introdujimos en (4.6).

Supongamos ahora que tenemos un material radiactivo formado inicialmente por un
gran numero de dtomos Ny, y llamemos N (t) a la cantidad de dtomos no desintegrados
hasta el instante ¢. Hagamos la hipétesis de que las desintegraciones de los distintos atomos
son independientes. Podemos pensar que son ensayos de Bernoulli, entonces por la ley de
los grandes nimeros

N(t)
— = P{T >t
No (T > to}
y deducimos que:
N(t) = Nye M (4.16)

Esta expresiéon se conoce como la ley de desintegracion radiactiva de Rutherford-Soddy
(1902). El valor de la constante A depende de la sustancia.

Se define semivida o periodo de semi-desintegracion T /; el tiempo en que una muestra
de material radiactivo tarda en reducirse a la mitad. De la férmula (4.16), se deduce que

log 2
A

Ty =
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La siguiente tabla muestra por ejemplo los periodos de semi-desintegraciéon de algunos
isétopos radiactivos:

Isétopo T1 /o

Berilio-8 10~ 165
Polonio-213 | 4210~ %5
Aluminio-28 | 2.25 min
Yodo-131 8 dias
Estroncio-90 | 28 anos
Radio-226 1600 anos
Carbono-14 | 5730 anos
Rubidio-87 | 5,7 x 100 afios

Observaciéon 4.8.2 Entre las distribuciones discretas, la propiedad de falta de memoria
es caracteristica de la distribucion geométrica, que puede entonces considerarse como el
andlogo discreto de la distribucion exponencial.

4.8.1. Tiempos de espera y procesos de Poisson

Llamemos T; al tiempo en que ocurre la iésima densintegracién radiactiva, de modo
que:

Ti<Th<...<T,

(Podemos suponer para simplificar que no hay dos desintegraciones simulténeas, ya que
la probabilidad de que ello ocurra es despreciable). Notemos que:

Tn:T1+(T2—T1)—|—(T3—Tg)—l—...—l—(Tn—Tn_l)

Las variables Ty — Tj_1 representan el tiempo entre la (k — 1)-ésima desintegracién y
la k-ésima desintegracion. Por la discusién anterior (y la propiedad de falta de memoria),
Ty, —T)—1 tiene distribucién exponencial de parametro A > 0 (donde A > 0 es una constante
que depende del material que estamos considerando).

Por otra parte, si suponemos que el tiempo que un dtomo tarda en desintegrarse es
independiente de lo que tardan los demas, las Ty41 — T} seran variables aleatorias in-
dependientes. Entonces la variable T, serd dada por una suma de n variables aleatorias
independientes, todas con distribucién exponencial de parametro .

Como Exp(A) = I'(1, \), deducimos que T, tiene distribucién I'(n, ), es decir que se
distribuye segtn la densidad g, (t) dada por:

(1) = T{”l)! tnle= M & >0
Int) = 0 si t<0
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Llamemos D(t) al ntimero de desintegraciones en el intervalo [0, ¢]. Entonces
D(tp) =nsiysélosiT, <ty<Tht+1

Deducimos que:
{D(to) = n} = {Tn < tO} - {Tn—l—l < tO}

En consecuencia,

P{D(ty) = n} = P{Ty < to} — P{Tsr < to} = /Oto gn(t) dt — /Oto s (8) dt

Integrando por partes, tenemos que:

to to Antl
/ gn+1(t) dt = / — t"e N di
0 0 n.

NGE! et to to . —\t
= " — = nt"” dt
n! (=M lo /0 (=A)
)\n+1 e—)fto to )\n—l—l 6—>\t
=t —0— " at
nl () /0 T Y

A7 to A"
=T tpe Mo 4 B Ll
A"

to
==t e Mo +/ gn(t) dt
n: 0

En definitiva concluimos que la distribucién del ntimero de desintegraciones viene dada
por una distribucién de Poisson (proceso de Poisson):

Atg)"
P{D(ty) =n} = <n') e Mo

Como dijimos al comienzo de la seccién, aunque hemos presentado la distribucién expo-
nencial y este calculo de los tiempos de espera como modelo de la desintegracién radiactiva,
este mismo modelo se puede aplicar a otros procesos donde la hipotesis de falta de memo-
ria resulte razonable como por ejemplo la llegada de eventos a un servidor informatico, o
los siniestros en una compania de seguros. Esto explica la utilizaciéon de las distribuciones
exponencial y de Poisson en muchas aplicaciones de las probabilides.
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4.9. Algunas densidades ttiles en estadistica

4.9.1. Las densidades y?

En esta seccién veremos algunas densidades que resultan especialmente ttiles en esta-
distica. Nos proporcionaran ejemplos interesantes de las técnicas de cambio de variables.

Sea X ~ N(0,1) una variable aleatoria con distribucién normal estandar. Utilizando la
formula (4.9), encontramos que Y = X? se distribuye segtin la densidad

fy(y) = 2\1@ [fx(VY) + fx(=/v)] = 2\1@ \/12?6—31/2 + \/12?6—1//2
Fr(y) = ——y V22 (y > 0)

Ver

Esta densidad se conoce como la densidad x? (“ji-cuadrado”] con un grado de libertad
[abreviada x? ]. Comparando con (4.11), y utilizando que I'(1/2) = /7, vemos que coincide
con la densidad I' (%, %)

Sean ahora X7, Xo, ..., X, variables aleatorias independientes con distribucién normal
estandar, y consideremos la variable aleatoria

Zn=X}+X3+... +X2

jcudl es la distribucién de Z,, 7 Por lo anterior cada una de las X; se distribuye segin la

densidad X% =T (%, %), y la densidad de Z serd (por la independencia) la convolucién de
la densidad I’ (%, %) n veces con sigo misma, que por el lema 4.6.5 da la densidad I" (%, %)
Es decir, que la densidad de Z,, sera

n/2
fz,(2) = %x”ﬂ_le_xm (x >0) (4.17)

Esta densidad se conoce como densidad x? con n grados de libertad [abreviada x? |. Las
formulas (4.13) y (4.14) nos dicen que si Z ~ x2, entonces

E|Z,)=n, Var|Z,]=2n

4.9.2. Las densidades Y,

Si consideramos el vector aleatorio X = (X1, Xa,...,X,) con las X; ~ N(0,1) inde-

pendientes,
Zy = ||X|| =vY,
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Esta distribucion se lllama y,. Con n = 3 esta distribucién aparece en fisica, como
la distribucién de Maxwell-Boltzmann, que es la distribucién de probabilidad de las
velocidades de un gas asociada a la estadistica de Maxwell-Boltzmann para dicho sistema.

3 —muv?
f(v) =4nm <72 W;T) > v2e2RT
T

donde m es la masa de la particula, T es la temperatura absoluta y k es una constante

(constante de Boltzmann).
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Capitulo 5

Vectores Aleatorios

5.1. Vectores Aleatorios

Las ideas anteriores sobre variables aleatorias continuas, pueden generalizarse para
considerar vectores aleatorios.

Definicién 5.1.1 Sea (2, &, P) un espacio de probabilidad. Un vector aleatorio n-diemensional
es una funcion X : Q@ — R™ con la propiedad de que si I = (ay,b1] X (ag,ba] X ... X (an, by]

es un intervalo de R™ entonces X H(I) = {w € Q: X(w) €} € €, es decir estd definida la
probabilidad P{X € I} de que X pertenezca a I.

Obsevacion: Dar un vector aleatorio n-dimensional es equivalente a dar n variables
aleatorias X1, Xo,..., X,.

Ejemplos de vectores aleatorios:

1. Un ejemplo de vector aleatorio discreto es el que consideramos al describir la distri-
bucién multinomial (ver pégina 76).

2. Distribucién uniforme en un conjunto A C R” de medida positiva: si A es un conjunto
de R™ de medida positiva y X es un vector aleatorio n-dimensional, decimos que X
se distribuye uniformemente en A si X pertenece a A con probabilidad 1, y si

m(B)
P{XeB}=——= VBCA
{ } m(A)
En esta definicién A y B pueden ser conjuntos medibles Lebesgue cualesquiera, y
m(A) denota la medida de Lebesgue de A (Quienes no hayan cursado anélisis real,
pueden pensar que A y B son conjuntos para los que tenga sentido calcular la medida
de A, por ejemplo que A y B son abiertos de R? y m(A) representa el drea de A).

110
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3. Sea f: R™ — R una funcién integrable tal que 0 < f(z) <1,y

flx)dx=1
Rn

Decimos que el vector X se distribuye segun la densidad conjunta f(z) si para
cualquier conjunto medible A C R™, tenemos que:

P{X € A} = /Af(x) do

(De nuevo, quienes no hayan cursado andlisis real pueden pensar que f es integrable
en el sentido de Riemann, y A es cualquier abierto de R™).

4. Por ejemplo, una posible generalizacién de la distribucion normal a dos dimensiones
(normal bi-variada), se obtiene especificando que el vector (X, Y") se distribuye segin
la densidad conjunta:

fay) = —e @2 L 2 1 2 (5.1)

e
2T v 2 V2T

Veremos mas adelante que esta densidad corresponde al caso especial de dos variables
aleatorias independientes con esperanza 0 y esperanza 1. Mas generalmente, decimos
que el vector aleatorio X tiene distribucién normal multivariada si se distribuye
segin una densidad de la forma:

f(@) = 1

donde ¢(z) = ' Az es una forma cuadratica definida positiva, y ¢ es una constante
elegida de modo que la integral de f sobre todo R™ dé 1. Mas adelante volveremos
sobre este concepto.

La nocién de funcién de distribucion puede generalizarse a vectores aleatorios.

Definicion 5.1.2 Si X : Q — R"™ es un vector aleatorio, su funciéon de distribucién
conjunta es la funcion F : R” — R dada por:

F({Bl,(L‘Q,...,J}n> ZP{Xl SCI}I,XQ S.%’Q,...,Xn S(L‘n}

Por ejemplo, si X es un vector aleatorio bidimensional que se distribuye segtin la den-
sidad conjunta f(z), entonces su funcién de distribucién conjunta es:

1 T2 Tn
F(xl,xg,...,xn):/ / / f(.’il,iﬁz,...,i‘n)d.flde dii‘n
—00 J —00 —00
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0.159

0.080

3.0

Figura 5.1: La funcién de densidad normal bivariada (para dos variables independientes
con esperanza 0 y esperanza 1) dada por la ecuacién (5.1).

La nocién de funcién de distribucién resulta mas complicada que en el caso de variables
aleatorias unidimensionales. En el caso unidimensional, la probabilidad de que la variable
X tome un valor en el intervalo (a, b] viene dada, en términos de la funcién de distribucién
Fx, por:

P{X € (a,b]} = P{X < b} — P{X < a} = Fx(b) — Fx(a)

En cambio si (X,Y’) es un vector aleatorio con funcién de distribucién conjunta F', y
R = (a,b] x (¢, d] es un rectangulo (semiabierto) en R?, la probabilidad de que (X,Y) tome
un valor en R es (por la féormula de inclusiones y exclusiones):

P{X,Y)eR}=P{X <bY <d} - P{X <a,Y <d}
—P{X <bY <c}+P{X <aY <c}

Es decir que:
P{(X,Y) € R} = F(b,d) — F(a,d) — F(b,c) + F(a,c) :== AF(R) (5.2)

(Esta cantidad es necesariamente no negativa, esta es la generalizacién bidimensional
del hecho de que en el caso unidimensional la funcién de distribucién es creciente.)

Una férmula andloga (jpero més complicadal) es cierta para vectores aleatorios en mas
dimensiones. Por ello, la nocién de funcién de distribucién no resultara tan util como lo
era en el caso unidimensional (y con frecuencia resulta mas cémodo pensar directamente
en términos de probabilidades asignadas a rectdngulos, o subconjuntos més generales de
R™).
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5.2. Densidades y distribuciones marginales

Consideramos para simplificar la notacién, un vector aleatorio bidimensional (X,Y).
Investiguemos qué relacion existe entre la funcién de distribucién conjunta F' del vector
(X,Y) y las funciones de distribucién Fx y Fy de cada variable por separado:

Notemos que:

Fx(z) =P{X <z} =P{X <z,Y < 4oo} = F(z,+00) = lim F(z,y)

Yy—r—+o0

Similarmente,
Fy(y) = lim F(z,y)

r—r—+00

Fx vy Fy se conocen como las funciones de distribucién marginales del vector aleatorio
(X,Y).

Consideremos ahora el caso particular, en que el vector aleatorio (X,Y") se distribuye
segin la densidad conjunta f(x,y), su funcién de distribucién sera entonces:

o Yo
F(ao,90) = PAX < 0, Y < yo} = / / f(x,y) de dy

y en consecuencia sus funciones de distribucién marginales vendran dadas por:

Pxta) = [ [ty dody

+00 Yo
Fy(yo)Z/_ 3 f(x,y) dv dy

Utilizando el teorema de Fubini, podemos escribir F'x como una integral reiterada:

Fxteo = [ (7 sty ay) o

Esta igualdad significa que el vector aleatorio X se distribuye segiin la densidad:
o0
fx@) = [t dy (53)
—0o0
Similarmente, el vector aleatorio Y se distribuye segin la densidad:
o0
frto) = [ fay) da (5.4)
—0o0

fx v fy se conocen como las densidades marginales de probabilidad del vector aleatorio
(X,Y).
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Ejemplo 5.2.1 Antes consideramos un vector aleatorio (X,Y) que se distribuia segin la
densidad conjunta (5.1). Entonces, en este caso

fx() =/_OO f(z,y) dy
1

Lt —x?)2 /OO L —y2/2 dy = 1 —x2/2
— e e = €
V2T oo V2T Y V2T

Luego X ~ N(0,1). Similarmente, por simetria,

1
v 2T

2
e~y /2

fr(y) =

y también Y ~ N(0,1).

5.3. Esperanza de funciones de vectores aleatorios. Cova-
riancia

Sea (X,Y) un vector aleatorio bidimensional, y ¢ : R? — R una funcién continua. La
féormula (4.5) para la esperanza de una funcién de una variable aleatoria puede generalizarse
a vectores aleatorios. Si (X,Y’) es un vector aleatorio que se distribuye segin la densidad
de probabilidad conjunta f(z,y), entonces

Blex V)= [ [ elw) slany) dody (5.5)

donde la integral que aparece en el segundo miembro es una integral doble impropia (que
puede pensarse como un limite de integrales sobre una sucesion creciente de rectdngulos),
siempre que esta integral sea absolutamente convergente. Esto puede justificarse mediante
un proceso de limite analogo al que utilizamos en el capitulo anterior, aproximando X e Y
por variables aleatorias discretas (Omitimos los detalles).

Un caso importante de aplicacién de esta férmula es cuando queremos calcular la co-
varianza de dos variables aleatorias en el caso continuo. Recordamos que por definicién:

Cov(X,Y) = E[(X — ux)(Y — py)]

siendo ux = E[X], uy = E[Y]. Entonces tomando ¢(z,y) = (x — pux)(y — py) en las
férmulas anteriores, tenemos que:

Covtx )= [~ [ o)y = pv) ) o dy
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Ejemplo 5.3.1 Volvamos a considerar el ejemplo de un vector aleatorio (X,Y) que se
distribuia segun la densidad conjunta (5.1). Ya wvimos que X,Y ~ N(0,1) por lo que
px = py = 0. Calculemos

Cov(X,Y) = /_Oo /_OO zy f(z,y) dv dy

R e 1 2 1 2
— e ———e %2, Y /24r d
[ v e e

([ gaea) ([ e
= E[XT- E[Y]=0 N

Observacién 5.3.2 Una de las propiedade mds bdsicas de la esperanza es su linealidad.
Sin embargo, es dificil justificar su validez en general partiendo de la definicion 4.4, ya
que la funcion de distribucion Fx no depende linealmente de la variable X. Utilizando la
fomula (77?), podriamos sin embargo dar una justificacion de que E[X +Y] = E[X]+ E[Y]
para el caso en que X e Y tienen una densidad conjunta continua y esperanza finita'. En
efecto, en este caso, tomando o(x,y) = x + y. vemos que

BX+v)= [~ [ @) s dody

:/_Z/_Zx-f(:c,y)dwdy—l—/_i/::y'f(%y)dwdy

oo

:/OO x-fX(x)dx-i-/ y- fy(y) dy

[e.o]

= E[X] + E[Y].

5.4. Cambios de variable n-dimensionales

Proposicion 5.4.1 Supongamos que X es una vector que se distribuye segun una densidad
f(x) con soporte en U siendo U un abierto R™, y que ¢ : U — V es un difeomorfismo C*,
donde V' es otro abierto de R™ entonces, si consideramos el vector aleatorio Y = ¢(X), Y
se distribuye en V' segun la densidad

Fle™ (W) |det(De™ ") (y))

'Esta propiedad es valida en general, como se deduce inmediatamente de la interpretacién de la esperanza
como una integral de Lebesgue, ver apéndice 77.
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Prueba: Sea W C V un abierto cualquiera, entonces

P{Y € W} = P{X € o~ (W)} = /1(W) f@)de
®

En esta integral, hagamos el cambio de variable y = ¢(z), = ¢~ !(y). Entonces, segin
el teorema de cambio de variable

P{Y e W} = /W £~ () ldetD( ) () |dy

Como esto vale para todo W C V, concluimos que Y se distribuye en V segin la
densidad f(¢~"(y))|det(Dp~")(y))|- O
5.5. Independencia

En el capitulo anterior anterior (definicion 4.5.1) introdujimos la nocién de variables
aleatorias independientes en el caso continuo. Vamos a dar una caracterizacion de la inde-
pendencia en términos de la funcién de densidad de probabilidad conjunta. Para probarlo,
necesitaremos un lema de andlisis, que generaliza el teorema fundamental del calculo para
integrales bidimensionales:

Lema 5.5.1 (Teorema de diferenciacién para integrales) Supongamos que f es con-
tinua en (o, yo) y consideramos la integral

1
Ith/ f(z,y) dv dy
hk R

stendo Ry, el rectangulo
Rpi = (xo, 0 + h] X (yo,y0 + k]

donde h,k > 0 entonces
Ing — f(xo,y0) cuando (h,k) — 0
Prueba: Como f es continua en (zg,yp), dado € > 0 podemos elegir § > 0 tal que

|f(z,y) — f(wo,m0)| <e
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si |[(x — 20,y — Y0)||loo = max(x — xo,y — yo) < 6. Entonces

[Tk — f(z0,90)| = 1/ . f(x,y) dz dy — f(xo,v0)

/ fs:yda:dy—/ F(zo,y0) da dy
R Ry

<o [ [ 1@~ sl dedy

iy
< — ededy=c¢
hk j

si |[(h, k)|l = max(|h|, |k]) < 0. O

Teorema 5.5.2 Supongamos que el vector (X,Y) admite una densidad conjunta continua
f(z,y). Entonces las variables X eY son independientes, si y solo si f se factoriza en la
forma:

flx,y) = fx(2)fy(y)

siendo fx y fy las densidades marginales de probabilidad.

Prueba: Supongamos primero que X e Y son independientes, y que el vector (X,Y) se
distribuye segtn la densidad conjunta f(z,y). Entonces X se distribuye segtn la densidad
marginal fx dada por (5.3), y similarmente Y se distribuye segin la densidad marginal
dada por (5.4).

Entonces dado (zg,0) € R? y h,k > 0, tenemos que:

zo+h o+k
Plzg< X <zo+hy <Y <yo+k}= / / f(z,y) dx dy (5.6)
Yo
xo+h
Plrg< X <xzo+h}= / fx(x) dx (5.7)
yo+k
Plyo <Y <yo+k} = fx(y) dy (5.8)

Yo

En virtud de la definicién (4.5.1), vemos que:

P{$0<X§l‘0—|—h,y0<Y§y0+k}_P{$0<X§x0+h} P{zog < X <x09+ k}
hk B h ' k

(5.9)
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De la expresion (5.7) cuando h — 0, deducimos que:

P{wg < X <wg+h}  Fx(xo+ h)— Fx(xo)
h B h

— fx (o)

por el teorema fundamental del célculo (siendo fx continua en xg).
Similarmente, cuando k — 0, (5.8) y el teorema fundamental del calculo nos dicen que:

Plyo <Y <wyo+k}  Fy(yo+k)— Fy (o)

i i — fy(yo)

Finalmente, de la expresién (5.6), por el teorema de diferenciacién para integrales (ge-
neralizacién del teorema fundamental del célculo), deducimos que:

P{x0<X§x0—|—h,yg<Y§yO+k‘}_>

oy f(xo,%0)

cuando h, k — 0, siempre que f sea continua en el punto (g, yo).
En consecuencia, cuando h, k — 0, a partir de la relacién (5.9), obtenemos que:

f(zo0,90) = fx(z0)fy (vo) (5.10)

Esto prueba una de las implicaciones del teorema?

Para probar la afirmacion reciproca, supongamos que la densidad conjunta f puede
expresarse en la forma:

f(z,y) = fx (@) fy(y)

siendo fx y fy dos densidades de probabilidad (Notemos que entonces, fx y fy deben ser
entonces necesariamente las densidades marginales dadas por (5.3 - 5.4), como se deduce
integrando respecto de x y de y).

Entonces, en virtud del teorema de Fubini,

b prd
P{a<X§b,c<Y§d}:/ / f(x,y) dx dy =

:(/abfx(:v)dx> (/Cdfx(y)dy> _Pla< X <b}-Ple<Y <d}

por lo que se deduce que X e Y son variables aleatorias independientes. O
Notemos, que el significado de esta demostracion, es que la relaciéon (5.10), es una
“expresiéon infinitesimal” de la definicién de independencia.

2Para evitar complicaciones técnicas, hemos supuesto que la densidad conjunta f es continua. No obs-
tante, si f fuera solamente integrable, repitiendo el mismo argumento y usando el teorema de diferenciacién
de integrales que se ve en andlisis real, obtendriamos que la relacién (5.10) se verifica en casi todo punto.
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Ejemplo 5.5.3 Volvamos a considerar el ejemplo de un vector aleatorio (X,Y) que se
distribuia segin la densidad conjunta (5.1). Como

f(z,y) = fx(z) - fy(y)

donde

fx(z) = \/12?6%2/2

1
v 2T

vemos que esta densidad describe dos variables con distribucion normal estandar N(0,1)
independientes.

.2
ey /2

fr(y) =

Como corolario obtenemos el analogo de la proposicién 3.2.9 para variables continuas®.

Corolario 5.5.4 Si X eY son variables aleatorias independientes con esperanza finita, que
se distribuyen segin una densidad conjunta continua f(x,y) entonces XY tiene esperanza
finita y se tiene que

E[XY] = E[X]E[Y]

Prueba: Nuevamente usamos la férmula (5.5), para obtener que?
BXY) = [ [ @) sy dody
— [ ) sx@1s,v) da dy

=[] ([ o)

= E[X]|E[Y]

O

3La propiedad vale aunque X e Y no admitan una densidad conjunta continua. Una demostracién se da
en el apéndice C pero utilizando la integral de Lebesgue.

“Para justificar rigurosamente este célculo, hay que hacerlo primero con |zy| en lugar de 2y, lo que con-
duce a E(|XY|) = E(|X|)E(|]Y|), con lo que se establece que la integral doble es absolutamente convergente
y se justifica la aplicaciéon del teorema de Fubini.
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5.6. Suma de variables aleatorias independientes
Como aplicacién podemos volver a demostrar la siguiente proposicion:

Proposicion 5.6.1 Supongamos que X e Y son variables aleatorias independientes, que
se distribuyen en R segin las densidades f(x) y g(x) respectivamente, entonces X +Y se
distribuye segin la densidad f  g(x).

Prueba: Como X e Y son independientes,

(X,Y) ~ f(z)g(y)

Hacemos el cambio de variable lineal (U,V) = ¢(X,Y) = (X +Y,Y). Entonces (X,Y) =
o YU, V) = (U—-V,V). Como ¢ es una transformacién lineal, su diferencial coincide
con ella misma. Para calcular el determinante de ¢ observamos que su matriz en la base

canénica de R? es:
1 1
01

En consecuencia, el determinante de ¢ es 1. Por el teorema anterior, tenemos que (U, V)
que:
(U, V) ~ f(u—wv)g(v) (densidad conjunta)

Para recuperar la densidad de U (densidad marginal) debemos integrar en la variable v:

v~ | O; F(u - v)g(v) dv

5.6.1. Vectores aleatorios n-dimensionales

Las ideas anteriores se generalizan sin dificultad a vectores aleatorios multidimensiona-
les, pero la notacién resulta méas complicada. Asi pues si X : 2 — R™ es un vector aleatorio
n-dimensional, que se distribuye segin una densidad conjunta f(x) = f(x1,z2,...,2,) que
supongremos por simplicidad continua, tendremos que:

» La esperanza de una funcién ¢(X) del vector X, donde ¢ : X — R es una funcién
continua, se puede calcular mediante la férmulas:
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» La k-ésima componente Xy, del vector X (1 < k < n) se distribuye segun la densidad
marginal:

fx, () :/ 1f(931,$2,-~,l‘k—1,$,$k+1,~-,$n) dry dwy ... drg—1 drgyy ... do,
R

= Las componentes X1, Xo, ..X,, del vector X se dirdn mutuamente independientes si
para cualquier rectdngulo n-dimensional (producto de intervalos)

se verifica que:

P{X eI} =[] Plar < Xp < by}
k=1

En términos de la funcién de distribucién conjunta, X1, Xo, ..., X, son mutuamente
independientes si y sélo si f(x) se factoriza en la forma:

f(@) = fx,(@1) [xz(22) - [x, (@)

5.7. Estadisticos de orden

Ejercicio 5.7.1 (practica 6, item a)) Dadas Xi,...,X, wvariables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas con funcion de distribucion acumulada F, se definen
sus estadisticos de orden XV, ..., X™ como aquellas variables aleatorias que se obtienen
ordenando las X; de manera creciente. En particular, tenemos que

XM = min X;
1<i<n

XM — max X;.

1<i<n
Hallar para cada k = 1,...,n la funcion de distribucion acumulada de X&) en términos
de F'.
En estadistica, cuando Xi,..., X, son variables aleatorias independientes e idéntica-

mente distribuidas con funcién de distribucién acumulada F', decimos que tenemos una
muestra aleatoria de tamafio n de la distribucién F' (con reposicion).
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5.7.1. Distribucion del maximo

Empezemos mirando el méximo X (. Dado = € R, serd X < z si X; < z para todo
7. De modo que

P{X"™ <z} = HP{XZ- < z} por independencia
i=1

O sea

al ser las X, idénticamente distribuidas.

5.7.2. Distribucién del minimo

Similarmente miremos el méximo X, Dado z € R, serd XV < z si y X; < & para
algin 1.

Queremos hallar Fy)(z) = P{X") < x}. Es més facil mirar la probabilidad comple-
mentaria: Nuevamente como las variables son independientes,

Fyo(@) = 1— PAXW > 2
=1— P{X; > x para todo i}

n
=1- H P{X; >z} por independencia
i=1

5.7.3. Distribucién de los estadisticos de orden

Consideremos ahora uno cualquiera de los estadisticos de orden X *) y, dado un =z € R,
preguntémosnos cuando X (%) eso significa que tenemos k observaciones que son menores o
iguales que .

Definimos las variables

S, _[1 s Xi<u
10 si Xy>a

Vemos que son variables de Bernoulli con probabilidad de éxito p = F'(x). Son indepen-
dientes porque las X; lo eran.
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La variable aleatoria .
N=>) 2z
i=1

representa el nimero total de observaciones X; que son menores o iguales que x. Notamos
que

N ~ Bi(n,p)
Entonces n
P{X® <a}=P{N >k} = b(j,n,p)
=k
donde
b(j, n,p) = (?)qu” ¢=1-p
O sea:

Fyw(@) =3 (") F(ay[1 - F(z)]"
vt =3 (1)

5.7.4. Un ejemplo

Ejercicio 5.7.2 (Ejercicio 9, practica 6) Sean X1,...,X,, variables aleatorias indepen-
dientes con distribucion exponencial de pardmetros aq, . . . , ay respectivamente. Mostrar que
la distribucion de XV es ezponencial. ¢De qué pardmetro?

Solucién: Recordamos que para una distribucion exponencial Exp(a)
x
F(x) = / ae Pdr=1—e*
0

Entonces

FX(l) =1- P{X(l) >z} =1— P{X; > x para todo i}
n

:1—1_[ P{XZ'>$}:1_H[1_FX1'($)}

zl—H e M =1—¢e %

i=1

donde s = oy + s + ... + ay,. Luego XM ~ Exp(s).
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5.7.5. Densidad de los estadisticos de orden

Teorema 5.7.3 Si X1, Xo,..., X, son variables continuas independientes identicamente
distribuidas con densidad f y funcion de distribucion acumulada

Flz) = /_ ") at

entonces los estadisticos de orden X*) también son variables continuas con la densidad

Fxw (@) = e [F(R)F (1= F(2)" ™" f(x)

= (k—l)T!n(iz—k)! :n@:D :k<z>

Idea de la Demostracién: Antes vimos que

donde

n

Fyw(x) =) <7?>F(9U)j[1 — F(x)"™

=k N
Derivando

Fxw =) <n> JF @Y7 1= F@)]"™ = (n = j)F(2)’[1 = F(2)]" 7] f(2)

=k N

j(?) :j'j!mnij)! NG _@f)!_(;)ij)! :”(?:D B (”_j)<ng_'1>

iEntonces la suma es telescopica y sélo sobrevive un término! (les dejo terminar la cuenta
como ejercicio)

Pero

5.8. Las densidades beta como estadisticos de orden de la
uniforme

Ejercicio 5.8.1 (Ejercicio 8, item d)) Probar que si las X; tienen distribucién unifor-
me en el intervalo [0,1] entonces para cada k = 1,...,n la variable aleatoria X&) tiene
distribucion S(k,n —k +1).

Solucién: Antes vimos que
Fxw (@) = e [F(R)F (1= F(2))" " f(x)

Para la distribucién uniforme si x € (0,1), f(x) =1, F(x) = x, entonces
Fxw (@) = cp 21 (1 —2)" "

Por lo que vemos que X®) ~ B(k,n —k +1).
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5.9. Otro ejercicio sobre estadisticos de orden, para compa-
rar

Ejercicio 5.9.1 (Ejercicio 15 de la practica 6, item a)) Sean Xi,...,X,, variables alea-

torias absolutamente continuas, independientes e idénticamente distribuidas con funcion

de densidad f y consideremos el vector aleatorio X = (X(l), e 7X(”)) conformado por

sus estadisticos de orden. Mostrar que X es absolutamente continuo y que su funcion de
densidad viene dada por

=1
5.10. Un ejercicio de cambio de variable

Ejercicio 5.10.1 Se tienen dos variables aleatorias independientes U,V ~ U(0,1). A partir
de ellas se definen las variables aleatorias R y W :

R=+/—-2logU, W =27V

X=R-cosW, Y=R-senW

Caracterizar la distribucion del vector (X,Y).

Notamos que R toma valores en (0,400) y W en (0, 27)
Para la primera parte consideramos el cambio de variable

(R,W) = 1(U,V) donde ;1 : 1 = (0,1) x (0,1) = Qs = (0, 4+00) x (0, 2m)
dado por ¢1(u,v) = (v/—2logr,2mv). Este cambio de variable es biyectivo y su inversa

gpfl : Q9 — Q4 es
_ 279 W
$1 l(r,w) = (6 " /27 %)
Para encontrarla, obervé que:

2
r=+/—2logu < r*=-2logr —% zlog’u@u:e*rz/2

w
w=2mvEsv=—
2T

Ademés observamos que

re (0,1) & we (0,00),v e (0,1) = w e (0,2m)
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iEsta cuenta es facil porque las varialbes no se mezclan!
Entonces segin el teorema de cambio de variable

frw)(r,w) = f(U,V)(SO_l(T>w)) - |det D(p7 ") (r, w)|

Pero
foan (o1 (r,w)) = In, (2,w) = (g 00)(r) - I.2m) (w)

—r? 1 2
det <T6 ) ’ = e /?
0 2T

1 b
frw)(r,w) = 5. T€ 2/21(0,00)(7“) (g 2m) (W)

El jacobiano es:

| det D(¢™") (2, w)| =

-

Luego

Notamos que R y W son independientes. W ~ U(0,27) mientras que R ~ y2 (una de las
distribuciones que introdujimos en la clase 11).
Ahora hacemos un nuevo cambio de variable g : 9 — 3 = R? dado por

(x,y) = pa2(r,w) = (rcosw,rsenw)

Este cambio de variable lo conocemos bien: es el cambio de variables polares. Sabemos que
su jacobiano es r, y que podemos hacerlo biyectivo quitando un conjunto de area cero.
Entonces, el teorema de cambio de variable se aplica también. Ademads

r? =24+ y°

Y como det(Dy)(r,w) =r = det(Dyp 1) = L. Encontramos que:

g b g L @y L a2 1 g2

1
foxvy(@,y) = o-re . 5 N \/ﬂe

Como ya vimos, esto significa que X e Y con variables con distribucién normal estandar
independientes.

= Este ejercicio proporciona un método para simular en la computadora la distribu-
cién normal, a partir de un generador de ntmeros pseudo-aleatorios que simula la
distribucién uniforme.

= La cuenta del ejercicio es la misma que la que se hace en andlisis 2 para calcular el
area bajo la curva normal.
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5.10.1. Densidad del cociente de dos variables aleatorias independientes

Supongamos que X e Y son variables aleatorias continuas independientes, con densida-
des fx v fy respectivamente. Supongamos ademéas que Y estd concentrada en la semirrecta
positiva (0, +00). Quremos calcular la densidad del cociente U = X /Y.

La densidad conjunta del vector aleatorio (X,Y") serd fx(z)fy(y) como consecuencia
de independencia de las variables X e Y.

Consideramos ahora el cambio de variable (U,V) = ¢(X,Y’) donde donde

(u,v) = ¢(z,y) = (z/y,y)

entonces la funcién inversa sera

(z,9) = ¢~ (u,0) = (uv,v)

Dot =( ¢ 1)

de modo que el Jacobiano es v. De acuerdo a la proposicién 5.4.1, encontramos que el
vector (U, V) se distribuye segtn la densidad conjunta

fX (tv)fy (U)U

Y la diferencial de ¢! es

e integrando respecto la variable v podemos recuperar la densidad (marginal) de U que
resulta ser:

h@=A§&WM¢MM (5.11)

5.10.2. La densidad ¢ de Student

Sea X una variable aleatoria con distribucién x? con n grados de libertad, Y una varia-
ble aleatoria con distribucién normal estandar y supongamos que X e Y son independientes.
Queremos calcular la densidad de la variable aleatoria

[El porqué esta variable aleatoria es interesante, lo veremos méas adelante al desarrollar
conceptos de estadistical
Ya vimos que la densidad de X viene dada por (4.17) Consideramos ¢ : (0, +00) —

(0, +00) dada por
x
plx) = \/;
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es un difeomorfismo cuya inversa es ¢~ (y) = ny?.

Aplicando la férmula de cambio de variables, encontramos que la densidad de U = 4/ %

es
1/2)/? R
fry) = (I‘{n)/2) ()™ e ™ P 2ny Tig ooy ()
2nn/2 n—1 _—ny?/2
= W Y e~/ I(O,+oo)(y)

Utilizando la férmula (5.11), vemos que T se distribuye segtn la densidad

0 2nn/2 (o9 5 9 )
t) = t dv = —t%v?/2 ,n—1  —nv?/2 d
fr(t) /0 fx(tv) fy (v)v dv OO /0 e v le v dv
o(1-n)/2yn/2

== e~ /2 n gy (t>0)

T2V Jo

. . 2 .
Hacemos el cambio de variable x = %(tz + n), entonces esta integral se transforma en

o(1-n)/2,n/2 o0 9, O\ (n1)/2
fr(t) = / e dx
I'(n/2)y/m n+t2 ) n + t2

= "/ L /OO e~ 2(=1/2 gy
L'(n/2)y/m (n+2)tD/2

2 r <n + 1) 1
Mo2ve \ 2 ) nreere

1 r(ntl n(n+1)/2
- T(n/2)y/nm ( 2 )(n+t2)(”+”/2

Finalmente obtenemos

ntl 2\ —(n+1)/2
fr(t) = W <1 + 2) (t>0) (5.12)

Esta distribucién se conoce como distribucion t de Student con n grados de libertad. Surge
del problema de estimar la media de una poblacién normalmente distribuida cuando el
tamano de la muestra es pequefio y la desviacién estandar poblacional es desconocida.
Un dato curioso: La distribuciéon de Student fue descripta en el afio 1908 por William
Sealy Gosset. Gosset trabajaba en una fabrica de cerveza, Guinness, que prohibia a sus
empleados la publicacion de articulos cientificos debido a una difusiéon previa de secretos
industriales. De ahi que Gosset publicase sus resultados bajo el pseudénimo de “Student”.
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Figura 5.2: Gréfico de la densidad ¢ de Student. Cuando n — +00, estas curvas convergen
a la densidad normal estdndar (jejercicio facil de limites!).
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Figura 5.3: Gréfico de la distribucién acumulada de una t de Studient. Cuando n — 400,
estas curvas convergen a la distribucién acumulada de una normal estdndar.



Capitulo 6

Distribucion normal multivariada

6.1. Un repaso de algunas nociones
de Algebra Lineal

6.1.1. Transpuesta de una matriz

Dada una matriz A € R™*", su matriz transpuesta A’ € R"*™ se obtiene intercam-
biando las filas y las columnas.

1 4
A=( L 23 Yemroas at| 2 5 | ems
4 5 6 3 6

La operacion de transponer tiene algunas propiedades interesantes:
(A+ B =A"+B", (A-B)'=B"'"-A" det(A") = det(A)

Vamos a escribir los vectores como columnas. El producto escalar lo podemos escribir asi:

x1 n
r=|" =" | erR = (wy) =o'y
Tn Yn

6.1.2. Matrices Simétricas y Ortogonales

s A C R™" ge dice simétrica si A = A.

» P C R™" ge dice ortogonal si P! P=P.- Pl =1.

130
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Teorema 6.1.1 Si A C R™ "™ es simétrica, entonces existe P ortogonal tal que

A0 O 0
0 X 0 ... O

_ pt _ 2
D=PAP= 0 0 A3 ... O
0 0 O An

es diagonal, siendo los A\, € R los autovalores de la matriz A.

6.1.3. Formas Cuadraticas
Una forma cuadratica en las variables x1, 29, ...z, es un polinomio homogéneo de
segundo grado en ellas, por ejemplo

q2(x1,x9) = x% + 233% — 6129

2 2 2
q3(z1, x9, x3) = ] + 4as — x5 — 6x1x9 — 8T173
son formas cuadraticas en 2 y 3 variables respectivamente.

Dada una matriz simétrica A = (a;;) € R"*", podemos asociarle la forma cuadratica
en n variables

n
¢
ga(z) = (Az,z) =2' - A-x = g Qi T %
ij=1
Reciprocamente, cada forma cuadratica estd asociada a una unica matriz simétrica.
Veamos como:

g2(1, 12) = 23 + 203 — 62129

= x% + 2x% — 3x129 — 31971

1 -3
=@ =qacon A= <_3 2)
Similarmente
q3(z1, x9, x3) = x% + 4x% — x% — 6z129 — 81123 = qB(T)
con
1 -3 —4

B=|-3 4 0
-4 0 -1
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» Una forma cuadratica g4(z) y la correspondiente matriz simétrica A se dicen semi-
definidas positivas si
ga(z) > 0 para todo z € R"

Ejemplo:
1 -1
qa(z) = 22 — 2xy20 + 23 = (21 — 19)?, A= (_1 1 )
es semifinida positiva.

» Una forma cuadratica ga(z) y la correspondiente matriz simétrica A se dicen de-
finidas positivas si
ga(z) > 0 para todo z # 0 € R"

Ejemplo
1 \? 3 1 —1/2
2 2 _ _ 1 9 2 _
qa(x) = o7 — r122 + 5 <:L'1 2:U2> + 2172 A (_1/2 1

Teorema 6.1.2 Sea A € R™*™ una matriz simétrica, (\;) sus autovalores, y qa su forma
cuadrdtica asociada.

= A es semi-definida positiva si y sélo si A\, > 0 para todo k.

v A es definida positiva si y solo si A\, > 0 para todo k.
Corolario 6.1.3 » Si A es semi-definida positiva, det(A) > 0.

v Si A es definida positiva, det(A) > 0.

Esto es inmediato, pues det(A) = A - Ao -+ \y.

Curvas de nivel

En n = 2, las curvas de nivel de una forma cuadrética definida positiva son elipses.
Veamoslo en el ejemplo

1 \* 3
qa(z) = 2 — 2120 + 23 = (ﬂm _ 23:2) n Zx%
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En n = 3 las superficies de nivel de una forma cuadratica definida positiva serdn
elipsoides.

6.2. Espeanza de un vector aleatorio y Matriz de covarian-
cias

Consideramos un vector aleatorio X. Su esperanza se define componente a compo-
nente, y es un nuevo vector (no aleatorio)

X E[X4]
x =X eR" = ux = E[X] = BIXe] | ¢ g
X, E[X,]

Definimos su matriz de covariancias ¥ = X x = Cov por %; ; = Cov(Xj, Xj).

Cov(X1,X1) Cov(Xy,X2) ... Cov(Xi1,X,)
EX _ COV(X) _ COV(XQ, Xl) COV(21, Xg) e COV(XQ, Xn) c Ran
Cov(Xp, X1) Cov(Xp,X2) ... Cov(Xp,Xp)

Notamos que es una matriz simétrica. También podemos escribir:
Cov(X) = BI(X — px) - (X = px)']
Notamos que en la diagonal de la matriz de covariancias Cov(X) aparecen las variancias
(Tg(i = Cov(X;, X;) = Var(X;)
Otra observacién interesante es que si las componentes del vector X son independientes,
entonces seran no correlacionadas
Cov(X;, X;) =0sii#j

por lo que la matriz Cov(X) sera diagonal.
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Un ejemplo que ya vivmos: Distribucién normal multivariada estandar

Si X es un vector con componentes X; ~ N(0,1) independientes, su densidad conjunta
vendra dada por
T L a2 L —lalP/2
For = e ™" = Gy
Tenemos
E[X] =0, Cov(X)=1I (matriz identidad)

Por ejemplo si n = 2 tenemos la distribucién normal bivariada estdndar

Efecto de un cambio lineal sobre la esperanza y la matriz de covariancias

Si hacemos un cambio lineal Y = A- X +b donde ahora b € R™ es un vector no aleatorio,
y A € R "™ es una matriz no aleatoria, encontramos que:

E[Y] = AE[X] + E[b) = AE[X] + b= A - pux +b

mientras que:

Cov[Y] = E[(X — py) - (Y — py)']
— E[((A-px +0) — (A-pix £ b)) (A- X +b— (A px + b))
=Bl(A- (X —p) - (A (X = px))]
=BlA- (X —p)) - (X — px)" - A”)
=A-B[(X —p) (X —px)]- A
=A-Cov(X) A

O Sea:

Yy = A -3y A
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La matriz de covariancias es siempre definida positiva

Teorema 6.2.1 = 57 X es un vector aleatorio n-dimensional, su matriz se covarinncias
Cov(X) es una matriz simétrica semi-definida positiva.

s Ademds, es definida positiva, salvo en el caso en que la distribucion del vector X estd
concentrada en un hiperplano afin H, es decir cuando existe un hiperplano afin

H={zeR":ag - z1+az 22+ ...+ ay -z, =b}

tal que
P{XeH}=1

Prueba: Sea pux = E[X]. Entonces ya observamos que Cov(X — px) = Cov(X). Por lo
que podemos suponer sin pérdida de generalidad que pux = 0.
Entonces Cov(X) = E[X - X!]. Consideremos la expresién

qg(a) = E[(a1 X1+ aeXo+ ...+ ay - Xn)z} a € R
Notamos que g(a) > 0y que
n

n n
q(a) =F Z Xinaiaj = Z E[Xin}aiaj = Z COV(XZ',X]')O[Z'O[]'

t,j=1 1,5=1 1,j=1

Entonces ¢(«) es la forma cuadratica asociada a la matriz Cov(X). Deducimos que
Cov(X) es semidefinida positiva. Finalmente si para algin a € R",

g(a) =0= a1 X1 + aeXo + ...+ ay - X;, = 0 con probabilidad 1

y esto dice que la distribucién del vector X estd concentrada en un hiperplano.

6.3. Distribuciéon normal multivariada en general

Planteo del problema

En el ejercicio 25 de la practica 7 se plantea el siguiente problema, supongamos que X
es un vector con distribucién normal multivariada estandar como vimos antes, hacemos un
cambio lineal de variable

Y=A-X+b

donde A es una matriz no singular. jcuél es la distribucién de Y7
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Esta distribucion se llamara distribucién normal multivariada, y es sumamente ttil
en las aplicaciones a la estadistica. Generalizara a n dimensiones la distribuciéon normal.

En las guias practicas se considera el caso especial en que n = 2 (distribucién normal
bivariada), pero las cuentas son igualmente faciles en general (con la notaciéon adecuada).
Algunas observaciones

» Para simplificar, vamos a considerar primero el caso especial donde b = 0. (distribu-
cién normal multivariada centrada en el origen)

= Ya vimos que entonces la esperanza y varianza de Y serédn
py =A-ux =0
Sy =A-%x-A'=A4-A

[Ojo: jen esta expresion el orden importa, no siempre una matriz A conmuta con su
transpuesta A? 1]

Esta es una matriz matriz simétrica definida positiva asociada a la forma cua-
dratica q(z) = ||A? - 2| pues

g@) = (A'-2)! - (A'-2) =a' - (A-A) -2

y como A es no singular, A® también con lo que g(z) = 0 si y sélo si x = 0.

Férmula de la densidad conjunta en la normal multivariada

Usando el teorema de cambio de variable que vimos en la clase 11 con y = ¢(z) = A -z,
¢ (y) = A~ -z, tenemos que la densidad conjunta de Y se relaciona con la de X por

fr(y) = fx(A™"y) - |det(A™))

3 1) e TP der(a7)
T n

Vamos a reescribir esta férmula en términos de la matriz de covariancias
Y=y =A-A
Notamos que
A7 Y|P = (A )" (AT y) =y (A7) ATy
Como por otra parte:
Sl (A-A) = (4T AT = (AT AT

vemos que esta expresién es la forma cuadratica gs-1 asociada a 7!



Notas de Probabilidad y Estadistica - ©2006-2024 Pablo L. De Napoli 137

Férmula de la densidad conjunta en la normal multivariada

Hasta ahora vimos que
1

We—%q(y) - |det(A™)]
T n

fr(y) =

donde

a(y) = au1(y) =y'S7 "y
Finalmente, veamos que relacion tiene del determinante de A~! con el de ¥. Como ¥ =
A - Al entonces

det(X) = det(A) - det(A") = det(A)? = |det(A™1)| = det(x)~1/?

y obtenemos la férmula de la Densidad normal multivariada centrada en el origen:

_ 1 ~Llyixe
Ay T s>

Distribuciones marginales de la normal multivariada
Como
n
Yi=) Aij-X;
i=1
y las X; ~ N(0,1) independientes,
Aij- X5~ N(07Az2,j)

Usando el teorema que vimos en la clase 11 sobre la suma de variables normales indepen-
dientes, obtenemos que:

n
2 2 2
i=1
Notamos que esto es consistente con la formula
Yy = A" A

que obtuvimos antes (Las 0]2 aparecen en la diagonal de la matriz Xy ).

Un caso especial

Un caso de especial interés es cuando la matriz A con la que hacemos el cambio de
variable es ortogonal Y = A - X, lo que siginifca que ¥ = A - A = I. También det(X) = 1.
Por lo que obtenemos que fy = fx, o sea:

Proposicién 6.3.1 Si X tiene distribucion normal multivariada estandar, y hacemos un
cambio de variable Y = A- X con A una matriz ortogonal, Y también tiene distribucion
normal multivariada estdndar.



Notas de Probabilidad y Estadistica - ©2006-2024 Pablo L. De Napoli

138
Caso general

Si b € R™ es cualquiera y A € R™" es una matriz no singular, a partirde Y = A- X +b
obtendriamos que

py = E[Y]=b
Y que

Y =Cov(Y)=A4- A
mientras que la densidad de Y sera

fr(y) = !

I L DL R (/D)
2n)" det(D)

Algunas observaciones

Proposicién 6.3.2 Si X tiene distribucion normal multivariada, son equivalentes:

» Las componentes X; de X son independientes.

» Las X; no estdn correlacionadas, o sea

COV(XZ‘,XJ') =0si1 75]
o sea la matriz Cov(X) es diagonal.

Recordamos que esta propiedad NO es cierta para vectores aleatorios en general.
El caso especial n = 2, distribuciéon normal bivariada

En el caso especial n = 2, es usual denotar el vector aleatorio por (X,Y), en lugar de
(Y1,Y2). La densidad conjunta es:

—arisa | (o ()
Pxvl@y) = 27mxaylﬂe e [( ) ( ) p<

IY
By pPoX0Oy oy
y p es el coeficiente de correlacion entre X e Y.
Esta férmula sale de que en este caso

donde

o) (0]}

Oy

2
T 3 —poxoy

2
Oy

o1 _ Adj(4)! 1 ( L

1 __p

_ ox oxXO0y
- 1

det (A) 1-— p2 chpay E



Capitulo 7

Esperanza de variables aleatorias
en general,
via la integral de Lebesgue

Por fin, el lector notara probablemente la ausencia ostensible de ua materia a la que
durante mucho tiempo se ha rendido honores en los cursos de calculo “la integral de
Riemann”. Se puede sospechar que de no haber sido por su prestigioso nombre hace ya
hace tiempo que se habria dejado de considerar ...

Cuando se necesite un instrumento més potente, no es posible quedarse a mitad de
camino y se ha de recurrir a la teorfa general de la integracién (“Lebesgue”) que es la
unica que representa un progreso efectivo.

(Jean Dieudonné, en Fundamentos de Andlisis Moderno, prélogo al cap. VIII)

7.1. Introduccion

Las definiciones que hemos visto en los capitulos anteriores son suficientes para la
mayoria de las aplicaciones, y son las que se emplean en los cursos que estan dirigidos
a otras carreras. Sin embargo, el desarrollo de la teoria probabilidades requiere dar una
definicién de la esperanza de una variable aleatoria que se aplique a cualquier tipo de
variables aleatorias.

Por consiguiente, en este capitulo presentaremos un resumen de la teoria de la integral
de Lebesgue, y veremos cémo esta teoria permite definir el concepto de esperanza de una
variable aleatoria en general (ver en el prélogo la explicaciéon de porqué en esta versién del
curso hemos adoptado este enfoque).

Nota: Utilizaremos algunos de estos resultados (sin demostrarlos) durante el curso.
Si bien traté de incluirlas para los estudiantes interesados, estos temas no se toman en el

139
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examen final. Y pueden profundizarlos, leyendo mis notas de Andlisis Real donde pueden
encontrar todas las demostraciones de los resultados enunciados sin demostracién en este
capitulo.

7.2. Funciones Medibles

Consideramos un conjunto €2 y una o-dlgebra M de subconjuntos de Q. Al par (2, M)
lo llamamos espacio medible. A los cojuntos de M los llamaremos conjuntos medibles
(representard la clase de aquellos conjuntos a los que asignaremos medida o probabilidad).

En la interpretacién probabilistica, 2 es el espacio muestral (conjunto de posibles re-
sultados de un experimento aleatorio) y M sera la o-algebra &£ de los eventos (aquellas
partes de €2 a las que les asignaremos probabilidad).

Las funciones con las que vamos a trabajar deberan satisfacer una condicién técnica, a
saber que podamos medir ciertos conjuntos asociados a la funcién.

Definicién 7.2.1 Sea (2, M) un espacio medible y sea f : Q — R una funcién. Diremos
que f es una funcién medible (respecto a la o-dlgebra M) si para todo o € R el conjunto
{f>a}={weQ: f(w) > a} es medible, es decir pertenece a M.

Si (Q,&, P) es un espacio de probabilidad, las funciones medibles sobre € (respecto a
la o-4lgebra P) son precisamente las variables aleatorias definidas sobre (.

La nocién de funcién medible puede formularse de varias maneras equivalentes. (En lo
sucesivo, usaremos las notaciones abreviadas {f < a} = {w € Q: f(w) < a}, etcétera).

Lema 7.2.2 Sea f: Q — R una funcion. Son equivalentes:
i) f es medible.
it) Para todo a € R, {f > a} es medible.
iti) Para todo o € R, {f < a} es medible.

iv) Para todo o € R, {f < a} es medible.

El hecho de que la o-dlgebra M sea cerrada por operaciones conjuntisticas numerables,
tendrd como consecuencia que la clase de funciones medibles serd cerrada por las opera-
ciones algebraicas, y por las operaciones de tomar supremo o limites. Mas precisamente
tenemos las siguientes propiedades:

Lema 7.2.3 Sean f,g: Q) — R funciones medibles Entonces:
i) f+k ykf son medibles para todo k € R.

it) f+g vy f—g son medibles.
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iii) f? es medible.
) f-g es medible,
v) Sig#0, f/g es medible.

Observacioén: El lema se puede adaptar al caso en que f o g toman los valores 4o0.
f + g estéd bien definida, salvo cuando es de la forma (4+00) + (—o0) 0 (—00) + oo. Para
definir f - g, hay que utilizar las convenciones 0 - (£00) = (£o00) - 0 =0

Lema 7.2.4 Sea (fn)nen una sucesion de funciones medibles. Entonces

sup fn(z) nf fu(z)
neN neN

liminf f,(x) limsup f,(z)
neN neN
son medibles.
En particular si f, converge, entonces:

f(z) = 1m fo(z)

n——400

es medible.

Definiciéon 7.2.5 Sea ¢ : R — R una funcion. Diremos que ¢ es medible Borel si es
medible con respecto a la o-dlgebra de Borel B(R), generada por los intervalos. Es decir si
para todo intervalo (a,b], su pre-imagen por ¢, ¢~ *((a,b]) es un conjunto boreliano de la
recta.

Lema 7.2.6 Sean (2, M) un espacio medible y f : Q@ — R una funcion. Entonces f es
medible si y sélo si f~1(B) € M para todo B € B(R).

Prueba: Notamos que:

A={BCR:fYB)eM}
es una o-algebra. Si f es medible, entonces A contiene a los intervalos. Por lo tanto contiene
a toda la o-algebra de Borel (que es la menor o-dlgebra que contiene a los intervalos). O

Corolario 7.2.7 Si (2, P) es un espacio medible, f : Q — R es medible y ¢ : R — R es
medible Borel, entonces po f: € — R es medible.

Prueba: Sea B un boreliano de la recta, entonces ¢~ (B) es boreliano, y en consecuencia
como f es medible:
(po /)7H(B)=fHe ' (B)eM
Como esto vale para todo B boreliano, concluimos que ¢ o f es medible. O
Interpretacién probabilistica: Sea (€2, £, P) un espacio de probabilidad. Si X : Q —
R es una variable aleatoria, y ¢ : R — R es medible Borel, entonces p(X) = 9o X : Q@ —- R
es una variable aleatoria.



Notas de Probabilidad y Estadistica - ©2006-2024 Pablo L. De Napoli 142

7.2.1. Funciones Simples

Definicion 7.2.8 Llamamos funcién simple a una funcion medible f : @ — R que toma
un numero finito de valores {c1,ca,...,cn}. Podemos representarla entonces como:

f=> calg (7.1)
=1

donde E; = {w € Q: f(w) = ¢;}, y I, es el indicador (o funcién caracteristica') del
conjunto E;, definido por:

|1 st wekE;
IEi(w)_{O si wéE;

En la interpretacién probabilistica, las funciones simples corresponden a las variables
aleatorias discretas que toman s6lo un nimero finito de valores.
El siguiente lema de aproximacién por funciones simples, serda de gran utilidad para la

teoria de la integral:

Lema 7.2.9 Si f : Q — [0,+00] es una funcion medible no negativa, entonces existe una
sucesion pn(x) de funciones simples no negativas tales que

lim @,(z) = f(x) Ve

n—-+00

Prueba: Para cada n € N, definimos:

n2™ .

1—1
on(z) = Z Ip, (z) + nky,
i=1

siendo

Es decir que:

il %<f(a:)<in
@"(x)_{ 2n si jg(x)>n ’

Se prueba que ¢, (z) tiene las propiedades del enunciado. O

1 ’ e .z 7 .
En la teoria de probabilidades el nombre de funcién caracteristica suele usarse para otra cosa, por eso
preferimos en estas notas el de indicador. A veces se usa la notacién yg en lugar de Ig
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7.3. Integral de Funciones Simples

Consideramos ahora un espacio de medida (€2, M, i) es decir un espacio medible, donde
ademds estd definida una medida (o-aditiva) p: M — [0, +00].

Si f:Q — R es una funcién simple, representada por (7.1) definimos su integral de la
siguiente manera:

/ fdp= Zci 1(A;) (7.2)
& i=1

En la interpretacion probabilistica, tenemos un espacio de probabilidad (€2, £, P) donde
la probabilidad no es otra cosa que una medida que asigna a todo el espacio €} medida 1
(osea: P(Q2) =1).

Entonces la definicién de integral de una funcién simple, no es otra cosa que nuestra
definicién de esperanza de una variable aleatoria discreta, escrita en el lenguaje de la teoria
de la medida. Es decir, que si X : () — R es una variable aleatoria discreta, entonces

E[X] :/QX dP

La integral de las funciones simples, tiene las siguientes propiedades: (que se demuestran
exactamente como las propiedades de la esperanza de variables aleatorias discretas)

Proposicion 7.3.1 1. linealidad: Si f y g son funciones simples:

/Q(f+g)du=/gfdu+/ggdu

Si f es una funcion simple, y k una constante:

[y au=r [ 1

2. Monotonia: si f y g son funciones simples y f < g, entonces:

/Qfduﬁ/ggdu

3. Si f es una funcion simple, entonces

]/Qfdu]s/gmdu
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7.4. Integral de funciones no negativas

Definicién 7.4.1 Sea (Q, M, 1) un espacio de medida, y f : Q@ — [0,400] una funcion
medible no negativa. Definimos la integral de f de la siguiente manera:

/fduzsup{/soduioﬁwﬁf, @simple}
Q Q

Una consecuencia inmediata de la definicién es la siguiente:

Proposicién 7.4.2 Si f,g : Q — [0,400] son funciones simples no negativas tales que

f <g, entonces
[ @ dn< [ gte)dn
Q Q

Definicién 7.4.3 Si A € M es un conjunto medible, y f : Q — [0,+00] es una funcion
medible no negativa, definimos la integral de f sobre E como:

/S)fd/L:/ng‘IAdu

Lema 7.4.4 Sea ¢ una funcién simple no negativa. Entonces la funcion A = A\, : M —
[0, +00] definida por:

A(A) = / ¢ du
A
es una medida

Teorema 7.4.5 (Teorema de la Convergencia Monétona ) ? Sea f,,(z) : © — [0, +00]
una sucesion creciente (o sea: fn(x) < fni1(x)) de funciones medibles no negativas. En-

tonces,

Proposicién 7.4.6 (Linealidad de la integral) Si f,g : Q@ — [0,+00] son funciones
medibles no negativas y A1, Ao > 0 son numeros reales no negativos, entonces:

/Q (@) + Aag(e)] dpt = Ay /Q F(2) i+ Ao /Q o(z) dp

Teorema 7.4.7 (Lema de Fatou) Sea f, : M — [0,400] una sucesion de funciones
medibles no negativas. Entonces:

n—-+4o0o n—-+4o0o

/ liminf f,,(x) dp < lim mf/ fn(z
Q

2También conocido como teorema de Beppo Levi.
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7.5. Funciones Integrables

Si f:Q — R es una funcién medible, hacemos la descomposicién:
f=r=f (7.3)

como diferencia de dos funciones medibles no negativas, siendo

Notamos que:

lfl=F"+f

Definicién 7.5.1 Diremos que una funcion medible f : 0 — R es integrable si son finitas

las integrables
7t i
Q

/Qf_(fC) dp

En ese caso, definimos la integral de f con respecto a pu en el espacio ) por:

| @ an= [ Fr@du+ [ 5@ au

Observacion: De la definicién de funcién integrable, deducimos que f es integrable si
y solo si

[ 1@ < o
Q

Ademaés:

‘ / f(x)du‘ < [ 1@ du

Proposicién 7.5.2 (Linealidad de la integral) Si f,g:Q — R son funciones integra-
bles y A1, Ao son numeros reales, entonces A1 f + Aag es integrable, y se tiene que:

/Q () + Aog(@)] du = Ay /Q F() dt A /Q or
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Teorema 7.5.3 (De convergencia mayorada, de Lebesgue) Sea f,(z) : Q — R una
sucesion de funciones integrables, que converge puntualmente a una funcion f(x)

f(z) = 1m fy(z)

n—-+o0o

y tal que existe una funcion integrable g de modo que |f,(z)| < g(x) (en casi todo punto
con respecto a la medida ). Entonces

tim_ [ 1fu(e) = @)l du =0

n—-+o0o

En particular,

lfm /Q fulw) dyu = /Q f(@) dp

n—-+00

7.6. La definiciéon general de Esperanza

Sean como antes (©2,&, P) un espacio de probabilidad y X : @ — R una variable
aleatoria. La esperanza de X no es otra cosa que su integral de Lebesgue respecto a la
medida P:

MM:AX@

Observacion 7.6.1 Si X es una variable aleatoria discreta que toma finitos valores (xy)
con probabilidades (py), entonces X : € — R es una funcidn simple, y la definicion (7.2)
nos dice que:

E[X] =Y pexi
k

de acuerdo con la definicion que adoptamos previamente. Esto se extiende facilmente a
variables discretas en general con ayuda de los teoremas de convergencia.

A la variable aleatoria X le podemos asociar la medida pux (o probabilidad), definida
para los conjuntos borelianos de la recta por:

ux(B) = P(X\(B))

px se llama la distribucién de probabilidades de X. Notamos que (R, B(R), px), donde
B(R) denota la o-dlgebra de Borel de la recta, es un espacio de probabilidad.

El siguiente lema afirma que es posible transformar las integrales respecto a P, en
integrales respecto a px. Por consiguiente px contiene toda la informacién sobre X que
es necesaria para calcular la esperanza de X, o mas generalmente, de una funcién ¢(X) de
X.
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Lema 7.6.2 Sea ¢ : R — R una funcion medible Borel. Entonces se tiene que

Elp(X)] = /Q o(X) dyi = /R () dpix (7.4)

en el siguiente sentido.

1. Si ¢ es no negativa, la formula vale sin restricciones. (Notar que estas integrales
siempre existen, aunque pueden ser infinitas)

2. Si ¢ es cualquiera, entonces p(X) es integrable con respecto a P si y solo si o(x) lo
es con respecto a px y en este caso es vdlida dicha formula.

Prueba: Primero consideramos el caso en que ¢ : R — R es una funcién boreliana simple,

entonces:
n

p(a) =) ciIp,()

i=1
para ciertos conjuntos B; C R borelianos, de modo que:

/R (@) dux =3 e e (By)

i=1

Por otra parte, notamos que ¢(X) : M — R es una funcién simple que toma el valor
¢; en el conjunto X ~1(B;), de modo que:

/Q PX)dP = e POXH(B)

Dado que por definicién de ux, px(B;) = P(X1(B;)), ambas integrales coinciden.

Sea ahora ¢ : R — R una funcién boreliana no negativa. Y consideramos una sucesioén
creciente de funciones borelianas simples ¢, : R — R que converge a ¢ en forma creciente.
Dado que para cada n € N tenemos que:

| enx) P = [ @) dux

El teorema de convegencia mondtona, implica que:

/Q p(X) dP = [ (o) diux

R

Finalmente, consideremos una funcién boreliana ¢ : R — R cualquiera. Como |¢| es no
negativa, ya sabemos que:

/Q p(X)| dP = /R ()] dpix
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En consecuencia, ¢(X) es integrable con respecto a P siy sélo si ¢(x) lo es con respecto
a Ux.
Finalmente, hagamos uso de la descomposicion:
p(z) = ¢ (@) — v (z)
Entonces como ¢ y ¢~ son no negativas, tenemos que:

/QW(X) dP—/w*(@ dpix

R
y que:

/QsO’(X) du:/RsO’(x) dpx

La linealidad de la integral implica entonces que:

[ ey aP = [ @) dux
O

Observacion 7.6.3 Cuando X es una variable aleatoria abslutamente continua con den-
sidad de probabilidad f(x),

jix(B) = /B f(x) da

donde la integral se toma respecto a la medida de Lebesgue en la recta. Y la férmula (7.4)
se escribe simplemente:

Elp(X)] = / o(z) f(z) de (7.5)

R
de acuerdo con la definicion de esperanza que adoptamos anteriormente.

7.6.1. Vectores Aleatorios

Las ideas anteriores pueden generalizarse facilmente a vectores aleatorios. Si (2,&, P)
es un espacio de probabilidad, un vector aleatorio no es otra cosa que una funciéon medible
Q:X —> R

Podemos definir la distribucién de probabilidades de X como la medida px, definida
en la g-algebra de Borel de R™ por:

ux(B) = P(X~(B)

Y si ¢ : R” — R es una funcién medible Borel, entonces tendremos la féormula (genera-
lizacion del lema 7.6.2:

BlpX)] = [ elX)aP = [ o(@ydns



Capitulo 8

Teoria de la predicciéon

8.1. El contexto abstracto en el que vamos a trabajar

Consideramos un espacio de probabilidad (2, £, P). Consideramos el espacio vectorial
de las variables aleatorias con segundo momento finito

L*(Q) = {variables aleatorias X : Q — R : E(X?) < oo}
Recordamos que si X € L?(Q),

E(|X|) < E(X?)'2 por la desigualdad de Jensen

Var(X) = B(X?) — B(X)?

Por lo que las variables aleatorias en L? tienen esperanza y varianza finitas.
L?(£2) es un espacio normado con la norma

IX|| = B(X*)Y?
que proviene del producto interno
(X, Y)=E(X'Y)

Es un espacio con producto interno o espacio pre-Hilbert.
Para que L?(Q) sea realmente un espacio vectorial normado, hay considerar iguales a
las variables aleatorias X e Y tales que

P{X=Y}=1

Con esta convencion,
IX[|=0=X=0

149
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8.2. Planteo del problema

Consideramos dentro de L? un subespacio S. Queremos aproximar una variable alea-
toria Y por un elemento del subespacio Y € S.
Particularmente, vamos a usar dos subespacios:

S1 = variables aleatorias constantes = (1)
y dada una variable aleatoria X vamos a considerar
Sy ={aX+p:a,€R} =(1,X)

La idea es que queremos usar % para predecir el valor de Y, por eso en la teoria de
probabilidades se lo llama un predictor de Y.

., Cudl es la mejor manera de elegir Y7 Eso depende de cémo midamos el error en la
aproximacion. Vamos a usar el criterio del error cuadratico medio. Queremos minimizar

ECM(Y,Y) = B([Y = Y*) = |V = Y|?

8.3. Un lema de algebra lineal

Lema 8.3.1 Sea V' un espacio con producto interno y .S C V un subespacio. Consideramos
xo € V. Entonces sg € S es el elemento de S que minimiza la distancia a xg

dz,s)=|z—s|| z€8
sty solo si sg es la proyeccion ortogonal de xy sobre s es decir:
o — So € SJ'

0 seaq
(xo — so0,s) = 0 para todo s € S (8.1)

Nuestro V = L?(Q) es un espacio de dimensién infinita, pero este lema funciona exac-
tamente igual que en dimensién finita (y con la misma prueba).

Si S fuera de diemnsién finita, es suficiente verificar la condicién de ortogonalidad (8.1)
para s en una base de S.
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Figura 8.1: Ilustracién grafica de la proyeccion ortogonal

Xo
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8.4. Prediccién por variables aleatorias constantes

Apliquémoslo al primero de nuestros ejemplos

S1 = variables aleatorias constantes = (1)
(subespacio de dimension 1).

Dada Y € L?, la condicién para que Y e So sea el predictor constante que minimiza el
error medio cuadratico es segun el lema (con S = Sy, g =Y,s0 =Y)

Y -Y,1)=0

O sea:

E[(Y -Y)-1]=0

Como Y es constante, esto nos dice que el mejor predictor de Y es:

Yy = E[Y]

y entonces el error medio cuaratico en esta aproximacién sera

EMC; = min [[Y = V> = |V = Yp|* = E[(Y - ¥0)?] = Var(Y)
Yes:
8.5. Prediccién por funciones lineales de X

Ahora dada otra variable aleatoria X, consideramos

So={aX+p:a,0eR} =(1,X)

(subespacio de dimensién 2). Segin el lema, las condiciones de ortogonalidad que debe
verificar el predictor éptimo son:

0
Y -Y,X)=0
O sea:

E[(Y-Y)-1=0
E[(Y =Y)-X]=0

Entonces los coeficientes «, 8 para el predictor éptimo deben satisfacer que
E[(Y —aX—-06)-1]=0

E[(Y —aX —B)-X]=0
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La primera condicién dice que
E[Y] - aE[X] -8 =0 (8.2)
También multiplicindola por E[X] obteneos que
E[(Y —aX - p)- E[X]]=0
y entonces restandola de la segunda condicion
E[Y —aX - p)- (X - E(X))] =0
Reemplazando el valor de 8 dado por (8.2),
E[(Y —aX —-E(Y)—-aEX)) (X -E(X))] =0

por lo tanto
E[(Y - E(Y)) —a(X - E(X))]- (X - E(X))] =0
Entonces distribuyendo la esperanza, obtenemos
Cov(X,Y)=E[(X — E[X])- (Y — E(Y))]
= a E[(X - E(X))?
= aVar(X)

En resumen, hemos demostrado

Teorema 8.5.1 Sea }A/O el predictor de menor error cuadrdtico medio en Sy. Vine dado
por Yo = aX + B donde a y B se determinan por las ecuaciones:

~ Cov(X,Y)
o Var(X)

B =E(Y) - aE[X]

8.6. CAalculo del error cuadratico medio

Calculemos el error cuadratico medio éptimo al aproximar Y por una funcién lineal de
X.

EMC, = min ||[Y — Y|
Y€EeSe
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Primero usamos que en el predictor 6ptimo § = E(Y) — aE[X]

ECM, = ||Y — Y| = E[(Y — Y0)?] = E[(Y — aX — §)?]
= E[(Y —aX — (B[Y] — aE[X]))?]
= E[(Y — E(Y)) — a(X — E(X)))?]
= E[(Y - E(Y))’] + *E[(X — E(X))’] - 2aE[(Y — E(Y)) - (X — E(X))]

= Var(Y) + o*Var(X) — 2aCov(X,Y)
Cov(X,Y)

Y usando que o = Var(x)

en el predictor 6ptimo,

ECM; = Var(Y) + o*Var(X) — 2aCov(X,Y)
Cov?(X,Y) Cov?(X,Y)

= Var(Y) + Var(X) 2 Var(X)
ov?
= Var(Y) — Covi(X, Y) Valf();')Y)

8.7. Mejora en el error medio cuadatico

Queremos comparar cuanto mejoré el error medio cuadratico al usar como predictor de
Y una funcién lineal de X comparado con usar una variable aleatoria constante. Para ello
consideramos el cociente

COVQ(X,Y) o Var(Y)

EMCy — EMCy  Var(Y) + S

ECM,; N Var(Y)
_ Cov’(X,Y)
= Var(Xvar(y) ~ )

Esto permite interpretar el coeficiente p?(X,Y’) como el decrecimiento relativo del error
cuadratico medio cuando se usa un predictor lineal basado en X en vez de un predictor
constante. Por lo tanto p?(X,Y) mide la utilidad de la variable X para predecir a Y por
una funcién lineal.

8.8. Algunas observaciones

Notamos que como S; C Sy, ECMs < ECM;. Esto nos dice nuevamente que |p(X,Y)| <
1, o sea nos proporciona otra prueba de la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
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. Qué significaria |p| = 17. Segin la férmula anterior, esto implica que
ECM1 — ECM2 = ECM1 = ECM2 =0
o sea que Y es una funcién lineal de X.

Notamos también que como para el predictor 6ptimo

~ Cou(X,Y)
- Var(X)

el signo de p(X,Y’) coincide con el signo de a. [Si p(X,Y’) > 0 el predictor 6ptimo serd una
funcién lineal creciente de X, mientras que si p < 0 serd una funcién lineal decreciente]

8.9. Regresion lineal en la computadora

Veamos un rogramita en Python, usando SciPy:

# x uniforme en (0,30)

x = np.random.uniform(size=30, low=0, high=30)
#y = a*xx + b con ruido
y =0.5 % x + 1.0 + np.random.normal(scale=1, size=x.shape)

regresion = scipy.stats.linregress(x, y)
alpha = regresion.slope

beta = regresion.intercept

rho = regresion.rvalue

y_predicho = alpha * x + beta

El gréfico de la recta resultante se muestra en el siguiente grafico:

175 — @=0.5291770337094734 B = 0.8879948476337525 ,0 = 0.9825539954746519
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Nota: Este capitulo estd basado en las notas de Victor Yohai [Yoh], aunque preferimos utilizar
el lenguaje de dlgebra lineal abstracta (andlisis funcional) para hacer explicito el uso de la proyeccién
ortogonal. Y hemos agregado este ultimo ejemplo para ilustrar cémo realizar una regresiéon lineal
en la computadora.



Capitulo 9

Convergencia de Variables
Aleatorias, y Ley Fuerte de los
Grandes Niimeros

9.1. Convergencia en probabilidad

En la teoria de probabilidades se utilizan frecuentemente diferentes nociones de conver-
gencia de una sucesion (X, ),en de variables aleatorias.

La primera nocién que vamos a estudiar es la de convergencia en probabilidad, que
aparece en el teorema de Bernoulli (ley débil de los grandes nimeros).

Definicién 9.1.1 Sea (X,)nen una sucesion de variables aleatorias, definidas sobre un
mismo espacio de probabilidad (Q2,E, P). Se dice que (X,) converge en probabilidad «
la variable X si para todo € > 0, tenemos que

P{|X — X,| > ¢} — 0 cuando n — +o0

Notacion:
X, — X

Observacion: Si (X,,) converge en probabilidad a X, cualquier subsucesion de (X,,)
también converge en probabilidad a X.

Ejemplo 9.1.2 (Variables con distribucién uniforme que se concentran) Si X, ~
U(—-1/n,1/n) y X =0 con probabilidad 1. Entonces X, 2 x.

157
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Prueba:
P{X, — X| >0} = P{|Xn — X| > 6/X =0} - P{X =0}
+ P{|X, — X|>d/X #0}- P{X #0}
= P{|X,| >0} =0
si % <dosean > %, ya que | X,| < % con probabilidad 1. O

Ejemplo 9.1.3 (Variables con distribucién normal que se concentran) Si X, ~ N(0,02)

donde o, = 0 y X =0 con probabilidad 1. Entonces X, L X.

Prueba:
P{X, - X|>0}=P{|X, - X|>6/X =0}- P{X =0}
+ P{|X,, — X| > /X #0} - P{X # 0}
1
= P{|X,| >0} < 52 Var(Xy)
2
Un
cuando n — 400, por la desigualdad de de Chebyshev. (]

Veamos algunas propiedades de la convergencia en probabilidad:

Proposicién 9.1.4 (Unicidad del limite) Si X, Ix y X i Y, entonces X =Y
con probabilidad 1.

Prueba: Por la desigualdad triangular,
|X_Y| < |X_Xn|+|Xn_Y|

Entonces
P{X -Y|>e} < P{IX - X,| >¢/2} + P{|X,, = Y| > ¢/2}

Deducimos que para todo € > 0,
P{{X-Y|>¢e}=0

Como

{(x#£v}=J {\X—Y\>i}

neN
Por la o-subaditividad de P, deducimos que:

P{X#Y}gip{p(—ypi}:o
n=1
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Proposicién 9.1.5 57 X, Pox y c € R, entonces cX,, P ex.

Prueba: Si ¢ # 0, tenemos que

3

P{\an—cX\>€}:P{|Xn—X]> }%Ocuandon%—i-oo

]
Si ¢ = 0 es trivial. O
Proposicién 9.1.6 57 X, i> XeY, i> Y, entonces X, +Y, i> X+Y.
Prueba:

P{{(X+Y)— (X, + Y| >e} < P{X - X,| >¢/2} + P{|Y = Y,| >¢/2}
O

Observacién 9.1.7 Sea X : Q — R wuna variable aleatoria finita en casi todo punto.
Entonces X estd acotada en probabilidad en el siguiente sentido, dado € > 0 existe kg > 0
tal que

P{IX| > ko} <

Prueba: Notamos que

[o.¢]
Y P{k-1<|X|<k}=1
k=1
es una serie convergente, por consiguiente dado £ > 0, existird un kg tal que:

3 P{k:—1§|X]§k}<§
k=ko+1

Es decir que:
€
P{|X| > ko} < 3

O

Lema 9.1.8 57 X, il X, entonces (X,) estd acotada en probabilidad, en el siguiente
sentido, dado € > 0 existn M = M.

Vn>ngle): P{Xn >M}<e

para todo n.
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Prueba: Elegimos ky como en la observacién anterior. De la desigualdad triangular,
[ Xn| < [Xn — X[+ [X]
Deducimos que:
P{|X,| > ko+ 0} < P{X, — X| >0} + P{|X| > ko}

Yy en consecuencia que

P{|Xpn| > ko+6} <e

si n > np(e). Como hay una cantidad finita de valores de n < ng combinando esto con la
observacién anterior, se obtiene el resultado. O

Lema 9.1.9 57 X, L 0 eY,, estd acotada en probabilidad, entonces XY, L 0.

Prueba:
e
P{|XnYy| >s}:P{\Xn| > }
Yal
<PUXol> - A Yl <MY+ PLUXo > — A Yo > M
|Yal |Yal
gP{\Xn\ >%}+P{|Y,J>M}<s
sin > ng(e). O

Corolario 9.1.10 S7 X, Pioxe Y, £, Y, entonces X, Y, P, xvy.

Prueba: Utilizamos el truco habitual de “sumar y restar”:

XY = X,V = XY - X, Y + X,)Y — X,Y,, = (X — X,)Y + Xp(Y, — V)

Entonces como X — X, 5 0 e Y estd acotada en probabilidad, deducimos que (X —
Xn)Y L. Similarmente, como Y, — Y 0 y X, estd acotada en probabilidad (por la
proposicién 9.1.8, deducimos que (X — X,,)Y 4 0. Tenemos entonces que X,,Y,— XY £,
0, y en consecuencia XY, Py xy (por la proposicién 9.1.6) O
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9.2. Convergencia casi-segura

Definicién 9.2.1 Se dice que la sucesion (X,) de variables aleatorias converge casi
seguramente a la variable X si

P{ lim Xn:X}zl

n—-+o00

Notacion:
X, <5 X

Proposicién 9.2.2 Si X,, =% X, entonces X, P, x.

Prueba: Notamos que por la definiciéon de limite,

Xnp(w) — X(w) < Vk > 13ngVn > ng : | Xp(w) — X(w)| <

| =

Negandola, tenemos que:
1
Xn(w) /= X(w) & 3k > 1Vnedn > ng : | Xp(w) — X(w)| > %
Esto podemos traducirlo en una relacién entre conjuntos:
o0 oo 1
{weQJMW%%X@H:LJr]LJ%EQ:MMW—X@M>k}
k=1no=1n>ng

Como X,, =% X, este conjunto tiene probabilidad 0. En consecuencia, también tienen
probabilidad cero los eventos (més perquenos)

ae= 1 U fweniime -xwi> 1}

no=1n>ng
Como los eventos:
1
By = U {w €N X, (w) — X(w)| > k}
n>ng
son decrecientes, deducimos (por la continuidad de la probabilidad) que:
oo
Ay = ﬂ Bimo A P(Ap) =0= lim P(Bj,,) =0

ng——+oo
no=1

Vale decir que si elegimos ng suficientemente grande, P(Bj ,) < 6 En consecuencia,

k
para todo n > ng. Deducimos que X,, tiende en probabilidad a X. O

P{weﬂﬂ&ﬂ@—X@ﬂ>l}<6
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9.3. Un ejemplo para ver que convergencia en probabilidad
no implica convergencia casi segura

Cuando trabajamos con la nociéon de convergencia casi-segura va a importar cudl es el
espacio muestral (2, &, P).

En este ejemplo, vamos a considerar, el espacio muestral correspondiente al experimento
de elegir un nimero real con distribucién uniforme en [0, 1].

- Q=[0,1]

» P(E) = m(FE). Comentamos que es una medida o-aditiva que extiende la medida
elemental de uniones finitas intervalos.

» £ C P([0,1]) serd la o-algebra de Borel de [0, 1], generada por los sub-intervalos de
[0,1].

Recordamos que una forma de pensarlo es que elegimos los digitos binarios de un
numero real en [0, 1] tirando infinitas veces una moneda equilibrada (ensayos de Bernoulli
con probabilidad de éxito 1/2).

Para n € N, definimos los intervalos

joj+1
= [2k ok }

donde k = k(n) = [logy(n)] y j = j(n) cumple que n = 2¥ + j con j € {0,1,2,...,2771}.

Definimos X, : [0,1] — R como la funcién indicadora del intervalo .J,,.

1 siwe J,
X”(w>_{ 0 siwégJ,

iCuando usamos el espacio muestral 2 = [0, 1] las funciones reales se vuelven variables
aleatorias!
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En este ejemplo, observamos que dado 0 < § < 1,

Entonces

X, 250

1
P{|X,| > d} = oF 0 cuando n — 400

163

Pero dado cualquier w € [0, 1], hay infinitos n tales que w € J,, o sea X, (w) = 1. Por
lo que X, no converge en forma casi segura a cero.

9.4. El lema de Borel-Cantelli

Lema 9.4.1 (de Borel-Cantelli [Bor09], [Fral7]) Consideramos una sucesion (Ap)nen
de eventos, y consideramos el el evento “ocurren infinitos A, ”, es decir:

A= U

keN n>k

entonces
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i) Si
[o¢]
D P(Ay) < 400 (9.1)
n=1
entonces, con probabilidad 1 ocurre un ndmero finito de tales sucesos. Es decir

P(Ay) =0

it) Si los A, son eventos independientes, y
o
> P(4,) = +o0 (9.2)
n=1

entonces, con probabilidad 1 ocurren infinito s A,,. Es decir,

P(Ay) =1

Prueba: Demostracién de i): Dado € > 0, teniendo en cuenta la hipétesis (9.1), podemos
elegir k tal que

Z P(A,) <e
n=k
Entonces, por la o-subaditividad de la probabilidad:
PlJA4An| <> P4y <e
n>k n==k
y como la probabilidad es creciente:
PA) <P | |JAn| <e
n>k
Como, ¢ es arbitrario, deducimos que:
P(Ax) =0

Demostracién de ii): Miremos el complemento de Ao, que es segin las leyes de De

Morgan:
A= U N4
kEEN n>k
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Entonces, tenemos que:
l l !
P()) = T re - T res
n=k n=k n=k

ya que como los eventos (A;,) son independientes, también lo son sus complementos. Ahora
utilizando la desigualdad elemental

l—z<e™ z€l0,1],

tenemos que:
l l l
P (ﬂ A%) < H e PR — exp <— Z P(An)>
n=k n=k n=k

y en consecuencia utilizando que la probabilidad es creciente, y la hipétesis (9.2), deducimos

que:
P <ﬂ A;) =0
n=~k

(va que el segundo miembro de la desigualdad anterior tiende a cero cuando | — ©0).
Entonces, por la o-subaditividad de la probabilidad,

P(AS) < ip (4] =0
k=1

n>k

deducimos que
P(Ax) =1

9.4.1. Un ejemplo para el lema de Borel-Canteli

Ejemplo 9.4.2 Un mono teclea al azar en una computadora. Supongamos que cada tecla
tiene una probabilidad positiva (no necaraiamente todas la misma) de ser pulsada y que
las distintas pulsaciones del mono son independientes. Demostrar que con probabilidad 1,
el mono eventualmente tecleard el cuento El Aleph de Borges (o cualquier otra obra que
queramos), infinitas veces.

Solucion: El mono teclea letras de un alfabeto con N caracteres. Cada caracter tiene
probabilidad px > 0 de ser pulsado cada vez que el mono pulsa una tecla, de modo que

N
Zpk =1 p>0
k=1
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Supongamos que E1 Aleph tiene L caracteres correspondientes a los indices k1, ks, ..., kp >
0. Dada una secuencia de L caracteres, la probabilidad de que coincida con los caracteres
de FEl Aleph serd el producto

D = Pk Dky -+ - Piy > 0

de las correspondientes probabilidades, por la independencia de las pulsaciones. En gene-
ral, esta probabilidad serd extremadamente pequena. Pero esto vo va a afectar a nuestro
argumento.

Ahora dividamos las pulsaciones del mono en bloques de L caracteres, y sea A, el
evento: “el mono teclea el Aleph en el n-ésimo bloque’”. Notmaos que los A,, son eventos
independientes y tienen todos probabilidad p. Como p > 0 la serie

> P(4y)
n=1

diverge. Entonces por el lema de Borel Cantelli (parte II), con probabilidad 1 ocurrirdn
infintos de los sucesos A,,, o sea el mono tecleard infinitas veces el Aleph.

Obviamente este ejemplo es una abstraccién matemaética: en la realidad no funciona,
iporque la vida del mono no es infinita! | Y el lema de Borel-Cantelli no nos dice nada sobre
cuanto tiempo tendremos que esperar hasta que el mono teclee por puro azar nuestra obra
literaria favorital.

9.5. Un Criterio para la convergencia casi segura

Como aplicaciéon del lema de Borel-Cantelli, se tiene el siguiente criterio para la con-
vergencia casi segura:

Proposicién 9.5.1 Sea (X,,) : Q — R una sucesion de variables aleatorias, y X : @ — R
otra variables aleatoria. Supongamos que para todo € > 0,

oo
> P{X, - X| > e} < 400
n=1
(o sea, esta serie converge). Entonces
X, <5 X

Prueba: El lema de Borel Cantelli (parte I) implica que si llamamos A, . al evento

Ape ={we N |X,(v) — X(w)| > e}
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entonces, con probabilidad 1 ocurren sélo finitos de los sucesos A,, ., es decir que el evento

Aoo,e = m U An,e

kEN n>k

tiene probabilidad cero. Tomando € = 1/m, con m € N, y usando la o sub-aditividad de
la probabilidad, vemos que el evento:

B={weQ: X,(w) A X(w)}

1
:{wGQ:EmGNVkENEIn>k:|Xn(w)—X(w)|>}

m
= U Aoo,l/m

meN

tiene probabilidad cero, ya que es la unién numerable de eventos de probabilidad cero. En
consecuencia, P(B¢) = 1, es decir que

X, =5 X.

O
Como aplicacién del lema de Borel-Cantelli, se tiene el siguiente criterio para la con-
vergencia casi segura:

Corolario 9.5.2 Sea (X,,) : Q — R una sucesién de variables aleatorias, y X : 2 — R
otra variables aleatoria. Supongamos que para algin p > 0,

oo
> B[ X, - X[P] < 400
n=1

(0 sea, esta serie converge). Entonces

Xn =5 X

Prueba: Usando la desigualdad de Markov tenemos que

o0 o0

E[I X, — X7]
ZIP{|XH—X| > ¢} gzl”gp < 400
n= n=

por lo que se deduce del resultado anterior. O
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9.6. Un caso especial de la desigualdad de Khinchine

El siguiente lema nos sera de utilidad en la prueba de la ley fuerte de los grandes
nimeros (con aj = 1), pero lo enuncio asi porque nos puede ser 1til en algiin ejemplo mas
adelante.

Lema 9.6.1 (Un caso especial de la desigualdad de Khinchine) Sean (X}) una su-
cesion de variables aleatorias independientes con E[Xy| =0 y cuarto momento acotado

E[|X:|"] < M donde M € R

Entonces si los (a;) son reales,

E (Z ain) <3M (Z a§>
i=1 i=1
Prueba: Usando la linealidad de la esperanza, tenemos que

4
n
E <Z aZXZ> = Z ailaizaisai4E[XilXi2Xi3Xi4]
=1

1<i1,i2,i3,ia<n
Como las X; son independientes, notamos que
E[X;, X, X, Xi,] =0

salvo en el caso en que los subindices son todos iguales, o si son iguales por pares (utilizando

que la esperanza del producto es el producto de las esperanzas cuando las variables son

independientes, y que la esperanza de cada variable es cero). Notemos que cada término
2 2 C_ 4y _

E[X7X7] coni < j aparece (5) = 6 veces en esta suma.

Nos queda:

4
n

n n
E{(Y aX; | | =) alEX}1+6 > alaE[X7X]]
j=1

i=1 i,j=1,i<j
Notamos que por la desigualdad de Jensen
E(X7]* < E[(X})*| = BIX}] < M
Y por otra parte i # 7, XZ»2 es independiente de X ]2 en consecuencia:

E[X?X?] = E[X{]E[X;] <M

7

Nos queda:

SN

n 4 n n n 2
E <Z aiXZ-> <M Z aj +6 Z a?a?| < 3M [Z a?]
i=1 i=1

i,j=1,i<j
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9.7. La ley fuerte de los grandes nimeros

Teorema 9.7.1 Sea (Xp,)nen una sucesion de variables aleatorias independientes e iden-
ticamente distribuidas con mg4 = E[X] < +o00. Sea u = E[X;] entonces

X1+X2+...Xn g
n

cuando n — +00.

Nota:La hipétesis de que el cuarto momento my4 es finito no es necesaria para la
validez de este teorema, pero facilitard enormemente la demostraciéon. Una demostracion
del teorema sin esta hipétesis (ley fuerte de Kolmogorov) se da en el apéndice D.

Prueba: La idea de la demostracién va a ser usar el criterio para convergencia casi
segura que vimos antes con p = 4. Podemos suponer que p = 0, cambiando sino X,, por

Y, = X» — p, ya que
_Y1+Y2+...+Yn _X1+X2+...+Xn

?n _M:Yn_,u
n n

con lo que
X, B peY, <50

Notamos S, = X1+ Xo + ...+ X,,.
Usando el lema con a; = 1 para todo j, podemos estimar el cuarto momento de .S,:

F [Sﬁ] < 3my n?

Deducimos que:

Como la serie
(o]
> 5
2
n
n=1
converge, el criterio para la convergencia casi segura que vimos antes (con p = 4),

implica que S
n C.S.
— =0

n
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9.7.1. Un ejemplo: La ley fuerte de Borel para ensayos de Bernoulli

Un primer ejemplo que podemos considerar es el esquema de ensayos de Bernoulli, que
consideramos en el capitulo 3. Recordamos que en este esquema, un experimento con dos
posibles resultados (llamados convencionalmente éxito y fracaso) se repite infinitas veces
en condiciones independientes. Llamamos p a la probabilidad del éxito.

Como antes, consideramos entonces las variables aleatorias de Bernoulli:

Y, — 1 siel i-ésimo experimento fue un éxito
! 0 si el i-ésimo experimento fue un fracaso

Entonces .S, representa la cantidad de éxitos en los n primeros ensayos, y

la frecuencia relativa de éxitos en los m primeros ensayos. La ley fuerte de los grandes
nimeros afirma entonces que

fn — p con probabilidad 1 (9.3)

donde llamamos p a la probabilidad del éxito (Este enunciado que se conoce como la ley
fuerte de los grandes nimeros de Borel, es un caso particular del teorema anterior. Notamos
que la hipétesis de que las X; tengan cuarto momento finito, se satisface trivialmente ).

i Pero qué significa exactamente esto? jcual es el espacio muestral para este experimento
compuesto 7. Como dijimos anteriormente, el espacio muestra podemos representarlo como

Q:{w:(xl,xg,...,xn,...):wi:Oowizl}:{O,l}N

donde w; representara el resultado del i-ésimo ensayo. Entonces, las variables aleatorias X;
se definen sencillamente por:
XZ‘ (w) = W

Para poder darle sentido a la afirmacién (9.3), debemos decir c6mo asignamos proba-
bilidades en el espacio 2. El caso mas sencillo es cuando p = ¢ = 1/2 (éxito y fracaso
equiprobables).

En se caso, definamos para ello la funcién

¢ :Q—[0,1]
por
o)=Y 5
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En otras palabras, para cada w € €2, ¢(w) sera el ntimero en [0, 1] cuyo desarrollo binario
tiene por digitos a los w;.

Podemos definir entonces la sigma-algebra £ como:
E={E C Q:¢(F)es un subconjunto boreliano del intervalo [0, 1]}

y la probabilidad P por
P(E) = m(p(E))

donde m denota la medida de Lebesgue (ver la discusién en la seccién 1.5.3).

Ejercicio: Comprobar que la funciéon P asi definida asigna correctamente las probabi-
lidades, en el sentido de que

PweQ:w =21,wy =Tp,...,wy = Tp}) =27"

donde k£ = S, (w). En particular, las variables aleatorias X1, Xa, .., X, resultan indepen-
dientes. Ayuda: notar que ¢(F) consta en este caso de una unién finita de intervalos.

Entonces, cuando p = 1/2, la afirmacién (9.3) puede interpretarse equivalentemente,
como la afirmacién de que que para casi todo niimero en el intervalo [0, 1], si f,, designa la
frecuencia de digitos uno en los primeros n lugares de su desarrollo binario, se tiene que
fn — 1/2. En esta afirmacién, como es usual en la teorfa de la medida, significa “salvo
quizas para un conjunto de medida de Lebesgue cero”.

9.7.2. Numeros Normales

Una generalizacién de la idea anterior es considerar desarrollos en otra base de numera-
cién b, con b > 2. Entonces pensamos en un experimento cuyos posibles resultados son los
digitos 0,1,...,b— 1 de la base b, que consideramos equiprobables y lo repetimos infinitas
veces.

Q:DNsiendoD:{0,1,...,6—1}

Ahora definimos la funcién

¢ :Q—[0,1]
por
ow) =Y

i=1

Fijamos un digito d € D y nos preguntamos por la frecuencia relativa de ese digito en
los primeros n lugares del nimero real = = ¢(w)

#{i:1<i<nw =d}
n

fn:
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que podremos escribir como antes en la forma

si definimos las variables X; por

1 siwi:d
X"_{ 0 siw #d

Como antes, asignamos las probabilidades en §2 por:
P(E) = m(gy(E))

y resulta que
Plw€eQ:iw =di,wy =da,...,wp=dp})=b""

PlweQ:Xi =z, X0 =10,..., Xy = 2}) = pFg" "

donde k = S, (w), p = 1/b, ¢ = 1 — 1/b. En particular las variables X; son de nuevo

independientes. Se deduce
1

fn_>g

con probabilidad 1, o lo que es equivalente f,, tiende a cero para casi todo x € [0, 1] (o sea:
salvo para los x en un conjunto de medida cero en el sentido de Lebesgue). Los niimeros que
verifican la relacién (9.4) para todo digito d € D fueron denominador por Borel nimeros
(simplemente) normales en la base b. Se deduce de lo demostrado que casi todo nimero es
simplemente normal en la base b.

(9.4)

Maés aun, Borel definié los numeros absolutamente normales como aquellos que son
simplemente normales en cualquier base b > 2. Como la unién numerable de conjuntos de
medida cero en el sentido de Lebesgue también tiene medida cero, se deduce el siguiente
teorema:

Teorema 9.7.2 (de Borel, [Bor09]) Casi todo nimero real del intervalo [0,1] es absoluta-
mente normal.

Nota: Aunque este teorema implica que existen niimeros absolutamente normales, su prueba
no es constructiva en el sentido que no nos provee ningiin ejemplo de un ntimero absolutamente
normal. El primer ejemplo fue dado por Sierpinski en 1916 [Siel7]. Ver también [BF02] para una
versién computable de la construccién de Sierpinski.



Capitulo 10

Convergencia en Distribucion

Convergencia en Distribucion

Definicion 10.0.1 Se dice que una sucesion de wvariables aleatorias X, converge en
distribucién a la variable aleatoria X, si

lim Fx, (x) = Fx(x)

n—-4o00

en cada x en el que Fx sea continua. Notacion:
D
X, — X

Ejemplo 10.0.2 Supongamos que X, ~ N(0,02) donde o, — 0. Entonces X,, converge
en distribucion a la variable aleatoria X con P{X = 0} = 1, cuya distribucion F' (que es la
funcion escalon de Heavside) es discontinua en cero. Este ejemplo muestra porqué resulta
natural pedir que haya convergencia solo en los puntos de continuidad de F'.

Proposicién 10.0.3 57 X, N y Xp L, Y, entonces Fx = Fy (X eY estan idénti-
camente distribuidas)

Prueba: F'x(z) = Fy(x) en cada x que sea simultdneamente punto de continuidad de Fx
v Fy. Pero Fx y Fy son crecientes, y tienen por lo tanto a lo sumo una cantidad numerable
de discontinuidades. Deducimos que Fx(z) = Fy(x) para los z en un subconjunto denso
de R, y entonces para todo = ya que ambas son continuas por la derecha. Il

Proposicién 10.0.4 St X, =N y ¢ € R es una constante, entonces cX, Dyoex Y
D
X,+tec— X +ec

173
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1.0 F
Normal con o =0.6
08k Nomal con o =0.5 ]
Normal con o =0.4
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E
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0.2 .
0.0 .
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Figura 10.1: Convergencia en distribucién de la densidad normal al escalén cuando o — 0.

Observaciéon 10.0.5 Sin embargo, no es cierto en general que si
D D D
X, — XY, —>Y=X,4Y, - X+Y

Para comprobarlo basta tomar X, Y, ~ N(0,0?) independientes, X ~ N(0,1) yY = —X.
Entonces X, +Y;,, ~ N(0,20%) que no converge en distribucion a cero cuando o — 0, aunque
X +Y = 0. Este ejemplo patoldgico se explica porque la convergencia en distribucion se

refiere mds a las distribuciones de las variables, que a las variables en si mismas.

10.1. Relacién entre los modos de convergencia

Proposicién 10.1.1 Sea (X,,) es una sucesion de variables aleatorias definidas sobre un

mismo espacio de probabilidad (2, E, P) y finita son probabilidad 1. Si X, £, X, entonces
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X, 2 X.
Prueba: Sea xy € R tal que Fx sea continua en xg. Entonces
X - ‘X - Xn’ < Xn

Si X >x9+ey|X,—X| <e= X, > 9. Lo podemos traducir en una inclusién de
conjuntos:

{X >zo+eln{|X, — X|<e} C{X, >z}

Tomamos complemento. La inclusién se da vuelta, y usamos las leyes de De Morgan.
{Xy <z} C{X <zo+e}U{|X,— X|>¢}
Tomamos probabilidad. Usamos que es creciente y subaditiva:
P{X, <z} < P{X <xog+e}+ P{|X,, — X|>¢}
Esto establece la desigualdad:
Fx,(z0) < Fx(zo +¢) + P{|Xn — X| > ¢}

Similarmente

X, <X +|X, — X|

Si X <zg—cy|X,—X|<e= X, <z. Lo podemos traducir en una inclusién de
conjuntos:

(X <zop—e}n{|X, — X|<e} C{X, <m}

Tomamos complemento. La inclusiéon se da vuelta, y usamos las leyes de De Morgan.

{Xn >z} C{X >z -} U{|X, — X| > ¢}

Tomamos probabilidad. Usamos que es creciente y subaditiva:
P{X, >x0} < P{X >x0—c}+ P{|X, — X|>¢}
Esto establece la desigualdad:

1—FXn(:L'0) < 1—Fx((lZo—E)+P{’Xn—X| >E}

Fx(zg —¢) — P{| X, — X| > ¢} < Fx,, (z0)
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Entonces juntando todo tenemos que
Fx(zg —¢) — P{|X,, — X| > ¢} < Fx,, (z0) < Fx(xzo+¢)+ P{| X, — X| > ¢}
Entonces como X, N e por hipodtesis,

Fx(zg —¢) < liminf F, (zo9) < limsup Fx, (z0) < Fx(xo + ¢)
n—+oo n—+00

Y cuanndo £ — 0, como F'x es continua en x,

liminf Fx, (z¢) = limsup Fx, (z9) = Fx(x0)
n—r+00 n—+00

Es decir que
lim FXn (x()) = FX (:L'o)

n—-+4o0o

como queriamos probar. O

Proposicién 10.1.2 Si X, I 0, entonces X, 0.
Prueba: Fijemos § > 0.
{IXal = 0} = {Xn < =6} U{X,, > 6}

P{|X,| > 6} = P{X, < -6} + P{X,, > 6}

— P{X, < -6} +1— P{X, <4}
< P{X, < -6} +1— P{X, <5/2}
= Fx,(=0) +1— FXx,(0/2)

Pero por la hipétesis

1 si t>0

para todo t # 0. Luego,
P{|X,| >4} =0

Como ¢ > 0 es arbitrario, deducimos que X, 0. O

10.2. EIl teorema de representaciéon de Skorokhod

Teorema 10.2.1 (Skorokhod) Supongamos que F,, : [a,b] — R es una sucesion de fun-
ciones de distribucion tales que F,(x) — F(x) en cada punto de continuidad de F(x)
donde F' es una funcion de distribucion. Entonces existen variables aleatorias (X,) y X
definidas en un mismo espacio de distribucion tales que X, tiene distribucion F,,, X tiene
distribucion F y X, == X.

Prueba: Ver [Pau, teorema 2.2]. O
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10.3. El teorema de Helly-Bray

Teorema 10.3.1 (Helly-Bray) Si (X,,) es una sucesion de variables aleatorias tales que
X, 2 X, entonces E[p(X,)] = Ele(X)] para toda funcién continua acotada.

Prueba: Por el teorema de representacion de Skorokhod existen variables (Y, )nen € Y
definidas en el espacio de probabilidad [0, 1] tales que Y,, tiene la misma distribucién que

X, Y la misma distribucién que X y Y;, =5 Y.
Entonces

Elp(Xn)] = Elp(Ya)],  Elp(Y)] = E[p(X)]
pero como ¢ es continua, p(Y;,) = p(Y), y como ¢ es acotada podemos usar el teorema
de convergencia mayorada para ver que:

Elp(Yn)] = Elp(Y)]

utilizando como mayorante integrable una constante que mayore a . O

10.4. Un disgresion técnica: Funciones de prueba

Para el siguiente teorema, vamos a usar el espacio de funciones de prueba
D=CrXR)={f:R—=R: fesC™ y tiene soporte compacto}

La condicién de que f es C™ dice que todas las derivadas f*) de f existen y son
continuas en todo R.
La condicion de que f tiene soporte compacto, dice que

soporte(f) = {z € R: f(z) # 0}
es un conjunto compacto de R, o equivalentemente: existe un intervalo [a, b] tal que f(z) =0
si x & [a,b].
A primera vista, parece un espacio muy pequeno. Uno podria pensar que D = {0}. {Sin
embargo vamos a ver que esto no es asi!

La funcién de Cauchy

Para construir una funciéon de prueba no nula, comenzamos considerando la funcién
f:R — R dada por
“1/z o
e sio x>0
flx) = :
0 si <0

Esta funciéon es C* (no tiene soporte compacto). Notamos que
F#)(0) = 0 para todo k

por lo que el polinomio de Taylor de f de grado k en el origen es el polinomio nulo para
todo k, aunque la funcién f no es idénticamente nula.
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Construyendo una funcién de prueba

Consideremos ahora: g : R — R dada por

() = e V=2 g |z <1
g 0 si |z >1
Vemos que g € Dy soporte(g) = [—1, 1]. Ademas todas las derivadas de g se anulan en los

puntos —1 y 1. Reescalando, dado un intervalo cualquiera [a, b] podriamos construir g € D
tal que soporte(g) = I = [a, b]
Escalones suaves

Consideremos ahora la funcién h : R — R dada por

1 x
h(a:)—/ g(x)dx para —1<z<1

€J-1

donde g es la del ejemplo anterior y

c= /_11 g(x)dz

y donde h(x) =0siz < —1y h(x) =1si z > 1. Resulta que h es C* y 0 < h(z) < 1.
Notemos que h'(z) = g(x) si x € (—1,1) por el teorema fundamental del calculo.

ws(@)=1—h (x;xo 1>

podemos probar el siguiente lema que afirma que podemos aproximar la funcién indicadora
T<zy = I(—oo 0] del la semirrecta (—oo, zo] por la derecha, por funciones suaves.

Finalmente, tomando

Lema 10.4.1 Para cada xg € R y cada § > 0, existe @5 de clase C*° tal que:
» 0 < gps(x) <1.
v o5(z) =1siz < xg.
w o5(z)=0siz>x0+0.

En particular, ps(x) > I<q,(x) para todo x.

Similarmente, podemos aproximar /<, por la izquierda, por funciones suaves, definien-

do
ps(x)=1~h (‘T ;xo + 1)
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Lema 10.4.2 Para cada xg € R y cada 6 > 0, existe p_s de clase C*° tal que:
» 0<op_s(z) <1
v o s(x)=1six<zp—0.
» ps(x) =0six > xg.

En particular, ps(x) < I<y,(x) para todo x.
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Esta construccién es ilustrada en las figuras siguientes:

0.6

0.5 4 0304

0.4

0.3

0.2 1

0.14

0.0 4 0.00 4

(a) La funcién de Cauchy f. (b) La funcién g.

1.0

(¢) La funcién h.

10 10
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0.0 0.0
S T S S S
(d) Las funciones ¢s. (e) Las funciones ¢p_s.

Figura 10.2: Etapas en la construccién de los escalones suaves, y su convergencia a la
indicadora de la semirrecta.
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10.5. EIl Reciproco del tereorema de Helly-Bray

Teorema 10.5.1 (Reciproco del teorema de Helly-Bray) Si (X,) es una sucesion
de variables aleatorias tales que Elp(Xy)] — E[p(X)] para toda funcion C* acotada,

D
entonces X, — X.

Prueba: Tenemos que probar que Fx, (x9) — Fx(xo) cuando n — +o0, para cada punto
de continuidad xg de Fx. Para ello, la idea es usar los escalones suaves ¢;s. Primero por la
derecha

Dado € > 0, afirmamos que si § es suficientemente pequeno,

|Elps(X)] — Fx(z0)| < g (10.1)
Notamos que:
Blos(0) = [ esta) dFx ()
o z0+6 )
— [" sty arcta+ [ st arsta) + [ gl arste)

Entonces

zo+9
|Blps(X)] — Fx(z0)| = / ps(x) dFx (2)| < Fx(zo + 6) — Fx (o)

x0

acotando la integral de Stieltjes usando el lema ??) y que 0 < ¢s(z) < 1.

Entonces, la afirmacién (10.1) se deduce de la continuidad (por la derecha) de la funcién
de distribucion Fx.

Fijamos un 6 = §(¢) tal que se verifique (10.1). Entonces, por la hipdtesis, existird un
no tal que si n > ng tenemos que,

[Elps(X0)] — Blgs(X)]] < (10.2)

Como consecuencia, usando que @s(x) > I<z (x) deducimos que si n > ng, tenemos
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que:
Fx,(z0) = P{X < z0} = E[l<zy(X)]
< Elps(Xn)]
< Elps(X)]+ 5 por (10.2)
< Fx(zo9)+¢ por (10.1)
si n > np(e). Como € > 0 es arbitrario, hemos probado que

limsup Fx,, (z0) < Fx (o) (10.3)

n—-+4o0o

Para probar que FXx, (z9) — Fx(xo), necesitamos demostrar también una desigualdad
en el sentido contrario.

Para ello, aproximamos [(_ ., z,) por escalones suaves desde la izquierda.

El argumento entonces es similar. Usando la continuidad de F' en z( por la izquierda
tendremos que si § es suficientemente pequeno,

|Elp—s(X)] = Fx(20)| < % (10.4)

ya que

|Elp—s(X)] — Fx(z0)| =

/ ”6 o_s(x) dFx(x)| < Fx(x0) — Fx(zo — 0)

Fijamos un § = d(¢) tal que se verifique (10.4). Usando la hipétesis, dado € > 0, existira
un ng tal que si n > ng tenemos que,

€
| Elo-6(Xn)] = Ble-s(X)]| < 5 (10.5)
Ahora notamos que ¢_s5 < I<g,, luego

Fy, (z0) = P{Xn <20} = E[I(_c0,20-5)(Xn)]
> Elp_s(Xn)]

> Blp-s(X)] = 5 por (10.5)
< Fx(x0) —e por (10.4)
si n > np(e). Como € > 0 es arbitrario, hemos probado que
ngﬁgofFXn (x0) > Fx(xo) (10.6)
Juntando (10.3) y (10.6), hemos probado que:
Fx, (z9) — Fx(x9) cuandon — +oo

como queriamos. O
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10.5.1. Una versiéon mas fuerte
Con un poco mas de esfuerzo, vamos a probar una versién mas precisa:

Teorema 10.5.2 (Reciproco fuerte del teorema de Helly) Sean (X,,) es una suce-
siom de variables aleatorias finitas en casi todo punto, y X otra variable aleatoria finita en
cast todo punto, tales que

Elp(Xn)] = E[p(X)]
para toda funcion ¢ : R — R de clase C*° con soporte compacto, entonces X, L x.

La razén por la que serd 1til para nosotros considerar funciones de prueba C*° con
soporte compacto en el enunciado de este teorema, es que las utilizaremos en la prueba del
teorema 11.9.1.

Un lema previo

Lema 10.5.3 Siuna sucesion de variables aleatorias (X,,) verifica la hipdtesis del reciproco
fuerte del teorema de Hellly-Bray, entonces es acotada en probabilidad, o equivalentemente
(Fx,) es ajustada. Dado, € > 0 existe N, tal que

P{|X| > N.} < e para todon € N

Prueba: Por la observacién 9.1.7, sabemos que si X es una variable aleatoria finita en casi
todo punto. estd acotada en probabilidad: dado € > 0 existe M. tal que

P{|X|> M.} <ce¢

Elegimos ¢ C'* con soporte en K. = [-2M_,2M,] tal que ¢ > 1 en J. = [— M., M.].
Entonces Ix, > ¢, luego

P{|Xn| < 2M:} = E[lk.(Xn)] = Elp(Xn)]
Y por lo tanto si n > ng(e) tendremos
P{|Xn| < 2M:} > E[p(X)] — €
Pero ¢ > 1;_, luego
Elp(X)] = Bl (X)] = P{IX| < M:} > 1 —¢

Entonces
P{|X,| <2M.} >1-2¢

O Ssea:
P{|X,| >2M.} <e
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Figura 10.3: Por ejemplo, acd vemos el grafico de ¢ si M. =1, con lo que K. = [-2,2] y
J. =[-1,1]

Demostraciéon de la version fuerte del reciproco del teorema de Helly-Bray

Prueba: Sabemos que
E[)p(Xn)] = E[Y(X)]

para toda funciéon ¢ : R — R de clase C'*° con soporte compacto. Vamos a probar que
Elp(Xn)] = Elp(X)]

para toda ¢ de clase C'° acotada. Con lo que la versién débil del teorema va implicar la
version fuerte.

Fijemos ¢. Supongamos que |¢(x)| < C para todo x.

Dado ¢ > 0, consideramos p de clase C* tal que p(z) =1 en [-N, N ] y 0 < p(x) <1
siempre, consideramos ¢ = p - ¢ y escribimos

[Elp(X)] = Elp(Xn)]| < [Elp(X)] = E[p(X)]|
+E[(X)] = Ep(Xa)l| + [Elp(Xn)] — Elp(Xn)]|

Acotemos:
IElp(Xa)] — EWp(X,)]| = \ [ let@) - v dF @
1—p(x)) - |o(x)| dF,(x
g/Mf p()) - ()] dFu(x)

< / C dF,(z) = CP{|X,| > N.} < Ce
|z[>Ne
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para todo n por el lema (jEs una cota uniforme!). Similarmente:
[Elp(X)] = E[p(X)]] < Ce
y finalmente por la hipotesis
[E[(X)] = Elp(Xn)]| < esin>mno(e)
Luego reemplazando en la desigualdad triangular que tenfamos antes
[Elp(X)] = E[p(Xn)]| < (2C + 1) sin > no(e)

Entonces vemos que:

Elp(Xn)] — Elp(X)]

Como esto vale para toda ¢ de clase C*° acotada, por la vesion débil del terema dedu-
cimos que:
X,— X

como queriamos. O

Un ejemplo de aplicacion del teorema de Helly-Bray

Proposiciéon 10.5.4 Sea D C R un conjunto discreto (=sin puntos de acumulacion) y
sean X,, X : Q@ — R variables aleatorias concentradas en D. Llamemos

pn(k) = P{Xn = k}v p(k‘) = P{X = k}

Entonces
X, 25X o pn(k) — p(k) para todo k € D

Esta enunciado generaliza el ejercicio 2 de la practica 8, que corresponde al caso especial
D = 7. Vamos a resolverlo usando el teorema de Helly-Bray (aunque podria resolverse
usando la definicién de convergencia en distribucién).

Prueba: Supongamos primero que X, L, X. Dado un k € D consideramos un entono
abierto U de k donde k sea el tinico punto de D (existe por la hipétesis de que D es
discreto).
Consideramos ¢ : R — R de clase C*° con soporte contenido en U tal que ¢(k) = 1.
Entonces por Helly-Bray
Elp(Xn)] = Elp(X)]

pero ¢(X,,) es una variable aleatoria discreta, pues X,, estd concentrada en D. Luego

E[@(Xn)] = Z gp(d) pn(d) = pn(k)
deD
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Similarmente
Elp(X)] = p(k)

Se deduce que py, (k) — p(k). Esto vale para todo k € D.
Reciprocamente, supongamos que p,(k) — p(k) para todo k € D. Queremos ver que

X, L, X. Para eso, vamos a usar el reciproco fuerte del teorema de Helly-Bray. Luego
queremos probar que
E[p(Xn)] = E[Y(X)] (10.7)

para toda 1 : R — R de clase C'* con soporte compacto. Llamemos K al soporte de .
Entonces D N K es finito, y

ER(X) = 3 0(d)-pald)

deDNK

Similarmente

EpX) = Y (d) p(d)

deDNK

Como son sumas finitas, es claro que (10.7) se va a cumplir, ya que el limite de una suma
finita es igual a la suma de los limites. O

Otra aplicacion del teorema de Helly-Bray

Corolario 10.5.5 5i X, L x yg:R — R esuna funcion continua, entonces g(X,,) =N
9(X).

Prueba: Por el reciproco del teorema de Helly-Bray nos bastara probar que

E[Y(9(Xn))] = El(9(X))] para toda ¢ € C°(R)

Esto es:
Elp(Xn)] = Elp(X)]

donde ¢ = 1) o g. Pero notamos que ¥ es continua y acotada, por ser composiciéon de
continuas y ¥ acotada. Deducimos que esto es cierto, en virtud del teorema de Helly-Bray.
O

Corolario 10.5.6 Si X, N X, y a,b son constantes, entonces aX,, + b Lyax +b.

Observaciéon 10.5.7 Sin embargo, no es cierto en general que si

X, 2 XV, LY =X, +Y, S X+Y
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10.6. El teorema de Slutsky

10.6.1. Una version simple del teorema

Lema 10.6.1 Sean (X,,) e (Y;) dos sucesiones de variables aleatorias finitas con probabi-

lidad 1. Supongamos que X, Pixe Y. P, 0. Entonces X, +Y, L. x.

En el apunte de Victor Yohai [Yoh] pueden ver una prueba usando directamente la
definicién de convergencia en distribucién. Yo les voy a presentar una prueba alternativa
usando la caracerizacién dada por el teorema de Helly-Bray.

Prueba: Usando la caracerizacién dada por el teorema de Helly-Bray, queremos probar
que para toda ¢ € C°(R),
E[p(X, + Ya)] = E[$(X)

y sabemos por hipdtesis que:
Elp(Xn)] = ElY(X)]

Luego nos bastard probar que para cada v fija,
Elp(Xn +Yn)] = E[Y(Xn)] = 0
Notamos que como 1) € C°(R), 1) serd acotada
|Y(z)| < C para todo z,y € R
y cumplird la condicién de Lipschitz
() — (y)| < Mlz—y| para todo s € R

donde M es cualquier cota de [¢)| (por el teorema del valor medio).
Usando las observaciones anteriores, tenemos que dado £ > 0,

(X + Ya) = $(X0)| < M|Ya| <

si .
Y| <d=—

Entonces, introducimos los eventos:
Aps={weQ:|Y,(w)] <6}

y podemos estimar:
Ellp(Xn +Ya)] = E[p(Xn)] - 1a, 5] <
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Ahora vamos a necesitar mirar que pasa en
o = {w € Q: [Yo(w)| =6}
Ahi vamos a usar la estimacién mas bruta
[P(X +Yn) = (Xn)| <2C
Entonces:

El[¢(Xn +Yn) — (Xn)| - IA%,(;] <2C- E[IAfw] =2C- P(An,C) <

| ™

sin > np(e,d) pues Y, P40, Pero 6 = (), asi que en definita ny depende sélo de e.
Finalmente acotamos

‘E[w(Xn + Yn)] - E[w(Xn)” < E[W(Xn + Yn)] - EW’(Xn)H
< E[‘w(Xn + Yn)] - E[w(Xn)’IAn,é]
+ < E[Y(Xn + Ya)] — ERp(Xn)lLac ]
< % + % =c

si n > ng. O sea, que efectivamente hemos probado que:

y como observamos antes, esto implica la validez del lema. O

10.6.2. Un lema para el teorema de Slutsky

Lema 10.6.2 Sea (X,,) una sucesion de variables aleatorias finitas con probabilidad 1,

P . L
tales que X, — ¢ donde ¢ € R es una constante. Entonces si g : R — R es una funcion
boreliana continua en c, entonces:

Yo = g(X,) 2 g(0)

Prueba: Dado € > 0 por definiciéon de continuidad, existird un § > 0 tal que |z —¢| < §
implica |g(x) — g(¢)| < e. Luego,

{lg(z) —g(e)l = e} C {lz — ¢[ = 6}

En particular,
{lg(Xn) —glo)| = e} C{[Xn —c| = 6}
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tomando probabilidades:
0 < P{lg(Xn) — g(c)] = e} < P{| Xy — | = 6}

por lo que si el lado derecho tiende a cero cuando n — 400, también el término del medio.
O sea que si X, i ¢, se deduce que g(X,) -, g(c).
O

10.6.3. El Teorema de Slutksky

Teorema 10.6.3 Sean (X,) e (Y,,) dos sucesiones de variables aleatorias finitas con pro-

babilidad 1. Supongamos que X, Ly Xe Y, L4 ¢ donde X es otra variable aleatoria finita
con probabilidad 1 y ¢ una constante. Entonces,

. XV, 2 X,

» Sic#0,

X
C

D
—

alfs

Prueba: Para probar que X,, + Y, Dox + ¢, escribimos:
Xn+Yo=Xn+¢)+ Yn—¢)
Comomo X, Dox , tendremos que X,, + ¢ =N + ¢ por los resultados previos. También
Y, Dse=Y,—c-50

(esto sale directamente la definicion).
El resultado se deduce entonces de la versién simple del teorema de Slutsky que proba-
mos antes (lema 9.1.9).

Similarmente, para ver que X,Y, LDyex , escibimos
XY, =X+ (Y, —0)X,=U,+ Z,

donde llammamos U,, = c¢X,, y Z, = (Y;, — ¢) Xy,
Como X, Lox = Uy Lyex por los resultados previos.

También sabemos que Y, — ¢ 250. Por otra parte, (X,,) estd acotada en probabilidad,
ya que converge en distribucién (Esto se deduce del lema 9.1.9, aunque puede probarse
directamente).
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Pero entonces Z, P9 yva que es el producto que una sucesién que tiende a cero
en probabilidad por una que estd acotada en probabilidad (lema 9.1.9), y por lo tanto

Zn 25 0.
Entonces usando la versiéon simple del teorema de Slutsky, concluimos que XY, 2,
cX.

Finalmente, para ver que si ¢ # 0,

X, p X
—_— H —_
Y, c
escribimos X 1
on _ X, —
Y, Y,
y observamos que
P 1 p 1
Y, —c=>—F — -
Y., c
por el lema previo aplicado a la funcién g(y) = i que es continua en y = ¢ si ¢ # 0. Entonce

el resultado se deduce del item anterior. O



Capitulo 11

Funciones caracteristicas

11.1. Esperanza de variables aleatorias con valores complejos

Notemos que que podemos considerar variables aleatorias con valores complejos X :
Q) — C, en lugar de con valores reales como hemos hecho hasta ahora. Escribiendo X =
A+ Bi donde A y B son la parte real e imaginaria de X, no ofrece ninguna dificultad
extender la definicién de esperanza para ellas, escribiendo

E(X)=E(A)+iE(B)
Las propiedades de la esperanza se generalizan ficilmente para estas variables.

Lema 11.1.1 Si X : Q@ — R es una variable aleatoria con wvalores complejos tal que
E[|X]|] < +o00, entonces E[X] estd bien definida y

[ELX]| < Ef[X]] (11.1)
Prueba: Como |A| < |X]|,|B| < |X| se deduce que
E[|A]] < E[IX]] < o0, E[|B[] < E[|X]] < o0

luego E[X] estd bien definida. Probemos la desigualdad (11.1). Si E[X]) = 0 no hay nada
que probar. Sino, la escribimos en forma polar

EX]=7-¢% confecR

donde '
r=|E(X)| =e YE[X] € Rag

Entonces

r = [Re(E[e""X])| = |B[Re(e”"X)]| < E[[Re(~e”X)|] < B[| - ¢”X|[] = E[|X]]

191
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usando que ya sabemos que (11.1) es valida para variables aleatorias reales, y que
|Re(2)| < |z| para todo z € C

O

Similarmente, si f : [a,b] — C es una funcién continua, escribimos f(t) = x(t) + iy(t)
donde z,y : [a,b] — R. Y definimos

/abf(t) dt:/abx(t) dt+i/aby(t) dt

/ " 50 dt( </ L) de

Esta desigualdad la podemos pensar como

De nuevo tenemos

[ELf(U)] < E(|f(U)]) donde U ~ U(a, b)

También podemos definir

si a y b son derivables.

11.2. Funciones Caracteristicas

Para la siguiente definicién, recordemos que para xz € R, la funcién exponencial e** de
exponente imaginario puro puede definirse por medio de la férmula de Euler

e = cosx +1sen x

que puede justificarse a partir de los correspondientes desarrollos de Taylor.

Definicién 11.2.1 Si X es una variable aleatoria tal que E(|X|) es finita, su funcién
caracteristica se define por
px(t)=E[e"*] teR

Teniendo en cuenta la definicion de la esperanza, esto puede escribirse como

px(t) = /00 it dFx (z)

oo
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stendo Fx la funcion de distribucion de X, y si X es una variable con densidad continua
fx(z) entonces

[e.e]

ox(t) :/ e fx(z) da

oo
Notemos entonces que en la teoria de probabilidades se llama funcion caracteristica a lo
que en muchos otros contextos de la matemdtica se conoce como transformada de Fourier.
De hecho, existe toda una rama de la matemdtica dedicada al estudio de este tipo de
transformadas, el andlisis armoénico. Para nosotros, serd una herramienta util para estudiar
la convergencia en distribucion de las variables aleatorias (ver el teorema de continuidad
en la seccion siguiente).

Observemos también que la funcion caracteristica sélo depende de la distribucion de
la variable aleatoria X, por lo que tiene sentido hablar de funciones caracteristica de una
determinada distribucion de probabilidades F. Por eso, a veces escribiremos pr en lugar
de px para enfatizar este hecho.

Observacién 11.2.2 Si X es una variable aleatoria discreta que toma wvalores en Ny,
tenemos que

eox(t) = 3 €™ PLX = k) = S(¢MFPIX = k) = gx ()

k=0 k=0
donde gx es la funcion generatriz que introdujimos en la seccion 3.7. Por ejemplo, usando
esto deducimos que:

» Si X ~ Bi(n,p) = ¢x(t) = (p+qe™)" = (1 + p(e —1))" donde ¢ = 1—p, por (3.7).

2 Si X ~P(N) = px(t) = MPE)=1) o (3.8).

it

» Si X ~ Ge(p) = px(t) = lfeiqeit donde ¢ =1 — p, por (3.12)

11.2.1. Funciones caracteristicas de variables aleatorias continuas

Si X es una variable aleatoria absolutamente continua con densidad de probabilidad
f(z), entonces

ox(t)=F [eitx] = / f(x)eitx dx
La funcién ~
=70 = [ st da
se llama transformada de Fourier de la funcién f. Esta definida para cualquier f : R —

C tal que
/ |f(z)| dz < co Notacién: f € L*(R)

—00



Notas de Probabilidad y Estadistica - ©2006-2024 Pablo L. De Napoli 194

Para ser precisos, acd tendriamos que usar la integral de Lebesgue que se ve en los
cursos de analisis real. Pero en esta materia, lo usaremos simplemente como una notaciéon
(pueden pensar la integral como una integral impropia).

Ejemplo 11.2.3 Para la distribucion uniforme, la funcion caracteristica puede determi-
narse a partir de la definicion. Si X ~ U(a,b), entonces

(t) B /b eit:c dx B eitb o eita
X = “ b—a it(b—a)

) = e’ —e'™  sint
P T T
Notemos que px ¢ L*'(R) pues
/ St dt = +0
— 0o

Algunas observaciones:

Existe toda una rama de la matematica dedicada al estudio de las series de Fourier
y la transforma de Fourier, el andlisis arménico.

Para nosotros, serd una herramienta 1til para estudiar la convergencia en distribucién
de las variables aleatorias, y nos permitira probar uno de los resultados centrales de
la teoria de probabilidades: el teorema del limite central.

Pero las series y transformadas de Fourier tiene innumerables aplicaciones en muchas
ramas de la matemadtica y la fisica: ecuaciones diferenciales, andlisis de seniales, ondas,
procesamiento de imagenes, mecanica cudntica, teoria de niimeros, etc.

De hecho, Joseph Fourier introdujo sus series para estudiar la propagacion del calor
en una barra de metal, que describié por medio de una ecuacién diferencial (eso lo
van a ver en el curso de ecuaciones diferenciales).

Por eso es una herramienta que vale la pena aprender, més alld de la aplicacién
inmediata en la que estamos interesados (a la teoria de probabilidades).

Para los lectores interesados en saber mas sobre series y transformadas de Fourier
recomiendo [Duo03].
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11.2.2. Propiedades de las funciones caracteristicas

Proposicién 11.2.4 La funcion caracteristica de una variable aleatoria X con E(|X|) <
oo tiene las siguientes propiedades:

i) La funcion caracteristica ¢x(t) es uniformemente continua.

i)
lpx () <1

i)
px(0) =1

i) Si hacemos un cambio lineal de variable, Y = aX + b
py (t) = e"px(ta)

Prueba: Probemos i):

lox (t+h) — px(t)| = |E[ei(t+h)X] — E[eitX)| _ ‘E[ei(t—i-h)X — it
= |BleX . ethX _ ¢itX)) = |E[elX . (X 1)
< B[je"¥] - | 1) = B[l 1]
< E[|hX))
= [h[E(X]) <&
si .
|h| < = FIX]

(si E[|X|] =0, X =0 con probabilidad 1 y px = 1].
ii) Es inmediata pues

lox ()] = [E(e"Y)] < B(le"™)| = E(1) =1
iii) También es inmediata pues
px(0) = B(e"”) = B(1) =1
Para probar iv) notamos que

E(Y) _ E(eitY) _ E(eit(aX+b)] _ E[eitaXeitb] _ eitbgox(ta)
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Proposicion 11.2.5 5i X eY son variables aleatorias independientes con esperanza finita
entonces

ex+v(t) = px()ey(t)

tX

Prueba: Como X e Y son independientes, e?X y €Y también lo son entonces

QDX—i-Y(t) _ Eit(X+Y) _ E[eitX}E[eitY] = ox (t)(py(t)

Proposicién 11.2.6 Sea k € N.Si E(|X|*) < oo, entonces ¢x(t) es de clase C* y
k . i
P (1) = B((iX) ")
En particular
®) (1) = iFmn (X
ex (t) = i"mi(X)

donde
ue(X) = BE(X")

es el k-ésimo momento de la variable X (respecto del origen).

Prueba: Se obtiene derivando bajo el signo de esperanza. Para justificar esto, se requiere
un teorema de derivaciéon de integrales con respecto a un parametro, que se ve en analisis
real. O

Ejemplo 11.2.7 Si X ~ T'(a, \), su funcion caracteristica viene dada por

Y[ TN
t — mnr o— — AL d
o(t) (o) /0 e g e T

A” /oo a—1 —(A—it)z
= x e dx
L(a) Jo

Usando la formula (4.12) (que sigue valiendo para valores complejos de A con Re(\) > 0)

se deduce que '
A Na A @
px(t) = D) _ <A_Z.t> (11.2)

Observacion 11.2.8 Cuando X es una variable aleatoria con una densidad integrable, se
tiene que
vx(t) = 0 cuando |t| = oo

en virtud del lema de Riemann-Lebesgue (un resultado importante del andlisis armdnico).
Sin embargo, esta propiedad no es cierta para variables aleatorias cualesquiera. Por ejemplo,
st X es una variable aleatoria, tal que X = 0 con probabilidad 1, entonces px(t) = 1.

1Se requieren algunos conocimientos de anélisis complejo para darle sentido a esta férmula, z* se puede
definir en el plano complejo menos el eje real negativo, usando la férmula 2* = exp(alog(z)) y tomando la
rama principal del logaritmo.
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11.3. La Funcion Caracteristica de la Distribucién Normal

El siguiente teorema es clave para la prueba que haremos del teorema central del limite,
uno de los resultados fundamentales de la teoria de probabilidades:

Teorema 11.3.1 Si X ~ N(pu, 02), entonces px (t) = eittg—(at)?/2

Existen varias pruebas de este teorema. Presentaré una prueba que aprendi en el curso
de V. Yohai que utiliza argumentos probabilisticos. Notemos que el teorema dice esencial-
mente que la densidad normal estandar es un punto fijo de la transformada de Fourier. Hay
también demostraciones que utilizan argumentos de anélisis complejo o de ecuaciones dife-
renciales. La idea de dicha prueba es usar las propiedades de invariancia de la distribucién
normal para obtener una ecuacién funcional para la funciéon caracteristica buscada.

Prueba: Usando el resultado del ejemplo 4.3.1, vemos que basta probarlo para la variable

normalizada
_Xop

g

X*

que tiene distribucién N(0,1).

Consideramos entonces dos variables aleatorias X,Y ~ N(0,1) independientes, y sea
Z =aX +bY, con a,b > 0. Tendremos entonces

pz(t) = pax (t)evy (t) = px (ta)py (tb)

y como la funcién caracteristica s6lo depende de la distribucién esto es igual a
vz(t) = px(at)px(tb)

Por otra parte, sabemos por la proposiciéon 4.5.6 y el ejemplo 4.3.1, que
Z ~ N(0,a* + b%)
Entonces de nuevo por el ejemplo 4.3.1,
Z
=V

y se deduce utilizando el item iv) de la proposicién 11.2.4 que

*

N(0,1)

0z(t) = px ( a? + b2 t)
Comparando las dos expresiones para @z(t) obtenemos la ecuacién funcional buscada:

ox ( a? + b2 t) = px(at)px(tb)
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En particular eligiendo ¢t = 1, tenemos que

ox (Va2 +8) = ox(a)ox(b)

Llamemos ¥ (s) = ¢x(v/s). Entonces

P(a® +b%) = (a®)y(b)
y poniendo a = o?,b = 2 deducimos que
Y(a+ ) =(a)p(8) para todoa,f >0
(Si @ 0 B son cero, esto vale pues px(0) = 1). Entonces por el lema 4.8.1, deducimos que
P(t) = e para algin b € R

ya que 1(0) = 1, y por lo tanto

Para encontrar el valor de b, derivamos dos veces

oy (1) = 2bt

% (t) = (2b + 2bt)
En particular,

¢ (0) = 2b = —pz(X)
por la proposicién 11.2.6. Pero

pa(X)=Var(X)=1
luego b = —1/2, y obtenemos que

px(t) ="/
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11.4. La identidad de Plancherel

Lema 11.4.1 (Identidad de Plancherel) Sea X una variable aleatoria con E(|X|) <

400, funcion de distribucion Fx y funcion caracteristica px. Entonces si g : R — R es
una funcion en L'(R),

| d@ drs@ = [ extw o) dy
donde g = F(g) es la transformada de Fourier de g.

Prueba:

[ awarc@ = [ ][ g dy] dFy(z)

—00 —00 —0o0

- /_ Z /_ O; g(y)e™y dFX(x)} dy

oo

_/OO /Oo iy dFX(x)] 9(y) dy—/ vx(y) g(y) dy

—00 LJ —00 —00

El cambio en el orden de integracion se puede justificar pues

[ [ swearc@ ar= ([ lawlar) ([ arv)

=/°O l9(y)] dy < o0

—0o0

O

11.5. La Formula de Inversion: unicidad de la funcion carac-
teristica

Un hecho fundamental es que es posible reconstruir la distribucién de probabilidades
de una variable aleatoria, a partir de su funcién caracteristica.

Teorema 11.5.1 (Férmula de inversion de Feller) Sea X una variable aleatoria con
E(|X]) < 400, funcion de distribucion Fx y funcion caracteristica px. Entonces

1 xo [e’e] )
Fx(z) = — lim [ / ox(y) e ®Y . e @2 gyl dz

21 00 J_ o | ) oo

en cada punto de continuidad xo de Fx.
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Prueba: Usamos la identidad de Plancherel con la eleccién

1 .
gly) = e Ve oS

donde (o,,) es una sucesién tal que o, — 0 y z € R. Entonces

1 @22/

usando las propieddes que vimos antes. Queda:

oo 1 2 2 1 o0 - 2
—(2—2)2/(202) _ 1 —izy | —(ony)?/2
/_ ey dFx () 5 /_ _ ox(y) e e dy

Por el corolorario 4.5.3, la primera integral es la densidad de probabilidad de X,, =
X +Y, donde Y,, ~ N(0,02) es independiente de X. Integrando

1 0 [e%e] )
Fx,(z0) = o / V px(y) e e 2 gy | d

271— —00 —00

Pero nos acordamos que X,, = X +Y,, donde Y,, ~ N(0, 0721) es independiente de X.

Cuando o, — 0, Y, £, 0, luego X, £, X,y por lo tanto X, L. X Entonces
Fx, (t) — Fx(t)

en cada punto de continuidad de F'x. Esto prueba el teorema. O
Una variante de este teorema es (Véase [Jam02], capitulo 6):

Teorema 11.5.2 (Otra versién de la Féormula de inversiéon) Si X es una wvariable
aleatoria, con funcion de distribucion F' = Fx y funcion caracteristica ¢ = ¢x, y T e
y son puntos de continuidad de F' © < y entonces

—Zt.Z’ _ 62
F(y) — F(x) % Thm / ——— (t) dt

Corolario 11.5.3 (Unicidad de la funcién caracteristica) Si F\ y Fy son dos dis-
tribuciones de probabilidad, y ¢r, (t) = ¢p,(t) para todo t € R (es decir: sus funciones
caracteristicas coinciden) entonces Fy = Fy.

Prueba: La férmula de inversion implica que Fj(x) = Fy(x) si x es un punto de continui-
dad. Si = no lo fuera, basta observar que como los puntos de discontinuidad de F} y Fb
son a lo sumo numerables, entonces podemos elegir una sucesiéon (x,) tal que z, \, x, tal
que x, sea un punto de continuidad tanto de F; como de Fy, entonces Fi(x,) = Fa(xy,) y
como Fy y F» son continuas por la derecha, deducimos que Fi(z) = Fa(z). O
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11.5.1. Otra version de la formula de inversion

En general, px ¢ L'(R), como muestra el ejemplo de la distribucién uniforme [ o
también si X fuera una variable discreta no nula]. Pero si esto ocurriera, podriamos pasar
al limite cuando o — 0 en la integral (usando el teorema de convergencia mayorada), y
obtener una férmula mas sencilla

1 To [O0 Cime
FxGeo) = o [ [ exto) e ay

[Si px no estuviera en L!, esto no tendria sentido pues la integral podria diverger como
se ve tomando z¢ = 0]
Se deduce que entonces, X es una variable continua con la densidad:

Fx (o) = — / ox(y) e ™0 dy

27 J o

En términos de la transformada de Fourier, esto se formularia asi:

Teorema 11.5.4 (Férmula clasica de inversién de Fourier) Sea f € LY(R) conti-
nua tal que f € L*(R), entonces podemos reconstruir f a partir de su transformada mediante
la formula de inversion

1 <o —ix-
f@) =5 [ Fuyeray
™ —0o0
Comparemos esto con la definicién de la transformada:
f) = [ s e o

Esta forma de la férmula de inversién de Fourier es mas simétrica, pero no es cierta sin
la restriccion de que f € L'(R).
Un ejemplo: la distribucion de Laplace

Una variable aleatoria X tiene la distribucién de Laplace o distribucién expo-
nencial doble con parametros p € R y b > 0 si tiene la densidad de probabilidad

fa) = gyeww (-5 )



Notas de Probabilidad y Estadistica - ©2006-2024 Pablo L. De Napoli 202

Calculemos su funcioén caraceristica. Usando las propiedades, basta saber hacerlo con p =0
y b= 1. En ese caso,

~ o 9
ox(t) = @)::j/ ot e

0 1 o 9
:/ et eIl gy +/ P
2 0 2
0 0o
| |
= / et e dx +/ et _ e dy
oo 2 0 2

_ 1/0 pait+1) dm+1/°° Galit=1) gy
2] . 2 J,

Siguiendo, las integrales que nos quedaron se pueden calcular con la definicién de integral
impropia y la regla de Barrow. Nos queda:

ex0) = F0) =5 |51 - 71

1+t

En general, si p y b son cualesquiera, la funcién caracteristica de una variable aleatoria
con distribuciéon de Laplace va a ser

ezt,u

H=-""_
ox () = T

Otro ejemplo: La distribuciéon de Cauchy
La distribucién de Cauchy C(u, \) tiene densidad de probabilidad dada por:
o
A2+ (z— p)?
De vuelta, nos bastaria calcular su funcién caracteristica con y =0y A = 1. Seria

(t) /ool 1 iactd
= — ———€ €
X o T T2+ 1

fa) ==

No es facil calcular esta integral directamente. Pero si observamos que la densidad f(z) =
H% es el resultado del ejemplo anterior, podemos calcularla usando la férmula de inversiéon
de Fourier (como f es par, no cambia la integral si reemplazamos x por —x). Obtenemos

px(t)=e "

En general, si ¢ y A son cualesquiera,

Ox (t) _ ei,ut—)\|t|
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11.6. Transformada de Fourier de una derivada

Proposicién 11.6.1 Si f : R — C es una funcién en L' que es de clase C' y f(x) — 0
cuando |z| — 400,

F(f)(t) = (=it) Ff(2)

! t)_/oo f/(w)eia:tdx

R .
= lim / f'(x)e™ dx

R—+o00 -R

= 1 izt | R R it ixtd
= Mm f(z)e ‘—R -/, f(z)ite" dx
/ f(z)ite™dx

(—it) Ff(t)

Prueba:

11.7. Derivada de la transformada de Fourier

Proposicién 11.7.1 Si f : R — C es una funcion en L' tal que = - f(x) € L' entonces f
es derivable y

d .
SFI) = Flizf)()

L= [ s e
/ f(x)ize™ da

= F(izf)(t)

Prueba:

Para justificar la derivacion bajo el signo de integral, se usa un teorema de andlisis real
(corolario del teorema de convergencia mayorada). O
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11.8. El espacio de Schwartz

Definimos el espacio de Schwartz S(R) como el conjunto de funciones f: R — C de
clase U tales que para todo par de indices j y k en Ny existe una constante M;j tal que

|27 f®)(2)| < Mj para todo z € R

La idea es que si una funcion estd en S(R), ella y todas sus derivadas decaen en infinito
més rapido que % para todo k. Es un espacio muy chico, pero las funciones C™ de soporte
compacto estan en él, asi como las funciones gaussianas

f(z) = e " cona >0
En particular, si f € S(R), f*) y 2 f estardn en S(R) para todo k € N.

Teorema 11.8.1 Sea § = S(R) el espacio de Schwartz. La transformada de Fourier
pensada como una transformacion lineal F : § — S es biyectiva. Su inversa viene dada
por la formula de inversion cldsica

FHg)(x) = = / ) 9(y) eV f(y) dy

2 J_

Para todo indice k tenemos:

F(FO)(t) = (=) Ff(t)

dk

SEFR) = F(n ()

11.9. El Teorema de Continuidad de Paul Lévy

Teorema 11.9.1 Sea (X,,)nen una sucesion de variables aleatorias finitas en casi todo
punto, y X otra variable aleatoria finita en casi todo punto. Entonces

Xo 2 X o ox,(t) > ot)VEER

Nota: En realidad vamos a ver que si
vx, (t) = p(t) para casi todo t

entonces
X, — X
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Prueba: Supongamos primero que X, Ly X Para ver que px, (t) = ¢(t) basta aplicar
el corolario 10.3.1 aplicado a la funcién ¢(t) = e* (Este corolario se extiende a funciones
con valores complejos, separando la parte real y la imaginaria). Ahora queremos probar el

reciproco. Supongamos que ¢y, (t) — ¢(t) para todo ¢t. Queremos probar que X, L, x.
Usando el reciproco fuerte del teorema de Helly-Bray, esto es equivalente a probar que

E[Y(Xn)] = E[y(X)]

para toda 1 de clase C*° con soporte compacto. Como obervamos antes, 1 esta en el
espacio de Schwartz, asi que podemos escribir ¢» = F(g) donde

ola) = F ) = 5 [ v e ay

serd otra funcién en el espacio de Schwartz.

Entonces escibimos

Blp(X,)] = / " (e) dFy, (x) - / " G(a) dFy, (2)

— [ gla) px, (@) o
por la indentidad de Plancherel. Como

l9(2) px,(2)] < [g()]

y g estd en L', podemos pasar al limite cuando n — 400 usando el teorema de convergencia
mayorada. Y se obtiene:

Blw () > [ " (@) px(x) de = B(X)

haciendo la misma cuenta que antes, con X, en lugar de X. Como vale para toda v con
soporte compacto, deducimos que

X, — X
O

Nota: Este teorema sera la clave de la demostracién del Teorema del Limite Central en el
capitulo siguiente. La demostracién que dimos estd adaptada de [HNO1, Teorema 11.50] (si bien
en este libro estd escrita asumiendo que las distribuciones F), son absolutamente continuas). En el
apéndice ?? se da una prueba alternativa (con un enunciado més general) tomada de [Jam02].
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11.9.1. Un ejemplo

Supongaamos que las X, son variables de Rademacher con probabilidad de éxito 1/2,
o sea

P{X, = -1} = P{X,, = 1} = 1/2

y son independientes. Vamos a probar que
n X b
Y, = Z 2—: — U(-1,1) cuando n — 400
k=1

usando el teorema de Lévy.
Para ello vamos a calcular la funcién caracteristica de Y,, Notamos que
. 1 ., 1 .
QOXH (t) = E[e“‘/X"] = 5 . e“‘/ —+ 567” = COS(t)
Como las X,, son independientes:
= t = t
o) =TLow, (50) = Toos (5
k=1 k=1

., Coémo calcular este producto ? La identidad trigonométrica

f—9 t t
sent =2sen| - | -cos | =
2 2

permite probar por induccién que

t - t
sent = 2" sen (2n) Ll:[l cos <2k>]

[Estas férmulas las saqué del articulo de Wikipedia sobre la formula de Viete para 7).
Entonces despejando vemos que si t € 7Z,

sin(t) sin(t) o
LY, (t) = on TN t : 2 t
sen (2—”) sen 27)
Como son
lim =1
z—0 X
vemos que
t
Py, (t) = 2 Viga

Deducimos que
vy, (t) = py(t) para todo t & wZ

donde Y ~ U(—1,1). Por el teorema de continuidad de Paul Lévy,

y, 2y



Capitulo 12

El Teorema del Limite Central

En este capitulo, presentaremos el Teorema del Limite Central, que es uno de los resul-
tados fundamentales de la teoria de probabilidades. Informalmente, este teorema dice que
la suma de un nimero grande de variables aleatorias independientes con varianza finita ,
donde la varianza de cada variable contribuye poco (en algin sentido) a la varianza total
se distribuye en forma aproximadamente normal (formalizaremos esta idea mas adelante).
Este teorema justifica el papel central que juega la distribucién normal en la estadistica.
Por ejemplo, los errores de medicién en un experimento suelen tener una distribucién nor-
mal, y esto es esperable por el teorema central del limite, si suponemos que el error de
medicién puede originarse en distintas fuentes independientes de error, cada una de las
cuales contribuye en pequena medida al error total.

Comenzaremos presentando una versién para la distribucién binomial, conocida como
el teorema de De Moivre-Laplace. Es historicamente la primera versiéon que se conocid
del teorema del limite central. Y la demostraremos “a mano” utilizando la aproximacion
del factorial por medio de la férmula de Stirling. Después demostraremos una version del
teorema del limite central para variables independientes y uniformemente distribuidas (con
varianza finita), por medio de la técnica de las funciones caracteristicas que desarrollamos
en el capitulo anterior. Finalmente, haremos algunos comentarios sobre sus generalizaciones
y versiones més refinadas.

12.1. EIl Teorema Local de De Moivre-Laplace

Sea X una variable aleatoria con segundo momento finito. Entonces la variable reescal-
dada (o “normalizada”)

satisface que E(X*) =0y Var(X*) = 1.

207
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Sea S, el nimero de éxitos en n ensayos de Bernoulli con probabilidad p € (0,1).
Sabemos que 5,, tiene distribucién binomial:

P{Sn =k} = b(k,n,p) = ( Z )p’“q”’“ (0<k<n), ¢g=1-p
y que E[S,] = np, Var(S,,) = npq. Consideramos entonces la variable normalizada:

o Sn —np
VvV 1Pq
Nuestro objetivo es estudiar el limite de la distribucién de S}, cuando n — +oc:

Comenzamos aproximando la distribucién binomial, utilizando la férmula de Stirling
(ver apéndice):

S (12.1)

n! ~ /27_[_ nn+1/267n60(1/n)

Obtenemos':

Teorema 12.1.1 (Teorema local de De Moivre-Laplace)

1 2
bk = —— ¢ W/?2(1
( 7n7p) \/W € ( +Bn,k)
donde
k—np
T =
Vv pq
y para M >0,
max |Bpxk| — 0 cuandon — oo (12.2)
|z | <M '
Prueba:
b(ka n7p) frnd m nn+1/2 ein 60(1/,”) k n—k

V21 kR t1/2 o=k O(/k)\/27 (n — k)n—h+1/2 ¢=(n—k) cO(1/(n—Fk)) pgq

n—k
_ ! n <@)’“ nq LO(L/m)+O(1/K)+O(1/(n—k)
Vor\ k(n—k) \ k n—k

Notemos que:
k = np + xp/npq = np <1+xk1 /T;]p>

'La prueba que presentamos del teorema de De Moivre-Laplace estd basada en unas notas del curso de
probabilidad y estadistica del profesor N. Fava.
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0.20 . T T
Distribucién binomial
con n=20,p=04
015+ .
Aproximacién por la normal
=
o
=
S 010}
[1+]
8
a
0.05 -
0.00
0 5 10 15 20
k

Figura 12.1: Tlustracién de la bondad de la aproximacién a la distribucién binomial por

la distribucién normal dada por el teorema de local de De Moivre-Laplace, con n = 20 y
p=04.

y que:

n—k=nq— xp/npqg = ng <1xk1/p>
ngq

Estimaremos en forma separada el valor de cada uno de los factores a medida que
n — +00:

n n

1
k(n—k) np (1+$k\/nzp> ngq (1 —xk\/%> - Vg

max |ay, k| — 0 cuando n — +o00
|z <M

(1+ ank)

donde
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Para estimar el segundo factor, tomamos logaritmo y hacemos uso del desarrollo de
2 b
Taylor: log(1 +t) =t — & + O(t®) cuando ¢ — 0.
En consecuencia:

() (5) o () -omm ()
= (—k)log (1 + xk\/?> — (n —k)log (1 - xk\/ZI)
= (o~ ax ) { ¢§ +0 (133)
teng i) { [T - Lt 2 vo (1)
— e /ApG + %qxi @40 ( > - 2/APG + p:rk pz2 40 (nll/2>
b

1
= 2x O< 1/2>

n—=k
np\k ([ ng _ —a2/2. 0(1/nV/?)
( k ) <n — k) e e

Finalmente consideramos el término de error ¢9(1/M)-01/k)=0(1/(n=k)) = ¢E qonde

Deducimos que:

1 1 1 1
E:O<>+O e :o()
2N v viey) A T o) R
En consecuencia, utilizando las estimaciones que hemos obtenido para cada factor, y
teniendo en cuenta que O(1/n'/?) + O(1/n) = O(1/n'/?), obtenemos que:

1
v/ 2mnpq

Finalmente, observamos que el factor de error dado por

(1 + an ()l V™)

b(kv nap) = e—xz/Q . (1 -+ Ogn(:[;k)) eO(l/nQ)

tiende a 1 cuando n — +o00, uniformemente para los k tales que |xx| < M, por lo que
podremos representarlo en la forma 1+ 3, ;, donde

max |Bni] = 0
|z <
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Observacion 12.1.2 La formula 12.2 significa que la aproximacion dada por el teorema
de local De Moivre-Laplace es buena en el centro de la distribucion binomial, pero no en
las colas de la misma. Por ejemplo, si n es grande y p es muy pequeno, como se ilustra en
la figura 12.2. En esta situacion es mejor la aproximacion por la distribucion de Poisson
que discutimos en la seccion 3.6. Por simetria, tampoco es buena si p estd muy cerca de 1.

0.20 4 Distribucion binomial
) con n=3000,p=0.001
Aproximacion por normal

- 0.15 4
1]
2
E
1]
=
£ 0.10 A

0.05 ~

0.00 T T T T

0 2 4 6 8 10
k

Figura 12.2: Ilustracién de la bondad de la aproximacién a la distribucién binomial por
la distribucién normal dada por el teorema local de De Moivre-Laplace, con n = 3000 y
p = 0,01. Vemos que no resulta tan buena si n es grande y p es pequena.
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12.2. El Teorema de De Moivre-Laplace

En este capitulo, notaremos por

9(@) = e 12 (12.3)

Gla) = / ) dt (12.4)

a la correspondiente funcién de distribucién normal (acumulada).
El siguiente teorema afirma que la distribucién limite de la variable normalizada S}

estd dada por la integral definida de g(z):

Teorema 12.2.1 (De Moivre-Laplace)

P{la < S; <b}— 1/1)6_””2/2 dx = G(b) — G(a)
n — \/T -

™ Ja

uniformemente en a y en b cuando n — +o0o0.

Observacién 12.2.2 De acuerdo con [McD05a/, el teorema 12.1.1 fue enunciado por De
Moivre en 1754 en su trabajo Approximatio ad Summam Terminorum Binomii (a + b)"
in Seriem expansi, pero sélo lo demostré para p = 1/2. La primera prueba completa fue
dada por Laplace (1795) en su libro Théorie analytiquedes probabilités. Andlogamente el
teorema 12.2.1 fue demostrado por De Moivre para p = 1/2, y por Laplace para cualquier
pe(0,1).

La idea bésica de la demostracién es la siguiente:
Pu(a,b) = Pla< Sy <b}= > b(k,n,p)
a<zp<b

ya que si S toma el valor zy, entonces S,, toma el valor k.
Los puntos x; estan cada vez mas préximos a medida que n — 400, ya que

1
v 1Pq

y por el teorema anterior b(k,n,p) ~ g(xk)(xr+1 — k) entonces,

Tht+1 — Tk =
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10} p=0.4

binomial reescalada n=5
08k binomial reescalada n=25

binomial reescalada n=50

- 06} binomial reescalada$ n=100 |

S

= normal estandar

3

a 04f 1
0.2f 4
0.0 1

Figura 12.3: Tlustracion del teorema de De Moivre-Laplace: para p = 0,4 y distintos valores
de n, dibujamos la funcién de distribucion de la distribucién binomial, junto con la de la
normal estandar.

Pu(a,b) = Pla< S <}~ > glaw)(@psr — zp)

a<xp<b

y esta es una suma de Riemann para la integral ff g(z) dz. Por lo tanto, conforme
n — +00, es razonable que podamos aproximar P, (a,b) por dicha integral.

La demostracién consiste en una formalizacion de esta idea:
Prueba: Dado € > 0, elegimos M de modo que

G(M)—G(-M)=1—¢
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y ademas

1
e <€

por consiguiente:
G(-M)=1-G(M)=¢/2

Consideramos primero el caso en que el intervalo (a,b) estd contenido en el interva-
lo (=M, M). La funcién g, definida por g,(z) = g(zx) para z < x < xj4; converge
uniformente a g(z) cuando n — 400, en virtud de la continuidad uniforme de g.

Denotamos por kg el minimo entero tal que a < zy, y sea k1 el maximo entero tal que

g < b.
En virtud del teorema 12.1.1,

Po(a,b) = > (14 Bui)g(zr)(@rsr — o)

a<zip<b
Z g@r)(@re —xe) + Y Bk 9(@k)(Thar — Tr)
z,<b a<zrp<b
mk1+1
/ Ydz+ Y Buk 9(wk)(The1 — k)
a<xi<b

En consecuencia,

b Tk Thky+1
P,(a,b) = / gn(z) dz —/ gn(z) dz +/ gn(z) dz
a a b

> Buk 9(@r) (@her — 1)

a<xp<b

o sumando y restando gp:
b b Thy
Palah) = [ g@) dat [ foul@) — 9@ do+ [ ga(o) do

+/bxk1+1 gn(@) dz+ D Bk glwr)(@hp1 — 21

a<x<b

El segundo término de esta expresiéon podemos acotarlo del siguiente modo:

< (b—a) sup |gn(z) —g(x)| < 2M sup |gn(z) — g(2)|
z€[a,b] z€[a,b]

b
/ lgn(2) — 9(@)] de

Ademaés como ¢ y por consiguiente g, estdn acotadas por (277)_1/ 2 deducimos que:

Thy 1
/ gn(z) dz| <

V21npq
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, Similarmente:

Thq+1 J 1
R —
[ e s g

Finalmente, tltimo término podemos acotarlo del siguiente modo,

k1
Z Bk 9(xr)(@pp1 — x)| < max |Bp il Z g(zp) (g1 — k)

- <M
a<z<b RS k=ko

< ——=2M maéx |B, x| — 0 cuando n — +o00

1
T V27 k| <M
Como todas las estimaciones efectuadas, son independientes de a y b, concluimos que
cuando n — +00,

b
P,(a,b) —>/ g(x) dz

uniformemente en a y b. Es decir: existe un entero ng = no(¢) independiente de a y de b
tal que

<e€

b
P,(a,b) —/ g(z) dz

para cualquier a,b € (—M, M). En particular, deducimos que:

M

P,(—M,M) — /_Mg(a:) dx

<e

para n > ng.
Si (a,b) no estd contenido en (—M, M), tenemos que:

Po(a,b) = Py(a,—M) + P,(—M, M) + P,(M,b)

/abg@) dx:/aMg(x)dﬂf-f-/_];g(a:) dx—i—/]vb[g(a:)dx

Utilizando entonces la desigualdad triangular tenemos que:

M

Pu(—M, M) — / gla) da

b
Pn(a,b)—/ g(z) dr| < +

-M b
+P,(a,—M) + P,(M,b) + / g(x) dx + /Mg(ﬂs) dx
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Pero
M b —M 00
/a g(x) dx + /Mg(az) dx < /_Oo g(x) dr + /M g(x)de =G(—M)+[1-G(M)] <e
y
Pala, =M) + Po(Mb) < P{IS3] > M} <~ < e

por la desigualdad de Chebyshev, pues E(S}) = 0 y Var(S);) = 1 (teniendo en cuenta
nuestra elecciéon de M al comienzo de la demostracién). En consecuencia,

< 3¢

b
P,(a,b) —/ g(z) dz

si n > np(e) Esto concluye la demostracién del teorema. (]

12.3. Una Aplicacién a la Estadistica

Veremos ahora una aplicacion del teorema de De Moivre-Laplace y de la distribucién
normal, a la estadistica.

Consideremos por ejemplo, una encuesta electoral para una eleccion donde participan
dos candidatos A y B, y supongamos que cada persona puede votar por uno de ellos (y para
simplificar que no hay votos en blanco). Podemos modelizar esto utilizando la distribucién
binomial, para ello imaginemos un experimento aleatorio donde se elige una persona al
azar y se le pregunta por quien vota. Y llamemos p a la probabilidad de que vote por A
(“éxito”) y ¢ = 1 — p a la probabilidad de que vote por B. Alternativamente, podemos
pensar que tenemos una eleccién en la que participan varios candidatos y que nos interesa
medir la intencién de voto de un determinado candidato A. En este caso, consideramos
el experimento aleatorio que consiste en elegir una persona al azar, preguntarle por quien
vota, y hay dos resultados posibles que nos interesan: si vota por A (con probabilidad p) o
si no vota por A con probabilidad q=1-p.

Nuestro objetivo es estimar la probabilidad desconocida p. Como resulta extraordina-
riamente costoso y complicado preguntarle a cada votante del padrén electoral por quién
piensa votar, lo que suele hacerse es elegir una muestra, digamos formada por n perso-
nas. Entonces, conforme a la ley de los grandes nimeros, si llamamos .S, a la cantidad de
personas de la muestra que votan por el candidato A, podemos aproximar la probabilidad
desconocida p por la frecuencia:

observada en la muestra (Estamos suponiendo que las elecciones de las distintas per-
sonas pueden considerarse independientes unas de otras, de modo que la elecciéon de n
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personas encuestadas, puede considerarse como realizar n ensayos de Bernoulli, y la distri-
bucién de S, sea dada por la distribucién binomial.)

Otro ejemplo andlogo se da en el control de calidad en un proceso industrial. Por
ejemplo, imaginemos que tenemos un lote de 10.000 lamparitas y queremos saber cuantas
estan falladas. Llamemos p a la probabilidad de que una lamparita elegida al azar funcione,
v ¢ = 1 — p a la probabilidad de que esté fallada. Nuevamente, seria extraordinariamente
costoso probar una por una las lamparitas, por lo que se hace es elegir una muestra, y
aproximar p por la frecuencia f,, observada en la muestra.

Una pregunta fundamental es entonces: ;Cémo elegir el tamano de la muestra?. Para
ello, elegimos un margen de error €, y un nivel de confianza 1 — « donde € y o son ntimeros
pequeiios, y nos proponemos elegir el tamafio de la muestra de modo que podamos asegurar
que la probabilidad de que f, diste de p como mucho en ¢ es por lo menos 1 — «, o sea:

P{lfa—pl<e}=1-a (12.5)

Por ejemplo: supongamos que queremos que muestra encuesta (o control de calidad)
se equivoque como mucho en un 2% en el 95% de las veces que realizamos la encuesta.
Entonces, elegimos € = 0,02 y a = 0,05.

Elegimos entonces z, de modo que:

O-a) = 5

donde G es la funcién de distribucién normal estdndar (dada por 12.4). Por la simetria de

la curva normal,
o

G(zq) :1—5

Llamando S} a la variable normalizada dada por (12.1), por el teorema de De Moivre
Laplace:

P{-z0 < S} < 3o}~ R dp = G(wa) — Gl-z0) =1 -«

1 Ta
]
Vo J gz,

si n es suficientemente grande. En consecuencia, recordando la definicién de S} y des-
pejando:

P{—xq \/npq < Sp —np < xo ynpqt =1 —«
P{np—xzq4 /npq < S, <np+a/npq} ~1—«

S,
P{p_xa @SJSP%—JE(X pq}zl_a
n n n
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O sea:
S,
P{ n—p‘ < zg pq}%l—a
n n
Esta relacion dice que con probabilidad 1 — « podemos asegurar que p esta en el intervalo:
[S S,
I, = i*xa @77n+xa pq:|
n n’'n n

I, se llama un intervalo de confianza (asintético) para p de nivel de confianza 1 — .
En realidad en esta forma, esta relacién no resulta todavia muy 1til ya que no conocemos
p vy entonces tampoco conocemos el ancho del intervalo I,. Pero podemos observar que:

1
pq:p(l—p)SZVpe[O,l]

En consecuencia, podemos asegurar que
S, 1 S, 1

InC |22 = gm0 —

« |: n $a2\/ﬁ n + Zq 2\/ﬁ:|

Sn,

1
P|——pl < — > 1
oo}z e

En consecuencia, si queremos que valga la relaciéon (12.5) debemos elegir n para que:

y que (si n es grande):

1
Ty —— < ¢
a2\/ﬁf
0 sea: )
xa>
>np = (22
<o (25

Esta relacion nos dice cuél es el tamano (minimo) de la muestra que necesitamos para
poder garantizar un determinado margen de error con un determinado nivel de confianza.
Por ejemplo, si a = 0,05 y € = 0,02, obtenemos que: xo, = 1,96 y n > 2401.

Observacion: Notamos que cuando a — 0, z, — +00 por lo que ng — 4o00.

12.4. El Teorema del Limite Central

El siguiente teorema generaliza al de De Moivre-Laplace:

Teorema 12.4.1 (Teorema del Limite Central, versién sencilla) Sea (Xj)ren : Q —
R wuna sucesion de wvariables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con
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0 < 02 = Var(Xy) < +o00. Sea u = E[Xy] (como suponemos que las X}, tienen todas la
misma distribucion, tendrdn todas la misma esperanza y varianza). Notemos:

Sp,=X1+Xo+ ...+ X,
Sy —E[S,]  Sp—np

Sy = =
\/ Var(Sy) Vno
FEntonces
st 25 N(0,1)

Observacion 12.4.2 Para comprender el significado de este teorema, observemos que si
consideramos el esquema de ensayos de Bernoulli, y las (X) son las variables aleatorias de
la seccion 3.4 entonces Sy representa el numero total de éxitos en n ensayos, y el teorema
del limite central se reduce al teorema de De Moivre-Laplace.

Observacién 12.4.3 El nombre del teorema se debe a que proporciona una buena apro-
ximacion en el centro de la distribucion, pero no tan buena en las colas de la misma,
como vimos en la observacion 12.1.2 para el caso de la distribucion binomial. En inglés se
denomina central limit theorem, pero por esta observacion resulta mds correcto traducirlo
por teorema del limite central que por teorema central del limite, como muchas veces se
hace.

Para la prueba necesitamos un lema elemental sobre niimeros complejos (que el lector
facilmente puede demostrar usando la rama principal del logaritmo).

Lema 12.4.4 Si (c,) es una sucesion de nimeros complejos tal que ¢, — ¢, entonces
C n
(1 + —n) — €
n

Pasaremos entonces a la demostraciéon del teorema del limite central:
Prueba: Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que p = 0, cambiando sino las X,
por las variables centradas B
X=Xk —p

Calculemos la funcién caracteristica de S). Como las (Xj) son idependientes, y tienen
todas la misma distribucién sera

psi(t) = <af/ﬁ)n
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donde ¢(t) = ¢x, (t) para todo k. Hagamos el desarrollo de Taylor de ¢(t) a segundo orden.
Usando la proposicién 11.2.6 (que relaciona los momentos de X con las derivadas de la
funcién caracteristica en t = 0), vemos que es

O(Xp)(t) =14+ ¢ (0)t + %gp”(O)t? + t2es(t)

2
—1- %tz + 2es(t)

2
—14 [—02 + 62(75)] 2
donde
lim ez(t) =0 (12.6)

t—+o00

por la propiedad que tiene el resto de Taylor. Entonces:
o t t \2)"
«(t) =41 - — —
o= [ 00 (53)] (o)
[ t 2"
N 2T o2 ovn)|n

(1, t\] 2
T T T2 o\/n

t2
Cn—>C:—§

cuando n — oo, por (12.6), vemos aplicando el lema que

Fijado un ¢, si llamamos

como

psy(t) = ef=e L2

pero esta funcién es justamente la funcién caracteristica de la distribucién normal estdndar
N(0,1). Por el corolario el teorema de continuidad de Paul Lévy, se deduce que S} converge
en distribucién a la normal estdndar, como afirma el teorema. O

Una prueba alternativa del teorema del limite central sin utilizar funciones caracteris-
ticas se presenta en [Chi]. Otra demostracién interesante es la de [Tro] (pero usa la nocién
de operadores en un espacio de Banach).

12.4.1. Aplicacién a las distribuciones x?

Para dar un ejemplo del teorema del limite central, consideremos nuevamente las va-
riables
Zn=X}4+X2+.. . +X?
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donde las (X}) son variables con distribucién normal estdndar independientes, que introdu-
jimos en la seccién 4.9.1. Entonces, por definicién Z,, tiene distribucién x?2 y sabemos que
E[Z,] = ny Var(Z,) = 2n. Por el teorema del limite central, para n grande, la distribucién
normal proporciona una buena aproximacién de la distribucién x2 en el sentido que las
variables normalizadas
_Zn—n

V2n

convergen en distribucion a una normal estandar. El siguiente grafico compara las funciones
de distribucién de Z} con la de la distribucién normal, para n grande:

Zn

1.0 F

v n=5
08} n=15
¥ n=25

0.6 Lnormal estandar

probabilidad

0.2

0.0

Figura 12.4: Convergencia en distribucién de la distribucién x? normalizada (distribucién
de Z7¥) a la normal estandar.
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12.5. Generalizaciones y comentarios adicionales

El teorema del limite central no estd limitado al caso de variables idénticamente distri-
buidas. Como dijimos en la introduccion, se aplica en general a sumas de variables aleatorias
independientes con varianza finita, donde la varianza de cada variable contribuye (en algin
sentido) a la varianza total. Una condicién muy general para su validez estd dada por el
siguiente teorema de Lindeberg:

Teorema 12.5.1 (Teorema del Limite central de Lindeberg) Sea (Xy)ren una su-
cesion de variables aleatorias independientes tales que u, = E[Xy] y o3 = Var(Xy), donde
oy es finita y al menos algin oy, > 0. Sean

Sn=X1+Xo+ ...+ X

sn =/ Var(S,) =+\/o? + ...+ o2

y supongamos que se cumple la siguiente condiciéon de Lindeberg:

n

1
Ve >0 lim Z/ (z — ) dFx, (z) =0
n Y |z—pr|>esn

entonces si definimos

_ Sn_E[Sn] _ Sn_(ul+ﬂ2+~-'+ﬂn)
Sn Sn

S*

n

tenemos que
st 25 N(0,1)

El teorema de Lindeberg implica el siguiente teorema de Lyapunov que da una condiciéon
mas fuerte, pero quizds mas ficil de entender:

Teorema 12.5.2 (Teorema Limite central de Lyapunov) Sea (Xj)ren una sucesion
de variables aleatorias independientes tales que uy, = E[Xg] y O']% = Var(Xy), donde oy, es
finita y al menos algin oy, > 0. Sean

Sn=X1+Xo+ ...+ X

sn =1/ Var(S,) =+\/o? + ...+ o2

y supongamos que existe algin 6 > 0 tal que se cumple la siguiente condiciéon de Lyapunov:

] 1 ¢ 246
Ve>0 lim W;E[’Xk—,uk‘ ]=0
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entonces si definimos

:Sn*E[Sn] :Sn*(ﬂl+ﬂ2+~~+/‘n)

Sn Sn

S*

n

tenemos que
s 25 N(0,1)

La demostracién de estos resultados puede verse en [Jam02] (capitulo 7). También
emplea el método de las funciones caracteristicas, aunque resulta mucho mas técnica.

Una pregunta que podemos hacernos es ;cudl es la velocidad de convergencia a la
distribucién normal en el teorema del limite central? Una respuesta es dada por el teorema
de Bery-Essen? cuya versiéon més sencilla (correspondiente a la situacion del teorema 12.4.1)
es la siguiente:

Teorema 12.5.3 (Teorema de Berry-Essen, version sencilla) Si (Xj) es una suce-
sion de variables independientes identicamente distribuidas, con E(Xy) = p, E(X?) =
Var(Xy) = 0 > 0 y si suponemos ademds que el tercer momento respecto de la media p
de las X},

p=ElXy —p’] <oo

es finito, y si definimos como antes

Sn=X1+Xo+ ...+ X,

o — Sp — E[Sy]  Sp —npu
n VarS, n/o
Cp

a3\/n

donde G denota la funcion de distribucion de la normal estandar y C' es una constante fija.

entonces

|Fs-(z) = G(x)] <

También debemos mencionar que el teorema del limite central se generaliza sin dificul-
tades esenciales a vectores aleatorios, debiendo considerar en este caso para la distribucion
limite a la distribucién normal multivariada (ver [Jam02], teorema 7.2). Y que existen ver-
siones “locales” del teorema central del limite, que generalizan al teorema 12.1.1, para una
discusion al respecto ver [McDO05al.

*Este teorema fue descubierto independientemente por los mateméticos Andrew C. Berry [Ber] y Carl-
Gustav Esseen [CG]. La prueba en el primero de ellos también emplea el método de las funciones caracte-
risticas.
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12.6. Una Aplicacion a la Teoria de Nimeros

Resulta sorprendente encontrar aplicaciones del teorema del limite central, en ramas de
la matematica aparentemente alejadas de las probabilidades. En esta seccién comentaremos
brevemente una de ellas: una aplicacion a la teoria de nimeros. Esta rama de la matematica
se ocupa fundamentalmente de las propiedades de los ntimeros enteros.

Comencemos con una pregunta muy béasica: ;qué quiere decir elegir un niimero natural
al azar?. Para ello, fijado un N € N consideramos el conjunto Qy ={n e N:1<n < N}
como un espacio muestral discreto en el que asignamos probabilidades de acuerdo con la
definicién clésica de Laplace:

PN(A):i ACQn

Si queremos asignar a eventos A C 2 = N, resulta natural entonces tomar el limite
cuando N — o0, y definir
P(A): lim PN(AQQN) ACN

N—o00
siempre que este limite exista

Por ejemplo: jcudl es la probabilidad de que un nimero natural elegido al azar sea par?
De acuerdo a esta definicién si Dy = {n € N : n es par }, entonces

1[N 1 (N 1
P(Dsy) = lim — [] = lim <2 +o(1)> =

(donde los corchetes indican la parte entera de %), que estd de acuerdo con nuestra intui-
cién. Mas generalmente, si d € N, y consideramos el evento

Dy = {n € N : n es divisible por d}

un argumento similar muestra que

P(Dy) = % (12.7)

cOmo esperamos’.
Sin embargo, hay que ser cuidadosos, porque esta nocién de probabilidad no es o-aditiva
(es decir: se sale del marco de Kolmogorov en el que venimos trabajando®.). Por ejemplo,

P(N) =1 pero

N= )

neN

3Para una discusién més detallada de este concepto, ver [San55]
4Sin embargo, es posible formalizarla en el contexto més general de las 4lgebras de probabilidad condi-
cional propuesto por Renyi [Ren78]
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y P({n}) = 0.
Para n € N consideremos ahora la funcién w(n) que cuenta el nimero de divisores
primos distintos de n. Por ejemplo,

360 = 23 x 3% x 5! = w(360) = 3

Entonces se tiene el siguiente teorema:

Teorema 12.6.1 (Teorema del limite central de Erdés—Kac,[GS07]) La distribucion
de w(n) es asintéticamente normal, en el siguiente sentido:

) w(n) — loglogn
lim P <N:a< <b, | =G0 -G
Noee Y ({n_ “= T Vloglogn D )= a@

Podemos interpretar la intuicion detras de este teorema de la siguiente manera: consi-
deremos el conjunto de los primos numerado en forma creciente

P= {pl - 2;272 - 37p3 = 57174 - 77p5 - 117p6 - 137 . '}7
y para cada k € N definamos la funcién (variable aleatoria)

| 1 si pgdivide an
Xi(n) = { 0 si 0Osino

Las X}, se comportan como variables aleatorias independientes pues de acuerdo con 12.7:

111
P{X;j=1,Xy=1}=—=— — =P{X; =1} - P{X; =1
X }pjpk P~ {X; =1} P{ }

En consecuencia como

w(n) = Xi(n)
k=1

(Esta suma es en realidad finita para cada n, pues basta sumar los primos con p; < n),
vemos que w se comporta como una suma de variables aleatorias independientes, y esto
explica porqué el teorema del limite central se aplique a ella. Sin embargo, hacer riguroso
este argumento requiere argumentos de teoria de las cribas. Una prueba relativamente
sencilla aparece en [GSO07].



Capitulo 13

Esperanza Condicional

13.1. Esperanza condicional respecto de un evento

Sea B un evento de probabilidad positiva. Recordamos que la probabilidad condicional

de que ocurra el evento A sabiendo que ocurre el evento B, notada P(A/B) se define por:
P(ANB)

P(A/B) = ———

Sea X : Q — R una variable aleatoria discreta. Recordamos que la esperanza de X se
define como la serie

= lep{X = ZEZ}

donde Im = {x;} es por hipétesis a lo sumo numerable; siempre que dicha serie sea
absolutamente convergente.

En consecuencia, resulta natural definir la esperanza de X dado que ocurre el evento
A de probabilidad positiva, por:

E[X/A] = Z 2 P{X = 1;/ A}

Teniendo en cuenta la definicion de probabilidad condicional esto es equivalente a:

E[X/A] — sz {X_arz}ﬁA} ?A)ZJUJA(%‘)P{X_%‘}
Es decir que:

EIX/A] = —B[1.X] (13.1)
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Notemos que esta férmula puede adoptarse como definicién de la esperanza condicional
respecto de un evento para cualquier variable aleatoria (sea discreta o no) mientras tenga
esperanza finita, y el evento A tenga probabilidad positiva.

13.1.1. Un ejemplo con una variable discreta

Supongamos que X ~ P(A) donde A > 0. Recordamos que su distribucién puntual
viene dada por

)\k
pk:P{X:k}:ef’\-ﬁ k € Ny
y que E[X] = A. Pero supongamos que ahora sabemos que X > 1. Entonces nuestra

estimacién de las probabilidades cambiard Notamos que
P{X=0}=pp=e = PA)=1-¢"
Tendremos la distribucién condicional

0 si k=0
P{X:k/A}:{ e AR E> 1

1—e—> kI S1

Estamos interesados en calcular F[X /A] siendo A = {X > 1}.

1

E[X/A] = mzxk L (wg) P{X = 2y}
k
e o Mk
Tl Zkﬁ

k=1

Pero haciendo un cambio de indice j = k — 1:

S U 2\t N
AN o AN YA W Ve
; ! ;(k—l)! Jz_:o ;1 jz_;j! ©

(esta cuenta es la misma que para calcular F[X] !). Nos queda:

BIX/A) = —

13.1.2. Un ejemplo con una variable continua

Supongamos que X ~ N(0,1). Entonces E[X] = 0.

Pero supongamos que ademés sabemos que X > 0. Entonces nuestra estimacion de las
probabilidades cambia, y ahora estamos interesados en calcular E[X /A] siendo A = {X >
0}. Notamos que
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—x2/2

P(A) = /0 ~ o) do = % donde ¢(x) = \/12?6

E[X/A] = P(lA)E[IAX] - P(lA)E[Xﬂ - 1}2 /_OO ot o) da

r si >0

_ 2 > —z2/2 + _
_\/%/0 T-e dx donde 2™ = 0 s <0

Haciendo el cambio de variable y = 22/2 vemos que:

E[X/A] = \/z/oooe—y dy = \/z

Si X es una variable continua con densidad f(z), U C R abiertoy A ={X € U}.

Generalizacién

[AX] = - Elgr(X)]

ER/AI= 5y E P(A)
1 o0 1
-5 | @@ e = 5o [ pw) s

donde gy(z) =z sizx e Uy 0siz gU.

13.2. Esperanza comdicional de una variable con respecto a
otra: caso discreto

Ahora consideremos dos variables discretas X,Y : @ — R. Nos proponemos definir
el concepto de esperanza condicional F[X /Y] de X dada Y. Supondremos que X tiene

esperanza finita.

Sean {y;} los distintos valores que toma la variable Y, y notemos que los eventos
Aj ={weQ:Y(w)=y;} forman una particién del espacio muestral €.

Si P{Y =y;} > 0, podemos definir

EIX/Y = y;] = E[X/Aj]

utilizando la definicién introducida en la seccién anterior.
Mas explicitamente:

BIX/Y = yj) = 3 wiP{X = 2i/Y =y;} (13.2)

7



Notas de Probabilidad y Estadistica - ©2006-2024 Pablo L. De Napoli 229

Las probabilidades P{X = z;/Y = y;} que aparecen en esta definicién se llaman la
distribucién condicional de probabilidades de X dada Y.

Notemos que depende del valor y; de la variable Y. En consecuencia, E[X /Y] puede
considerarse como una nueva variable aleatoria. Més explicitamente, definimos E[X /Y] :
Q — R por:

EX/Y](w) = EX/Y =Y (w)]
Observaciéon 13.2.1 57 X e Y son variables discretas independientes, entonces
P{X = LI?Z/Y = yj} = P{X = :L'Z}

Luego
EX/Y =y;] = Zﬂfz"P{X:iBz’/Y:yj} = sz - P{X = z;} = E[X]

En consecuencia, con lo que E[X /Y] = E[X] (una variable aleatoria constante), en este
caso.

Observacion 13.2.2 En el otro extremo, ;qué pasa cuando Y = f(X) siendo f: R — R
2

v =wx=na= {4 3 A

FEntonces:
EY/X =z =) y;- P{Y = y;/X = i} = f(w:)
J
FEs decir:
E[f(X)/X] = f(X)
En particular:

EX/X]=X
Otras propiedades ttiles son:
= Linealidad: si A1, A2 € R,

EMX1+ XXo /Y] =A - E[X1/Y]+ A2 - E[X/Y]

= Mids generalmente, podemos sacar afuera de la esperanza condicional funciones de la
variable con respecto a la que estamos condicionando:

E[f(Y)X/Y] = f(Y)E[X/Y]
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porque:

E[f(WN)X/Y =y) =) fly;) - i P{X = 2:/Y = y;}

%

= f(yj)zxi CP{X =2;/Y = y;} = f(y;) - E[X/Y = yj]

13.2.1. Un ejemplo

Consideramos el siguiente ejemplo. Tiramos dos dados en forma sucesiva. Nuestro es-

pacio muestral es:
Q= {w = (wi,w2) : w; € D}

donde D = {1,2,3,4,5,6}. Consideramos la suma S de los puntos obbtenidos. S : 2 — R
Tenemos que S = X7 + X9 donde X;(w) = w1, X2(Q) = ws.
Tenemos que
E[S]=E[Xi]+ E[X2]=3,54+3,6=7

Pero si sabemos cuanto salié en la primera tirada (o sea, cudndo vale X), nuestra estima-
cién de las probabilidades para S cambia.

E[S/Xl] = E[Xl/Xl] +E[X2/X1] = X3 —|—E[X2] =X1+3,5

13.2.2. Férmula de la probabilidad total

E[X /Y] es una nueva variable aleatoria. ;Qué pasa si calculamos su esperanza? Recor-
damos que A; = P{Y = y;} es una particiéon de €.

EEX/Y]] = ZE[X/Y = yj] - P(4;)

1
:Zj:p(A-)

E[X14,)- P(4)

Proposicién 13.2.3 Férmula de la probabilidad total

EEX/Y]] = E[X]
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13.3. Esperanza condicional de una variable continua respec-
to de una discreta

La definicién anterior de E[X /Y],
E[X/Y] =Y E[X/Y =y;]- L, donde A; = {Y = y;}
J

también se puede aplicar si X es una variable aleatoria continua, e Y una variable discreta
(siempre que P(A;) > 0).
Veamos un ejemplo (ejercicio de un parcial):

Enunciado:

Se tira un dado equilibrado de tres caras (o sea: se elege un ntimero del 1 al 3 con
idénticas probabilidades). Sea I el nimero obtenido en el dado. A continuacién se define
Z = ZJI':1 X; donde las variables aleatorias X tienen distribucién exponencial de para-
metro 1, y son todas independientes entre si y del lanzamiento del dado.

i) Encuentre una expresién explicita para la densidad de probabilidad de Z.
ii) Utilizando dicha expresién, calcule E[Z].

iii) Calcular P(Z > 3).

Solucién del item i)

Si conociéramos el valor i de I, tendriamos la variable

7
7Z; = Z X;
j=1

Sabemos que Z; ~ I'(4,1) por ser suma de suma de 7 variables aleatorias indepedendientes
con distribucién Exp(1) =T'(1,1). [por un resultado que vimos en la clase 11]

Esta es una distribucién condicional. | Pero I es aleatoria! La verdadera distribucién
de Z se encuentra mezclando estas distribuciones condicionales, pesandolas de acuerdo a
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la distribuciéon de probabilidades de I,

Recordamos que esta es otra aplicacion de la férmula de la probabilidad total.
Una vez determinada la distribucién de Z su esperanza se encuentra mediante la formula

de siempre.
o0

E[Z] :/ z- fz(z) dz

—00

Pero ahora podriamos pensar esta cuenta de otra manera
E|Z/I =i]=E[Zj] =1

dado que ya calculamos la esperanza de una variable con distribucién I'(é, 1) (en la clase
8). Entonces
3

3
E[Z) = EIE[Z/T| =Y E[Z/I =i]-P{I =i} = %Ziz i;?) .,
=1 i1

13.4. Esperanza condicional de variables continuas

La definicién anterior tiene un serio problema si queremos generalizar el concepto de
esperanza condicional E[X /Y] cuando la variable aleatoria Y es continua: en general

P{Y = yo}
puede ser cero, por lo que las probabilidades condicionales:
P{X el]Y =y}

donde [ es un intervalo, no va a estar definida.

Vamos a investigar primero el caso en que X e Y admiten una densidad conjunta
fxy(z,y) continua. Recordamos que en esta situacién Y se distribuye segun la densidad
marginal

Ty(y) = /OO fxy(z,y) dx

—00
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Consideramos un pequeno intervalo J = [yo, yo + h], entonces:

P{XelLYelJ} [i[;fxv(x,y) dudy
P{Yy e J} [ fr(y) dy

Entonces elegimos I = (—o0, z] y dividimos arriba y abajo por h

P{Xel/yeJ}=

x h
A ?%ﬁ fxv(z,y) dedy

EL v (y) dy

P{X<z/Y elJ}=

Cuando h — 0 esta expresion converge a

x , d
Fx py—y, () = = f;(:((ywo)yO) :

por el teorema fundamental del calculo. Esta expresion se llama funcion de distribucion
condicional de X dada Y. Esta cuenta tiene sentido sélo si fy (y) > 0.
De donde obtenemos la densidad densidad condicional de X dada Y dada por

_ fxy(z,y0)
Pxpy=u(®) = Ty (vo)

que podemos pensar como una versiéon infinitesimal de la definicién de probabilidad con-
dicional.

Entonces podemos definir la esperanza condicional en este caso, integrando la densidad
condicional:

[e.9] o0

T dFx jy—y,(7) = / T fx/y—y(v) dx

—00

BX/Y =l = [

o0

Todas las propiedades anteriores van a seguir valiendo con esta definicién.

13.4.1. Un ejemplo: Esperanzas condicionales en la distribucion normal
bivariada

Recordamos que la distribucién normal bivariada es la distribucién de un vector

aleatorio
X\ Z1
()= (%) +

donde Z;, Z3 ~ N(0, 1) son independientes,

- ) ew
my



Notas de Probabilidad y Estadistica - ©2006-2024 Pablo L. De Napoli 234

y A € R?*2 es una matriz no singular. Encontramos que su densidad conjunta es

fxv(@,y) = ! 6{2(1—02) [< )+ () QP(UX)(W)”
27T0‘)(o‘yﬂ
donde

Y A At = O-g( POXOY
pPOXOY 032/ ’

es la matriz de covariancias, y p es el coeficiente de correlacién entre X e Y.

Proposicién 13.4.1 Si el vector (X,Y) se distribuye segin la densidad normal bivariada
N(u,X), entonces

Oy
ElY|X] = py + p—(X — px)
ox

Esto dice, que en este caso la esperanza condicional estd dada por la recta de regresion
lineal.

Corolario 13.4.2 Por simetria, en eesta situacion
ox
EXY]=px +p—( —py)
gy

Prueba: Buscamos la descomposicion de Cholesky de la matriz de covariancia. Es
decir buscamos A = Chol(Z) triangular tal que

_t_aO.ab_a2 ab \ & agf pPOXOY
4-4 _(b c) (0 c>_<ab b2 42 == POXTY ol

Nos quedan tres ecuaciones con tres incognitas

2 _ 2
a” = oy,

ab= poxoy, W4+ = a%/
Entonces

a=o0x

b= poxoy/a= poy

c= \/0%—172 :Uy(l—p2)1/2

Usando el resultado del ejercicio que mencionamos antes podemos escribir:

<§£) = p+ Chol(X)Z
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donde Z es un vector con distribuciéon normal bivariada estandar, es decir con componentes
Z1, Zs que son N(0,1) independientes.

)= () (2 v ) (2)

X = ux + Ule
Y = py +oy[pZi + (1 — p*)/22,)

de donde

Entonces:
B[Y/X] = E |y +ov[pZi + (1 - p*)* 2/ X

X —
=F [,uy +oy (p JXMX> + (1 —pQ)I/QZz/X]

=Elpy/X]+E [ay (pXU_XMX) /X} +FE [(1 — )22y )X | =

X _
v 4oy (p UX“X) L (1- P)PE (2)X]

Ahora X es una funcién de Z1, y Z1, Z eran independientes. Se deduce que X es indepen-
diente de Zs. Y la relacién de independencia entre las variables es simétrica. Luego:

E[Zs/X] = E[Zs] = 0

Se deduce que:

X —
ElY/X] = py + oy (p“)
oXx
Lema 13.4.3 La variable aleatoria h(Y') = E[X /Y] tiene las siguientes propiedades:
s Tiene esperanza finita.

s Para cualquier funcion f: R — R acotada, se verifica que:
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Mas ain: la esperanza condicional E[X /Y] estd caracterizada por estas dos propiedades. en
el siguiente sentido: si hi, ho : R — R son dos funciones que verifican estas dos propiedades,
entonces

P{hi(Y)=ho(Y)} =1
Prueba: Para probar que h(Y') tiene esperanza finita, debemos mostrar que la serie
> h(y) P{Y =5}
J

donde (y;) recorre los posibles valores que la variable Y toma con probabilidad positiva,
es absolutamente convergente.

Z |h(y;)|PLY = y;} = Z ZMP{X =z;/Y = y;}| P{Y = y;}

< D02l PAX =i, Y =y} = B(IX]) < +oo
i

Para probar la segunda afirmacién calculamos:

E[f(V)R(Y)] = flyp)hly) P{Y = y; }
i

- Z Fly)) P{Y = y;} Z%‘P{X =zi/Y =y;}

=3"N flyp)aP{X = X;,Y = y;} = E[f(Y)X]
(]

donde el reordenamiento de la serie se justifica utilizando que dicha serie converge absolu-
tamente (dado que f es acotada).

Ahora probaremos la unicidad: supongamos que hi,he : R — R son funciones que
verifican las propiedades anteriores. Entonces para cualquier funcién f : R — R acotada,

tenemos que:
E[f(YV)h(Y)] = E[f(Y)ha(Y)] = E[f(Y)X]

En consecuencia, si llamamos h = h; — ho por la linealidad de la esperanza:
E[f(Y)hY)] =0
Eligiendo f(t) = Iy,;1(t) deducimos que:

h(y;)P{Y =y;} =0
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Por lo tanto si h(y;) # 0, P{Y = y;} = 0. En consecuencia:
PUY)£0}= S0 PY =y} =0
y;:h(y;)#0

Es decir que: P{hi1(Y) = ho(Y)} = 1. O

Corolario 13.4.4
E[E[X /Y]] = E[X]

(Se deduce tomando f =1 en la férmula anterior).

13.4.2. Un detalle muy técnico

Recordamos que la o-dlgebra de Borel se define como la o-algebra de subconjuntos de
R generada por los intervalos (abiertos).

Definiciéon 13.4.5 Una funcion h : R — R se dice boreliana si es medible respecto a la

o-dlgebra de Borel, o sea que h™'(I) es un conjunto boreliano para todo intervalo abierto
I CR.

Nota: Esta definicién garantiza que si X :  — R es una variable aleatoria, h(X) =
hoX :Q — R también lo es. pues

(hoX)~'(1) =X~ (h~'(1)

Entonces si I es un intervalo, h~1(I) es un conjunto boreliano y entonces X ~}(h~1(I))
es un evento (le podemos asignar una probabilidad).

Notemos que si h: R — R es continua, es boreliana.

Teniendo en cuenta las observaciones anteriores, es posible adoptar la siguiente defini-
cién axiomatica de la esperanza condicional:

Definicién 13.4.6 Sean X,Y : Q — R wvariables aleatorias. Decimos que una variable
aleatoria Z = h(Y') es una version de la esperanza condicional E[X /Y] si donde h : R — R
es una funcion boreliana, si se verifican las siguiente propiedades:

1. h(Y) tiene esperanza finita.

2. Para cualquier funcién boreliana acotada f : R — R se verifica que:
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13.4.3. El caso continuo

Haciendo las mismas cuentas de antes, pero con integrales en lugar de sumas, y densi-
dades en lugar de distribuciones puntuales, se prueba:

Teorema 13.4.7 Si el vector (X,Y) se distribuye segin la densidad de probabilidad con-
junta fxy y E(|X]) < co. Supongamos ademds que

fr(y) >0Vy eR

entonces

) = | T fyy(a) de

donde

~ fxy(z,0)
Sxy=u(@) = Ty (o)

es la densidad condicional, proposciona una version de la esperanza condicional E[X /Y.

13.4.4. Teorema de existencia

El siguiente teorema afirma que siempre existe una version de la esperanza condicional,
aunque no proporciona ninguna férmula para calcularla. No demostraremos este teorema

ya que su demostraciéon depende de un teorema de andlisis real (el teorema de Radon-
Nikodym)

Teorema 13.4.8 Si X,Y : Q — R son variables aleatorias, siempre existe una version
de la esperanza condicional E[X/Y]. Ademds si hi(Y'), ho(Y) son dos versiones de la
esperanza condicional E[X /Y], entonces

P{h(Y) =ha(Y)} =1

Proposicién 13.4.9 (Unicidg\d) Si }71 Y 5/\'2 verifican la definicion axiomdtica de la es-
peranza condicional, entonces Y1 = Yy con probabilidad 1.

Prueba: Sea W = Y} — Y. Y = hy(X), Y = ha(X). Entonces
W = h(X) con h = hy — hs
EWZ) = E[Y\Z] — E[Y»Z) = E[YZ] — E[YZ] =0
para toda Z = f(X) con f boreliana acotada. Elegimos f(z) = I{j(y)>s). Tenemos
d-P(As) < E[W -145] =0donde A; = {W > 6}

Luego P(As) = 0 para todo § > 0, se deduce que W < 0 con probabilidad 1. Cambiando
W por —W, vemos que también W > 0 con probabilidad 1, luego W = 0 o sea Y1 Yg
con probabilidad 1. O
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13.5. Propiedades de la esperanza condicional

Las propiedades de la esperanza condicional se pueden deducir de la definicién axioméa-
tica. Por ejemplo:

Proposicién 13.5.1 (Linealidad) Sean Y7,Ys € LY(Q). Sic1,c0 € R,
E[Cl . Yl +CQ . YQ/X] =C1- EDfl/X] +62E[Y2/X]

Prueba: Sean if; = EY1/X], i’; = E[Y5/X]|, Y = c1 - Y1 + ¢2 - Yo Hay que verificar que
Y = c1Y7 + coYs cumple con la defincién axiomatica de esperanza condicional.

» Y es funcién de X porque ﬁ e E lo son.
« Y tiene esperanza finita, pues E[Y] = c; E[Y1] + co E[Ya)]
» Si Z = f(X) con f acotada, entonces
E[YZ) = . EM\Z) + 2[YaZ] = 1 EV1 Z] + 2[YaZ] = E[Y Z]
Por la unicidad de la esperanza condicional, vale la propiedad.

O
Otras propiedades que también pueden demostrarse a partir de la definicién axioméatica
son:

Proposicién 13.5.2 = SiY e L', E[EY/X]] = E[Y]

» SeaY € L', g : R — R boreliana acotada, X otra variable aleatoria: E|Y -g(X)/X] =
g(X)E[Y/X].

» Monotonia: si Y1,Ys € L', Y, <Yy con probabilidad 1,
EY1/X] < E[Y2/X]
» Desigualdad de Cauchy-Schwartz: Si X,Y € L?,
E(Y1Y2/X) < B[Y1/X]"/? - E[Yo/X]'/?
» Desigualdad de Jensen: siY € L', ¢ : R — R es convera y ¢(Y) € L,
e(ElY/X]) < Elp(Y)/X)

En particular:
[EY/X)IP < E[Y]P/X) sip>1

= Condicionamiento reiterado:

E[EX/Y]/Z2] = E[X/Z]
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13.6. La esperanza condicional como proyeccién ortogonal

Planteo del problema

Recordamos que la idea al definir E[X /Y] es estimar X por medio de una funcién de
Y. Formalizaremos esta intuicién usando las ideas que introdujimos en el capitulo 8.

El enfoque que vamos a desarrollar sélo funciona para variables aleatorias con segun-
do momento finito (mientras que como vimos anteriormente E[X /Y] se puede definir en
general con s6lo asumir que E[|X|] < 00).

En dicho capitulo, planteamos el problema de aproximar una variable Y € L?() por
un elemento Y de un subespacio S, de modo de minimizar el error cuaratico medio

ECM(Y,Y) = E([Y —=Y]?) = ||y - Y|]?

Dadas otra variable aleatoria X, vamos a considerar ahora el subespacio:
S={Y €L*Q):Y =h(X)donde h : R — R}

Por razones técnicas tenemos que pedir que A sea una funciéon boreliana como mencio-
namos antes: es decir que h~!(I) sea un conjunto boreliano para cada intervalo abierto I
en R. Por ejemplo, cualquier funcién continua va a cumplir esto.

Entonces, si X,Y € L%*() podemos definir la esperanza condicional E[Y /X] como
la solucién Y de este problema de optimizacion.

Aplicando el lema 8.3.1, vemos que la esperanza condicional Y=E [Y'/X] se define por
las siguientes dos propiedades:

- Yes.
. E[(Y—?)-Z] = 0 para toda Z € S, o sea:

E|Y - Z] = E[Y - Z] para todo Z € S

Son esencialmente las mismas condiciones de la definicién axiomatica de la es-
peranza condicional que vimos antes. La tnica diferencia, es que alli trabajamos con
variables con esperanza finita, entonces tuvimos que pedir que Z = f(Y) con f : R - R
acotada (para poder garantizar que las esperanzas que aparecen aqui sean finitas).

13.6.1. El caso en que la variable Y es discreta

Como vimos en la clase pasada, el caso més sencillo de la esperanza condicional E[Y /X]
es cuando la variable X es discreta. Para simplificar vamos a suponer que

Im(X) ={x1,z9,...,2,}
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es finita y que p; = P{X = z;} > 0. Notamos que los eventos
Aji={X =2} ={weQ: X(w) =z;}

forman una particién de 2. Vamos a suponer que P(A;) > 0. En este caso S es de
dimensién finita, y una base de S estd formada por sus funciones indicadoras

B={Ia,ln,,...,14,}

La condicién de que Y = E[Y/X] € S dice que
ElY/X] = Z ¢j - I,

para ciertos escalares c; que queremos determinar.
Ahora miramos la condicién

E[Y - Z] = E[Y - Z] para todo Z € S

Como B es una base de S, alcanza mirar esta condicion para Z = I4;. Por otra parte,
como los A; son disjuntos, resulta que B es una base ortogonal (pero no ortonormal) de
S, pues
P(A;) si j=k
I Ip Y =FE(a.-14,)= J
<Ag7 Ak> (AJ Ak) { 0 si j#£k

Nos queda:
E[Y . IAj] = Cj . P(A])

entonces:

1
P(4;)
que coincide con la defincién que vimos en la clase pasada.

En resumen, cuando X es dicreta con imagen finita:

Cj:

E[Y - I4;] = E[Y /Aj]

n
BlY/X) =S EY/A})- Ia
i=1
Esta férmula puede generalizarse al caso en que X tiene imagen numerable (en este

caso S no es de dimensién finita, y en lugar de una suma finita tenemos una serie, pero
esencialmente funciona igual).

ElY /X] = ZE Y /Aj]
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En este caso, debemos comprobar que esta féormula define en efecto una funcién en
L?(Q). Como las I, son ortogonales

E[E[Y /X]*] = ||ElY /X]|* = ZIIE Y/Aj] - Lay|?
j=1

=D 1B /AP L, 12
j=1

=Y EY/Aj]PP(4))
j=1

Ahora por la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

1
P(A;)1/?

[E[Y/Aj]| < E([Y 1)) < 1Y Lall - Lall = 1Y = E(La,Y?)?

1
P(4;) P(4;)

Entonces
oo
E[EY/XP] <Y B4 Y] = B(Y?) < 400
i=1
Esperanzas condicionales en el caso continuo

El otro caso que vimos anteriormente es cuando X e Y son variables continuas con una
densidad conjunta fxy (x,y).

Recordamos que en este caso definimos la densidad condicional

Ixy(z,y)
fx(z)

Z/ Ixy(z,y) dy

es la densidad marginal de X, suponiendo que fx(y) > 0 para todo y. En la clase
anterior, definimos E[Y /X] = h(X) donde

f Y/X:a:(y) =

donde

hz) = / Ty e ly) dy
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Si Y tiene esperanza finita, podemos calcular

o0

E[EY/X]] = E[[MX)]] = / [h(z)] fx(x) dz

—0o0

N /Z ‘/Z Y- fy/x=o(2) dy’ fx(z) d
= /OO [/OO Yl - fy/x=2() dy] fx(z) da

—00 —00

-/ Z 1 [ / : Fr/x—al®) fx(:v)dw} dy

= /_Z lyl [/_Z fXY(iL‘,y)de} dy

~ [l @ dy = BQY]) < 0

— 00

Se deduce en particular que h(z) es finita para casi todo x, por lo que E[X /Y] estd bien
definida.

Vamos a comprobar ahora que si Z = g(X) con ¢g : R — R acotada, entonces E[Y - Z] =
E[Y - Z]

Para calcular E[Y - Z] la pensamos como la esperanza de una funcién del vector aleatorio
(X,Y).

E[Y - Z] —/OO /OO y-g(z) - fxy(z,y) dedy

mientras que como Y - Z es una funciéon de X sola,
o)

B[ 7] = / W) - g(x) - fx(@) de

—00
pero por la definiciéon de h,

hz) fx(z) = [ / Zy S dy] x@) = [y Leve) dy

—00

Reemplazando vemos que

E[Y - 2] = /OO g9(z) {/OO Y- fxy(z,y) dy} du

— 00 —00

:/_Oo /_Ooyg(x)fxy(x,y) dx dy = E[Y - Z]
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Vemos que h(Y') verfica las dos condiciones de la definicién axiomadtica de esperanza con-
dicional que vimos en la clase anterior.

Si supiéramos que Y € L? va a resultar que Y esté en L2 y que la misma cuenta se
puede hacer suponiendo que Z estd en L? (aunque g no fuera acotada).

Para probar que en efecto Y =E [Y/X] € L? cuando Y € L2, la idea es aproximar h
por funciones acotadas:

h(z) si |h(x)|<n
hp(z) = n si h(a;;

—n si h(x
Entonces tomando Z,, = h,(X), tenemos que:
E|Y - Z,] = E[Y - Z,)
por lo que ya probamos. Luego por la desigualdad de Cauchy-Schwarz:
[E[Y - Z,]| < E(Y)'? - E(2)"/?
pero como |hy,(z)| < |h(x)|, |Zn] < ]}7], luego como Y € L?:
E[Y - Za)| < E(Y?)'?- BE(V?)'? = B(Y?)

Ahora bien, explicitamente
~ o
B[V - 2] = / ho(2) h(x) fx(x) da
—00
cuando n — +o0o esta integral va a converger a
~ o
BV = [ (o) fx(e) do
—0o0

porque h,(x) converge en forma monétona creciente hacia h. [Por el teorema de conver-
gencia mondtona, otro resultado clave de andlisis real). Resulta que:

E[Y?’] < B[Y?]

O sea:

E(E(Y/X)?) < E(Y?)

que es la misma desigualdad que obtuvimos antes en el caso discreto.



Capitulo 14

Estadistica: Estimacion de
parametros

14.1. Estimadores de maxima verosimilitud
Uno de los problemas centrales de la estadistica es la estimacion de parametros de
una distribucién.

Supongamos que tenemos una poblacién y queremos medir una cierta variable aleatoria,
cuya distribucién F' no conocemos, pero sabemos o suponemos que F € F, una cierta
familia de distribuciones.

Para estimar un pardmetro = 6(F'), tomamos una muestra eleatoria de tamano n de
nuestra poblacion. Esto nos dara variables

X1, Xo,..., Xn

todas con distribucién F' e independientes. Entonces queremos estimar # mediante un
estimador

~

0(X1,Xo,...,X5)
Por ejemplo, si u es la esperanza de la distribuciéon F', entonces:
1 n
ﬁn =X, = ﬁ Z X;
=1
(conocido como media muestral es un estimador razonable de u ya que por la ley fuerte
de los grandes numeros
X, <% 4 cuando n — 400

Se dice que X, es un estimador fuertemente consistente para .

245
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Similarmente, ;Cémo podriamos estimar 02 = Var(X) = E[(X — u)?]. Un estimador
que podriamos considerar razonable es

i=1
Este seria el valor de la varianza de la distribucién empirica generada a partir de la
muestra.
Vamos a ver que nuevamente, este estimador es fuertemente consistente, o sea:

-~ C.S.
Op — O

Recordando que Var(X) = E(X?) — E(X)? también tenemos:
1< 2
- [y )
i=1
Por la ley fuerte de los grandes niimeros
1 n
=3 X7 % B(X?)
n
i=1

Como elevar al cuadrado es una funcion continua
62 - E[XY - E(X)?=¢?

y por lo tanto
on -5 0

Ahora bien: dado un parametro A pueden pensarse diferentes estimadores para A que
pueden parecer igualmente razonables.

Por ejemplo, supongamos que tenemos una poblacién cuya distribuciéon F sabemos que
es normal N (u,02) con ciertos pardametros 1 y o como vimos antes. Entonces, para estimar
p podriamos usar la media muestral como vimos antes, porque p es la esperanza de F'.

Pero para la distribucién normal g también es la mediana. Por lo tanto otra forma de
estimar p podria ser usar la mediana muestral Me. Para definirla ordenamos las variables
(o sea consideramos los estadisticos de orden):

y definimos
Me = X((541)/2) sl n es impar

1 .
Me = 5 (X(n/g) + X(n/2+1)) sin es par

Esto lleva a preguntarnos qué propiedades es deseable que tenga un estimador, para
tener un criterio para elegir un estimador sobre otro.
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14.1.1. Sesgo de un estimador

Dado un estimador A, de un pardmetro A = A(F'), se define el sesgo del estimador
cOmo

—

sesgo(An) = E[An] — A

Un estimador se dice insesgado si

sesgo(Xn) =0
y asintéticamente insesgado si

sesgo(An) = 0

14.1.2. Sesgo de la media muestral

Consideramos el estimador

_ 1 &
ﬁn:Xn:EZXi

s
Il
—

para la esperanza p = E[X].
Por la linealidad de la esperanza,

E[Yn]:lZE[Xi]:lZU:N

n -
Luego X, es un estimador insesgado de f.

14.1.3. Sesgo para el estimador de la varianza

Ahora repitamos la cuenta con el estimador de la varianza que definimos antes. Recor-
damos que:
1 < 2
~2 2| %
52 = [nZX] -X (14.1)
i=1
Asi que empezemos calculando:

iznjxf] = %ZE[X?] =c
=1 i—

E

donde
c=FB(X?) = Var(X;) + E(X;)* = o® + ii®



Notas de Probabilidad y Estadistica - ©2006-2024 Pablo L. De Napoli 248

. < \2 .
Por otra parte, necesitamos calcular E[(X n) ]. Para ello, la observacion clave es que
como las variables X; son independientes

Var((X,)?) = % S Var(x) = =
=1

Entonces:
E((X,)?) = Var((X,)") + E[X,)2 = = + 42

Volviendo a (14.1) obtenemos que:

. 2 1 -1
E[ai]:ch—i—uQ— (2—1—#2) =o? <1_n> =02 <nn )

Luego este estimador no resulta insesgado, pero si asintéticamente insesgado.

14.1.4. Estimador insesgado de la varianza
Si queremos tener un estimador insegado de la varianza, debemos reemplazarlo por:

LS - Xy
i=1

n—1

52 =

que aparece en el ejercicio 24 de la practica 8, ya que como

2 no a2
S, = 1 On
ahora tendremos que:
E[S?] = o*

14.2. Estimadores de Maxima Verosimilitud

Veremos ahora un método general para obtener estimadores con buenas propiedades:
los estimadores de maxima verosimilitud.

Notacion vectorial

En muchos ejemplos la distribucién estard caracterizada por un nimero finito k de
parametros, que podemos pensar como componentes de un vector

0= (61,6s,...,0,) € R¥

que se mueve en una cierta regién A C R* de pardmetros admisibles.
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Por ejemplo, podemos pensar en la familia de distribuciones normales:
F={N(u,0% :pcR,o>0}

En este caso 6 = (u,0) € A, donde
A={(mu,o): peR,o >0}

En general, podemos escribir

.F:{FQ:QGA}

14.3. Verosimilitud en el caso discreto

Comenzemos considerando el caso discreto. En este caso la distribucién Fy vendra dadas
por las probabilidades puntuales, que dependeran del vector de parametros 6:

po(z) = P{X; =z} (las mismas para todo)

(que seran cero salvo para numerables valores de de x)

Por ejemplo, supongamos que tenemos una urna con un cierto nimero de bolitas blancas
B y otro tanto de rojas R, y que extraemos n bolitas con reposicién pero no conocemos
cuantas bolitas de cada color hay. Definimos las variables aleatorias de Bernoulli

Y, 1 si sisale roja
71 0 si sisale blanca

Entonces X; ~ Be(#) donde 6 = B—fR € [0,1] = A. Aqui los posibles valores de las X; son
0 y 1, y sus pobablidades

po(1) =0, pp(0)=1-6

Ahora nos preguntamos: si el pardmetro 6 tuviera un cierto valor, jcudl seria la proba-
bilidad de observar ciertos valores x1, Xo,...,x, 7. Esto vendrd dado por la funciéon de
verosimilitud

L(0) = L(x1,x,...,2n;0) := Pp{X1 =21, Xa =2x2,..., X;y =z}

n
= H Py{X = z;} por independencia
i=1

= Hpe(wi)
i=1
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Aqui usamos la notaciéon Py para indicar que las probabilidades indicadas dependen del
parametro 6.

Para cada muestra particular (z1,...,2p), la estimacién de maxima verosimilitud de 6
es el valor 6y, que maximiza la verosimilitud. Es decir:

L(x1, 22, n;00y) = max L(21, ..., Ty; 0)
0cA
El estimador de maxima verosimilitud, 5‘/ M (X1, Xo, ..., X,), es aquél que evaluado en

cada muestra particular nos da la estimacion de maxima verosimilitud

Onv (z1, 22, ..., 2p)

Como L es un producto, conviene maximizar ¢(s) = log L£(6).

14.3.1. Estimacién del parametro de la distribucién de Bernoulli

En el ejemplo que vimos antes de la distribucién Be(6):

LO) =0°(1— )"

donde
sSs=x1+xT2+ ...+ T

Luego:
0(0) =log L(0) = slogh+ (n—s)log(l —8)

1 1
gl(e)ZSE—(n—S)m
El méximo se va a alcanzar cuando ¢'(s) = 0, o sea:
s_n—s<:1—9_n—s®1 NN
6 1-6 6 s 0 " s T

Asi que en este caso el mejor

~ — X1+Xo+...+ X
Doy = X, = 1+ 2:; + Xy

14.4. Verosimilitud en el caso continuo

Cuando trabajamos con variables continuas, la distribucién Fy estara caracterizada por
una densidad de probabilidad fy. entonces definimos la funciéon de funcién de verosimi-
litud como la densidad conjunta del vector aleatorio (X1, Xs,...,X,) correspondiente a
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un determinado valor del pardametro 6, que de nuevo por la independencia de la muestra

sera:
L(0) = L(z1,22, ..., 20;0) := [ [ folz:)

14.4.1. Estimacién de los parametros de la distribucién normal

Volvamos al ejemplo de la familia de las distribuciones normales. Son distribuciones

continuas con la densidad:

1
Jol) = —— e~ @RI g _ (1 )
oV2r
Entonces:
- 1 2 2 1 i 2 2
L(0) = —(@imp)?/(20%) —(zi—1)?/(207)
() Zl;Ila 27‘(’e Un\/ﬁi:1e
luego
1 — (zi — p)?
() =log L(0) = —nlogo — 3 log(27) — z_; o

Como ahora tenemos dos parametros, para encontrar el maximo vemos donde se anulan

simultaneamente ambas derivadas parciales:

n

e S 3L

8M =1 i=1

g N
=1

o n n (CCZ'*,U,)Q 1 n , 1/2
@)= D> T =0 o= (S ()

O sea que los estimadores de maxima verosimilitud para los parametros de la

distribucién normal son:
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14.5. Intervalos de confianza

14.5.1. Planteo del problema

Hasta ahora vimos como estimar los pardmetros de una distribuciéon. Por ejemplo si
sabemos (o conjeturamos) que tenemos una muetra de la distribucién normal N(u,o?)
podemos estimar los parametros.

i Pero como podemos estimar el error cometido en la estimacién? Primero considerare-
mos el caso més sencillo aunque poco realista en que o es conocido y queremos estimar .
Sabemos que podemos estimar u usando la medida muestral fi, = X,,.

Nos gustaria encontrar un intervalo de confianza para p, es decir un intervalo alre-
dedor de i, tal que

Plpel,}=1-a

donde 0 < o < 1 es un nivel de confianza elegido (tipicamente av = 0,05 ).
Ya nos encontramos con este concepto en un ejemplo que vimos en la clase 7 sobre las
aproximaciones de la normal (encuesta electoral).

14.5.2. Solucion cuando la varianza es conocida

Cuando la distribucién es normal y o es conocida podemos razonar asi: X, tendra
. . s 2
distribuciéon NV (u, %) Entonces:

X, —
Zp = - =2 U N(@0,1)
o
Ahora elegimos z,/ de modo que P(Z, > 2,/2) = /2, y por la simetria de la curva
normal tenemos que
P{_Za/Q < —Zp < za/2} =l-a

Depejando obtenemos el intervalo de confianza

Ra/20 — Ra )20

I, = Yn_ \/ﬁan+ \/ﬁ

para el que podemos garantizar que

Plpel,} =1-a

14.5.3. Intervalos de confianza asintoticos

En la realidad, no es realista suponer que la distribucién es conocida, o que la varianza
lo es. De todos modos, podemos definir un intervalo de confianza asintético para p = E[X],
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Figura 14.1: ;Cémo elegimos z,/, para determinar un intervalo de confianza?.

reemplazando a o por un estimador fuertemente consistente &, de los que vimos antes (da
igual cudl consideremos)

_ 20 /900 — 2 /90,
I, — Xn——"‘%”, ot "‘%”

Con sélo suponer que la variancia de la distribucién tendremos que:

X _
Zn=/n- = £ Dy No,1)

por el teorema del limite central, siempre que 0 = Var(X;) < co.

Como
0 c.s.
=~ —1

On
tendremos que la convergencia en distribucién no se ve alterada:

~ X, —
Zn:AiZn:\/ﬁ' Ti\ Mi)N(Oal)
On On
por el teorema de Slutsky.
Por lo que nuestro intervalo
< Za/23n - Za/28n

Io= |Xn-

NN
verfica que
Iim P{puecl,}=1—«

n—-+o0o



Capitulo 15

Paseos al azar y Ecuaciones
Diferenciales

15.1. Introduccion

A lo largo del curso, hemos tratado de mostrar las relaciones que existen entre la teoria
de probabilidades y las distintas ramas de la matematica, particularmente con el andlisis
con la que estd estrechamente ligada. Continuando esta linea, en éste capitulo, exploraremos
qué relacion existe entre entre la teoria de probabilidades y la de ecuaciones diferenciales
parciales. Esta conexién es de gran importancia para los desarrollos actuales en ambas
areas.

Una ecuacién diferencial es una relacién entre las derivadas de una funcién (que
puede involucrar derivadas de distintos 6rdenes o con respecto a diferentes variables, e
incluso a la misma funcién que es su derivada de orden cero). Las ecuaciones diferenciales
se utilizan habitualmente en muchas aplicaciones de la matematica, particularmente en
fisica, para modelar distintos fenémenos.

15.2. Un modelo sin tiempo: Paseos al azar y funciones ar-
monicas

La Grilla

Consideramos una grilla o reticulo en el plano
G = {(ih,jh) :i,j € Z}

donde h > 0 es un pardametro. A los puntos de la grilla los llamaermos nodos.

254
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Nodos Vecinos

Dado un nodo (ih,jh) de la grilla, sus vecinos son los puntos ((i — 1)h,jh), (i +

Los vecinos del nodo rojo son los nodos azules.

Paseos al azar

Consideramos un bichito que efectua paseo al azar sobre la grilla. Trabajaremos
con un tiempo discreto ¢t € Ng. Empezamos en una posicién inicial Xj. Llamamos X; a la
posicion al tiempo t. Serda un vector aleatorio con valores en G.

En cada tiempo, suponiendo que estamos en un nodo X;_1 elegimos con probabilidad
1/4 uno de sus vecinos y nos movemos a él.

P{Xip1 =q/Xe=p}=1/4
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para todo nodo ¢ vecino a p.

Notamos que este proceso define una cadena de Markov donde los posibles estados
son los puntos de la grilla.

Tener una variable aleatoria X; para cada tiempo t usualmente se denomina un proceso
estocastico.

Trayectorias

Aunque nuestro proceso tiene tiempo discreto, podriamos convertirlo en un proceso con
tiempo continuo ¢ € R, especificando que cuando n <t < n + 1 con ¢ € Ny, nuestro
bichito se mueve del nodo X, al X, 11 en linea recta a velocidad uniforme.

X=X+ ({t—n)(Xps1 —Xpn), n<t<n+l1

Ahora las trayectorias de nuestro proceso serdn curvas continuas (poligonales).

Tiempo de salida de un dominio

Ahora consideramos un abierto acotado U C R? con frontera suave (por ejemplo: un
circulo).
Supongamos que nuestro proceso (X;) comienza en un punto Xy € U.

Notamos
T = min{t S RZQ : Xy Q U}

al tiempo que nuestro proceso tarda en salir del dominio U (o 7 = 400 si nunca salimos).
Se llama el tiempo de parada para nuestro proceso.

Como las trayectorias son continuas no podemos salir de U sin cruzar la frontera oU,
es decir

X, eoU



Notas de Probabilidad y Estadistica - ©2006-2024 Pablo L. De Napoli 257

.Por dénde salimos?

Ahora consideramos una parte de la frontera I' C OU. Por ejemplo

U={(z,y) eR*: 2? +¢* < 1}
oU = {(z,y) e R? : 22 +¢* =1}

L= {(z,y) e R?: 22 +¢* < 1,y > 0}

Nos preguntamos ;cudl es la probabilidad de salir por I' suponiendo que a tiempo £y € N
arrancamos en zg € G 7
Definimos una funcién uy : G — [0, 1]

uh(xo) = P{XT S F/Xto = :UQ}

Notemos que en realidad esta probabilidad no depende del tiempo inicial ¢ty por la
falta de memoria del proceso.

;. Qué propiedad cumple uy,?

Si a tiempo ty € N estamos en un nodo xg, a tiempo ty — 1 tenemos que haber estado
en alguno de sus vecinos (y hay un 1/4 de probabilidad para cada uno).

1
P{X; €T/Xy, =0} = § > P{X; €T /X4y 1 =0}

v~

donde notamos por ~ la relaciéon de ser vecinos. O sea:
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uneo) = 1 3 wn(v)

v~TO
Es decir que uy, verifica la propiedad discreta del valor medio. El valor de uy en
un nodo xg es el promedio de los valores de uy, en los nodos vecinos.
Las funciones que la cumplen se llaman funciones armdnicas discretas.

;Doénde aparecen las ecuaciones diferenciales?

Ahora si u : R? — R es una funcién de clase C?, tenemos usando el desarrollo de

Taylor que
1 1
1 up(v) = u(xg) + iAu(ﬂvo)h2 + o(h?)

donde Au es el Laplaciano de u.

Au(xo) = Uzz(x0) + Uyy(T0)
La ecuacién para uj puede escribirse

sz |wn(e) = 3 3 un(w)| =0

v~

Entonces, cuando h — 0 es esperable que uj, converja a la soluciéon del problema de

Dirichlet
Au = 0 enU

u = 1 enl
u = 0 enOU—-T

(Para dominios buenos, hay una solucién tnica)

Solucién para el circulo

Por ejemplo si U es el circulo como antes, la solucién del problema de Dirichlet

Au = 0 enU
u = f endU

viene dada por

1 ™
u(rcos @, senf) = 2/ P.(6 —t)f(cost,sent)dt, 0<r<1
™ J -
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donde el ntcleo de Poisson es

[e.e]

P.(0) = Z rinleind —

n=—oo

1—r2 R 1+ ret
1—2rcosf+7r2 1 —ret®

>, 0<r«<il

Asi que en nuestro ejemplo

1 ™
u(rcosf,r senf) = / P.(0—t)dt, 0<r<1
2T 0
Estas férmulas (que no hemos deducido) se ven en los cursos de ecuaciones diferenciales,
y a veces en los de andlisis complejo.

15.3. Un modelo con tiempo: La ecuacién del calor o ecua-
cién de difusion
Paseos al azar unidimensionales

Hasta aquiiconsideramos paseos al azar bidimensionales. Pero la misma idea puede
considerarse en cualquier nimero de dimensiones.

Consideremos para simplificar el caso unidimensional. Consideramos la grilla dada por
los multiplos enteros de un parametro h > 0, G, = hZ.

Vamos a considerar una particula que se mueve por esta grilla, en ciertos tiempos
t, = nk donde k > 0 es otro pardmetro. Llamamos T = kNg al conjunto de tiempos que
vamos a considerar-

La particula comienza en tiempo tg = 0 en una cierta posicién Xy = xg y después se
mueve al azar segin la regla.

X, — X, , +h con probabilidad 1/2
f» = Xy,_, —h con probabilidad 1/2

Podemos pensar que en cada tiempo discreto t, tiramos una moneda y decidimos si
ir para la izquierda o para la derecha una distancia h segtin el resultado de la moneda.
Asumimos que las distintas tiradas de la moneda son independientes.

. Coémo podriamos encontrar la distribucién de X;, 7 Podemos escribir

X, =Xy, , +hU,
donde la U, son variables aleatorias independientes, con distribucién de Rademacher

U — 1 con probabilidad 1/2
" | =1 con probabilidad 1/2

Luego:
X, =Xo+h(Uy +Us+...+Uy)
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Podemos escribir U,, = 2V}, — 1 donde V;, ~ Be(1/2).

Vo— 0 con probabilidad 1/2
" 1 1 con probabilidad 1/2

Luego

X, =x0+ [2(V1 + Vo4 ...+ Vn)n]h =T + [QSn — n]h
donde S, representa el nimero de éxitos en n ensayos de Bernoulli con probabilidad de
éxito 1/2, S, ~ Bi(1/2).
Podemos enconteces escibir una férmula para la distribuciéon de X, .

wietr= s =sann=() () (' -4)

si Xy, = 29 + [2d —n]h con d € {0,1,2,...,n}.

También podriamos obtener una ecuaciéon en diferencias para u; notando que si
nuestra particula estd en la posiciéon z, en un tiempo t,, en el tiempo t,_; debe haber
estado en las posiciones x,,—1 0 x;,+1 con probabilidad 1/2, dependiendo del valor de la
variable aletoria de Rademacher U,

Entonces si z € G:

ph(xmatn) = P{th = xm}
= P{Xy, = xn/U, =1} - P{U, =1}
+ P{X;, =z /Uy = —1} . P{U = —1}

1 1
=P{Xt,_, = 2m-1} 5 + P{Xe,y = Tmia} - 5
1
= 5 (ph(xWL717 tnfl) + ph(l'erla tnfl))

La ecuacion del calor o ecuacién de difusion

Nos interesa entender el comportamiento asintético de pp(z, xg,t) cuando h — 0. Esto
va a depender de que relacién exista entre el paso en el espacio h y el paso en el tiempo k.
Recordamos el desarrollo de Taylor:
Sip:R xR — R es una funciéon C?,
dp

p(x, t+ k) —p(x,t) = a(w, t)k + o(k)
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2

0
p(z + h,t) + plz — h,t) — 2p(x,t) = 82—?(37, )h2 + o(h?)

Vamos a asumir que k = ¢ - h%? donde ¢ es una constante, entonces:

Pr(@m,tn) = pr(®,tn—1) _ 1pa(Tmstn—1) + Pr(Tmstn—1) — 2pp(Tm, tn—1)
k 2 ch?

Si suponemos que las densidades de probabilidad convergen

pr(x,t) — p(x,t)
obtenemos en el limite la ecuacion diferencial en derivadas parciales

Op 1 9%p
a(% ) = % %(%t)

que se conoce como ecuaciéon del calor o ecuacién de difusién. Aunque esta ecua-
cién fue formulada originalmente por J. Fourier para describir la propagacion del calor en
una barra de metal, se puede usar para describir muchos otros procesos de difusién (por
ejemplo de la tinta en el agua [LLLT04]).

La solucion fundamental de la ecuacion del calor

Para cada t > 0, la funcién p(z,t) va a ser una densidad de probablidad, limite de las
probabilidades pp(xm, t,) que dan la distribucién discreta. Vab a depedender también del
punto xg donde arranca nuestra particula, asi que las notaremos py, (2, o, tn) v p(x, zg, t)
para enfatizar esto.

Entonces si f : R — R es una funcién acotada:

un(w0,tn) = E[f(X1,)/ X0 = 20] = > f(@m) - pr(@m, 0, tn)

— u(x,t) := /_OO f(x) - p(z,xo,t) de

vy u también va a satisfacer la ecuacién del calor

ou 1 0%u
a(xat) = % %(ﬂfat)

con la condicién inicial

u(z0,0) = f(xo)
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Nota: Esto no es una justificacion rigurosa, pero nos da una idea intuitiva de lo que
esperamos que ocurra. Una justificacion rigurosa puede darse usando la teoria de las solu-
ciones viscosas (ver [Ros]).

Para encontrar explicitamente quien es p usamos el teorema local de De Moivre-Laplace
(teorema 12.1.1). Nos acordamos de que

Ph(Tm, tn) = P{Xt, = xm} =b(d,n,1/2)
si Ty, = 20 + [2d —n]h con d € {0,1,2,...,n}. Entonces

d—np d—n/2 2d—n  FF 3, —xg

R Ry B Y N

Luego como t,, = kn = ch’n :

zZ,

2 2

(Tm — w0) _ c(xm — x0)
h2n tn

2=

11 ch
V21npg V2mn /4 B Vtn/(2Kk) B Ttp /2

Luego cuando h — 0, obtenemos que:

DPh (xmv tn)

" —c(x — $0)2>

c
— p(z, x0,t) := \/ﬁ exp ( 72

Entonces recapitulando, la solucién general de la ecuacién del calor con la condicién
inicial

u(xo,0) = f(zo)
vendra dada por:
u(zg, t) = /00 f(z) - p(z,xo,t) do

Esta férmula se ve en los cursos de ecuaciones diferenciales.
Para profundizar en los temas de este capitulo, pueden consular [LL10] o [Law10].



Apéndice A
Repaso de Combinatoria

Los temas de este apéndice corresponden a &dlgebra I. Para mas detalles recomiendo
consultar el apunte de la profesora Krick (se incluyen referencias a dicho apunte en este
apéndice).

A.1. Formalizando algunas cosas que sabemos desde la es-
cuela primaria

., Cémo podemos reconocer que dos conjuntos tienen la misma cantidad de elementos?

Definiciéon A.1.1 Decimos que dos conjuntos A y B son coordinables si existe una
funcion biyectiva f : A — B. Notacion: A ~ B.

Ejemplo: A = {1,2,3} y B = {a, b, ¢} son coordinables por medio de la funcién f(1) = a,
f2)=0by f(3)=c

Notamos que ~ es una relacién de equivalencia entre los conjuntos.
» Es reflexiva: pues Idy : A — A es biyectiva. Luego A ~ A.

» Es simétrica porque si A ~ B = existe f : A — B es biyectiva. Pero entonces
f~': B — A también lo es. Luego B ~ A.

» Es transitiva: Porque si A ~ By B ~ C entonces existen f: A > Byg: B—C
biyectivas. Pero entonces go f : A — C' es biyectiva [ ya que (go f) 1= flog™]
Luego A ~ C.

Notamos por #(A) el cardinal o cantidad de elementos de un conjunto A. Formal-
mente esto podria definirse como sigue:

263
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Definicion A.1.2 Para cada n € Ny, consideramos la secciéon incial de los niumeros
naturales
Iy=0, I,={1,2,3,....,n} ={meN:m<n}

Decimos que un conjunto A es finito si es coordinable con alguna seccion inicial de los
numeros naturales I,. En este caso decimos que A tiene n elementos y escribimos

#(A) =n

Notamos que 0 es finito y #(0) = 0.
En caso contrario, decimos que A es infinito.

s Esta definicién es correcta porque I, ~ I, < n = m.
» Si A~ By A es finito, entonces B es finito y #(A) = #(B)
Formalizaremos ahora, algunas cosas que uno aprende en la escuela primaria:

Teorema A.1.3 (Numero de elementos en una unién de conjuntos) Si A y B son
finitos, AU B es finito y

#(AU B) = #(A) + #(B) — #(AN B)
En particular si A y B son disjuntos (ANB =10),
#(AUB) = #(A) + #(B)

Ejemplo: A ={1,3,4,5}, B={5,6,7}, AUB ={1,3,4,5,6,7}, AN B = {5} entonces
#(A) =4,#(B) =3, #(AUB) =T#(ANB) = 1.

Teorema A.1.4 (Numero de elementos en una diferencia de conjuntos) Si B es
finito y A C B, entonces A es finito y #(A) < #(B).

#(B — A) = #(B) — #(4)
Teorema A.1.5 (Ntmero de elementos de un producto cartesiano) Si A y B son
finitos, A x B es finito y
#(A X B) = #(A) - #(B)
En particular si
A" = Ax A X ...x A (nveces) ={(a1,az,...,a,) : a; € A}

entonces

#(A") = #(A)"
Ejemplo: A ={1,2,3}, B ={a,b},#(A) =2,#(B) =3

Ax B={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,¢)}, #(Ax B) =6
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A.2. Usando estas ideas para contar algunos objetos mate-
maticos

A.2.1. ;Cuantas funciones hay de A en B?

Teorema A.2.1 (Cantidad total de funcione entre dos conjuntos) Si A y B son
finitos,
#{funciones f : A — B} = #(B)#(A)

Demostracion: Sean n = #(A), m = #(B) y escribamos
A={ay,az,...,an}

A cada funcién f : A — B le podemos asociar la n-upla de elementos de B

(f(a1)7 f(a2)a s 7f(an))

y reciprocamente cada una de estas m-uplas determina una funcién de A en B. Es una
correspondencia biyectiva. Es decir que el conjunto que estamos tratando de contar es
coordinable con B™. En consecuencia, tiene m'™ elementos.

A.2.2. ;Cuantas partes tiene un conjunto?

Teorema A.2.2 (Cantidad total de funcione entre dos conjuntos) Dado un conjun-
to A, consideramos su conjunto de partes

P(A)={B:BC A}.
Entonces si A es finito, P(A) es finito y
#(P(A)) = 2#
Demostraciéon: Sea n = #(A) y escribamos
A={ay,az,...,a,}

Consideremos 7 = {V, F'} un conjunto de 2 elementos. A cada subconjunto B C A le
podemos asignar la la n-upla de elementos de T

V si ar€B

(tl,tg,...,tn)dadaportk:{ F osi ap¢B

Entonces hay una biyeccién entre P(A) y 7" con lo que #P(A) = #(T)" = 2".
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A.3. Permutaciones

A.3.1. Permutaciones de 3 elementos

iDe cuantas formas podemos ordenar 3 personas a = Aldo, b = Blanca, ¢ = Carlos en
una fila?

# Permutaciones de 3 elementos {a,b,c} =3 x2x1=31=6

A.3.2. Otra manera de pensar las permutaciones de 3 elementos

Notemos que cada manera de ordenar las personas como b, ¢, a puede pensarse como una
funcién biyectiva del conjunto Is = {1,2,3} en {a,b,c} (que dice qué persona pusimos
en cada lugar de la fila)

f)=b
f2)=c
fB)=a

Luego 3! también es el nimero de funciones biyectivas de un conjunto de 3 elementos
en otro de 3 elementos.

Notamos que esta cantidad de funciones no depende de la naturaleza de los objetos que
estemos considerando.

A.3.3. Permutaciones en general

Definicion A.3.1 Sea n € Ny. El numero de permutaciones P, de n objetos es el nimero
de funciones biyectivas f : A — B cuando A y B son dos conjuntos cualesquiera con n
elementos. Por ejemplo, podemos tomar A = B o incluso A = B = I,.
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Teorema A.3.2 Sin €N,

n
Pn:n!:1-2-3~--n:Hk:
k=1

Por ejemplo, jde cuantas maneras pueden ser ordenadas 5 personas en el orden de
mérito de un concurso? (suponiendo que nadie queda afuera del concurso)
Rta: 5! = 120.

Notar que si n =0, A = B = () y hay una tnica funcién f : ) — 0 (la funcién vacia).
Entonces Py = 1 por lo que la definicién 0!=1 hace que el teorema sea cierto también en
este caso.

A.4. Variaciones

A.4.1. Una variacién del problema anterior

Supongamos ahora que tenemos 4 personas en un concurso a = Aldo, b = Blanca,
¢ = Carlos d = Diana y tenemos que elegir una terna donde importa el orden en que
los ponemos. ;De cuantas formas diferentes podemos hacerlo?

= = =
c,a,b | c,a,d | ¢,b,a | ¢,b,d | c,d,a | ¢c,d,b d,a,b | d,a,c | d,b,a | d,b,c | d,c,a | d,c,b

Esto se conoce como el nimero de variaciones (sin repeticién) de un conjunto de 4
elementos tomandos en tuplas de 3 elementos

Vi=4-3-2=24

A.4.2. Otra manera de pensar las variaciones

Notemos que cada posible terna de personas como b, c,a puede pensarse ahora como
una funcién inyectiva del conjunto I3 = {1,2,3} en {a,b,c,d} (que dice qué persona
pusimos en cada lugar de la fila)

F()=b
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A.4.3. Variaciones en general

En general, el nimero de variaciones V}' cuenta de cuantas maneras podemos elegir k
objetos de un conjunto de n objetos donde importa en qué orden los tomamos (aqui
kE <n).

Formalmente, esto puede expresarse diciendo que V" es el nimero de funciones in-
yectivas f : A — B donde A tiene k elementos y B tiene n elementos. [ver proposicién
3.2.2 del apunte].

Generalizando el razonamiento anterior vemos que estd dado por:

k
Vk":n-(n—l)-(n—2)---(n—k—|—1):H(n—j+1)

j=1

También podemos escribirlo como
Vn_n-(n—l)-(n—2)...(n—/~c+1)(n—kz)(n—k—1)"-1 ~nl
ko (n—k)-(n—k—1)---1 T (n—k)!

A.5. Combinaciones: ;Y si no tenemos en cuenta el orden?

Volvamos al problema anterior, donde teniamos cuatro personas a,b,c,d y queriamos
escoger una terna. Pero supongamos que ahora no importa el orden en que las elegimos.
,,Cuantas elecciones posibles tenemos?

Una manera de pensarlo es la siguiente: En el conjunto de ternas que obtuvimos antes,
definimos una relaciéon de equivalencia diciendo que dos ternas son equivlentes si una
se obtiene de la otra permutando los elementos, Sabemos que esta relacion va a partir el
conjunto de ternas en clases de equivalencia. Por ejemplo la clase de equivalencia de la
terna a, b, ¢ esta formada por las ternas

a,b,c a,c,b b,a,c b,c,a c,ba c,a,b

Cualquiera de ellas representa la misma eleccion de pesonas si no se tiene en cuenta el
orden. Notemos que cada clase tiene 3! = 6 elementos.

Como hay 24 ternas, y cada clase de equivalencia tiene 6 ternas tendremos en total

4 Vi o 24
3 (3) 316
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En general, podemos considerar el nimero de combinaciones C} = (Z) que cuenta
cuantas elecciones podemos hacer de k elementos a partir de un conjunto de n elementos
sin tener en cuenta el orden. O expresado en otras palabras: jcuantos subconjuntos de
k elementos podemos obtener a partir de uno de n?.

n

Po(A)={BC A:#(B) =k} = (k

) — #Px(4) con n = #(A)

Generalizando el razonamiento anterior, se ve que:

n _E_ n!
k) k! _k!(n—k)!

[Férmula de la proposicién 3.2.2 del apunte, aunque alli se prueba de otra forma.]

También se lo conoce como nimero combinatorio.

Teorema A.5.1 (Definicién recursiva de los niimeros combinatorios)
(0)=() =
0 n
n n—1 n—1
= 1<k<n-1
()=Goa) () s

En el apunte se prueba esto a partir de la interpretacién combinatoria de (Z)
[proposicion 3.3.3] y se deduce entonces la férmula

(1) = mm

por induccién [teorema 3.3.4]. También se puede seguir el camino inverso: deducir pri-
mero esta férmula de la interpretacién combinatoria (como hicimos) y a partir de ella la
recurrencia haciendo cuentitas.

A.5.1. El Triangulo de Pascal

Ordenemos los niimeros combinatorios de la siguiente forma
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© O

Obtenemos .
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

A.5.2. Numeros combinatorios complementarios

Teorema A.5.2 (Numeros combinatorios complementarios)

()-(20) vere

Hay dos maneras de pensarla:

270
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= Interpretacion combinatoria: Hay tantos subconjuntos de n — k elementos en uno
de n elementos, como suboconjuntos de k elementos.

Si A tiene n elementos, y B C A, entonces B tiene k elementos si y sélo si A — B
tiene n — k. Esto establece una biyecccion entre Py(A) y P,_k(A)

= También es inmediata a partir de la férmula

n n!
= <k<
(k:) Rn gy OSksn

A.5.3. Suma de todos los combinatorios para un n fijo

Teorema A.5.3 (Suma de todos los combinatorios para un n fijo)
" (n
=on
> (1)
k=0

» Interpretaciéon combinatoria: La suma cuenta cuandos subconjuntos se pueden
formar con un conjunto de n elementos ya que

P(A) = U Pr(A) unién disjunta
k=0

A.5.4. Teorema del Binomio

Teorema A.5.4 Sean x,y € C, n € Ny entonces:

(z+y)" = zn: (Z) ahyn*

k=0



Apéndice B
La Férmula de Stirling

En muchas cuestiones del calculo de probabilidades, resulta necesario disponer de una
aproximacion de n! para n grande. Este es el contenido de la Féormula de Stirling:

Teorema B.0.1 (Férmula de Stirling)
n! ~ V2m "t 2em

Con mds presicion, se tienen las desigualdades:

1
Vor "t 2em < p) < \2me ™ (l + 4>
n

B.1. La férmula de Wallis para =

La siguiente notable férmula expresa a m como un producto infinito. La utilizaremos
para determinar la constante que aparece en la formula de Stirling:

Teorema B.1.1 (Producto infinito de Wallis para )
2 2 4 46 6 2m 2m

™ 2 2 4 4 6 6 2m 2m
2 1 3355 7 2m—-1 2m+1""

Para demostrar esta férmula, introduzcamos la cantidad
w/2
I, = / sen” = dx
0

272
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Lema B.1.2 Se verifica la relacion de recurrencia:

1
Li="""Ts(n>2)
n

Prueba: Integrando por partes:

[ME]

/2 x
I, = /0 sen" ! ¢ (—cosz)'dr = —sen" 'z cosx}g - /0 (senn_1 x)/ (—cosz) dr
Es decir:
w/2 /2
I, = / (n —1)sen™ 2 cos? dx = / (n —1)sen™2(1 — cos® z) dz = (n — 1)[I,_o — ;]
0 0
En consecuencia: nl, = (n — 1)I,_2, o sea:

1
I, ="

In—2

Prueba de la férmula de Wallis:
A fin, de calcular I,, observamos que

w/2 T
IOZ/ dr = —
0 2

w/2
11:/ der =1
0

En consecuencia, podemos calcular los valores de I,, para n par o impar, respectiva-

mente:
72m—1 2m — 3 5 3 1 «

Lo = T =2 6 12 2
oy o M 2m=2 86 42
2m+1 2m—-1 9 7 5 3
Podemos despejar m/2:
™ 2 46 5 2m
27135 7 2m—1""
y utilizando la expresién de Iop, 41
™ 2 2 4 4 6 6 2m 2m Iom

2 13355 7 2m—1 2m+1 Iy
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: para ello observams que en el intervalo 0 < < %i

IQ'm
Iomy1”
se tiene 0 < sen x < 1, en consecuencia 0 < sen?™+! 2m—1

Queremos estimar el cociente

x < sin e integrando resulta que:

0 < Iomg1 < Iopy < o1

luego
1< Iom :2m+1_ Iy S2m+1:1+i
Igm_l 2m IQm_l 2m 2m

Por la propiedad del sandwich deducimos que IQI:ZI tiende a 1 cuando m — +oo. En

consecuencias:

us , 2 2 4 4 6 6 2m 2m Iom,
im e . .
2 motoo |l 3 3 5 5 7T 2m—1 2m+4+1 Iy

Esto completa la demostracion de la férmula de Wallis.

B.1.1. Otra féormula de la fiiormula de Wallis

Podemos escribir el resultado anterior en la forma:

T ) 22.42.62...(2m)?

=
2 mteo 325272 (2m — 1)2(2m + 1)

2m+1
2m

Como limy, 1 = 1 obtenemos (producto de limites):

|

22.42.62...(2m —2)?
— lim (2m = 2)

m—>+oo32-52'72-'-(2m—1)2‘2m

Tomando raiz cuadrada:

T 2:4-6---(2m —2)
T_ oy NG
\/; moteo 357 (2m—1)

Multiplicando el denominador y el denominador por 2-4-6...- (2m — 2) resulta:
77 22.4%.6%... (2m — 2)?
AR V2
\/; Mmoo 2 3-5-6-T--(2m—1)

22.42.6%...(2m)? V2m

m—-+00 (2m)! " 2m
22m(12 . 22 32 m2
= lim
m—3+00 (2m)!V2m
22m(m|)2

Multiplicando ambos miembros por V2, resulta:
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Teorema B.1.3 (Otra forma de la férmula de Wallis)

) 22m(m|)2
vr= i G

B.2. Prueba de la féormula de Stirling

La prueba de la formula de Stirling, se basa en la siguiente idea: tenemos que

log(n!) Z log(k (B.1)

Cuando n es grande, es razonable que esperar que el valor de log(n!) esté préximo del
valor de la siguiente integral, que representa el area bajo la curva y = logz (en el intervalo
1 <z <n)y que podemos calcular exactamente:

An:/ logx dex =nlogn —n+1
1

La suma en (B.1) representa una aproximacion a esta integral por medio de rectdngulos
(sumas de Riemman). Una aproximacién mejor se consigue utilizando la aproximacién por
medio de trapecios:

n—1 n—1
log(k) + log(k + 1) 1
T, = E og(k) + og + E log(k logn = log(n!) — 5 logn
k=1

Como la funcién f(x) = logx es concava, la secante a la curva y = f(x) que une los
puntos (k,log(k)) v (k + 1,log(k 4+ 1)) queda por abajo de dicha curva. En consecuencia,

Nuestro objetivo es estimar el error E,, = A, — T),. Notamos que:

log(k) + log(k + 1)
2

k+1
By — Ep = / log x dx —
k

representa el drea que queda entre la recta secante y la curva en el intervalo [k, k + 1].
Como la funcién es concava, Fr11 — Ei > 0. Por otro lado el area entre la curva la secante
podemos acotarla por el drea entre la tangente a la curva en = k + 1/2, es decir la recta:

y =T(z) = log(k + 1/2) + z— (k+1/2))

1
PESYEY

y la secante (pues siendo f concava, tenemos que f(z) < T'(z)). Deducimos que:
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kt1 log(k) + log(k + 1
Epp1 — B, < / T'(z) dx — o8 (k) + 20g( 1)
k

es decir:

log(k) + log(k + 1)
2

5 () 3 () <2 0 m) - ()

Sumando estas igualdades para k = 1,2,...,n — 1, todos los términos del lado derecho
se cancelan, excepto dos (serie telescopica), y como Ey, obtenemos que:

Ep1— By <log(k+1/2) —

1 3 1 1 1 3
b, < §log§—§log <1+2n> < §log§

Notamos que FE,, es entonces, mondtona creciente y acotada, por lo tanto F,, tiende a un
limite £ cuando n — 4o00. Y la desigualdad para Fyi1 — Ey permite estimar la diferencia
E—FE,:

E_Enﬁi(Ek+1—Ek)<<l+>

k=n

Entonces como A, =T, + E,, obtenemos que:

log(n!) = (n+1/2)log(n) —n+1—-E,

— ol—En

o escribiendo ay, , v tomando exponencial:

n! = ap,n"t2e

La sucesion a,, es ahora monétona decreciente, y tiende al limite: o = e'~¥. En conse-
cuencia, por las estimaciones anteriores:

1< Qn _ JE-En _ ,(1/2)log(1+1/2n) _ /1 + 1 <1+ 1
«a 2n 2n

En consecuencia, tenemos las desigualdades:
n+1/2 _—n 1 n+1/2 _—n
an e"<nl<all+ o n e
n

Nos queda determinar el valor de la constante a. Para ello utilizamos la formula de
Wallis,
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22 (m!)? o? a?
= 1/ —_— l/ n = —

por lo que deducimos que o = v/27.




Apéndice C
Independencia

En este apéndice utilizaremos las herramientas de la teoria de la medida para probar
algunas propiedades de las variables aleatorias independientes.

C.1. El teorema m — A de Dynkin

Para la prueba de algunos teoremas de la teorfa de probabilidades (y de la teoria de la
medida) se necesita un resultado técnico conocido como el teorema m — A de Dynkin. Para
enunciarlo, necesitamos algunas definiciones previas:

Definicion C.1.1 Sea Q un conjunto. Una clase P de subconjuntos de Q) se llamard un
w-sistema st es cerrado bajo intersecciones finitas, o sea si A, B€eP = ANBeP.

Definicion C.1.2 Una clase L se subconjuntos de ) se llama un A-sistema si verifica las
siguientes propiedades:

)\1)Q€£
) AcL=>A=Q—-Ael

A3) Si (An) es una familia numerable disjunta y A, € L, entonces | J,,cny An € L
Obs: Debido a la condicién de que los conjuntos sean disjuntos en la condicion A3), la

definicién A-sistema es mucho mas débil que la de o-dlgebra. Toda o-dlgebra es un A-sistema
pero la reciproca no es valida.

Algunas propiedades de los A-sistemas

s el

278
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» SACB,yA, BeL—~>B—-A€clL.
Prueba: B— A=BNA°=(B°JA)“y BN A=.

= [ es cerrado por uniones numerables crecientes. Si A, € LV n € N,y Ay C Ay C
... C A, C... entonces | J,cn An € L.
Prueba:

U An=410(A; - A1) U (A3 - A)U...U(4y — Ap 1 U
neN

= Si £ es ala vez un A-sistema y un mw-sistema, entonces £ es una o-algebra.

Notacidn: Si P es una familia de partes de €2, notamos por o(P) la o-dlgebra generada
por L.

Teorema C.1.3 (Teorema m — A de Dynkin) SiP es un w-sistema, L es un A-sistema,
y P C L entonces o(P) C L.

Prueba: Sea L el A-sistema generado por P, esto es la interseccién de todos los A-sistemas
que contienen a P (que es a su vez un A-sistema). Notamos que en particular ALy C L.
Afirmamos que Ly es un 7w-sistema. Para probar que Ly es un 7w-sistema, procedemos del
siguiente modo: dado A € L, definimos

Li={BCQ:ANBEe Ly}

Afirmacién 1: Si A € Ly, entonces L4 es un A-sistema.

= ANQ = A € Ly por hipébtesis, luego Q € L4.

» SiBy,By € Lyy By C By, entonces por definiciéon ANBy1, ANBy € Ly. Ahora como Ly
es un A-sistema 'y ANB; C AN By, tenemos que ANB;—ANBy = AN(B1—B3) € Ly.
En consecuencia, By — By € L4.

» Si (B,) es una familia disjunta de conjuntos de £4 entonces A N B,, es una familia
disjunta de conjuntos de Ly, y como

AN <U Bn> = [(ANB.) € Lo

neN neN

entonces

UBneﬁA

neN
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Afirmacién 2: Si A € P, entonces Lo C L.

Si A € P, entonces para cualquier B € P tenemos que AN B € P, ya que P es por
hipétesis un w-sistema. Deducimos que P C L4. Luego por la afirmacién 1, L4 es un
A-sistema que continene a P, lo cual por la definicién de Ly implica que Lo C L4.

Afirmacién 3: Si C € Ly, entonces Lo C L¢.

Para todo A € P, por la afirmacién 2, tenemos que L4 C Ly. Luego si C € Ly, entonces
C € L4, que por simetria de la definiciéon implica que A € L. Como esto vale para todo
A € P, deducimos que P C L.

Por la afirmacién 1, deducimos que Lo es un A-sistema que contiene a P, lo que por la
definicién de Ly, implica que Ly C L.

Finalmente sean D, E € L. Entonces por la afirmacién 3, D € Ly C Lg. En conse-
cuencia por definicién de Lg, DN E € L. Concluimos que L es un m-sistema.

Conclusién de la prueba: Como Ly es a la vez un m-sistema, y un A-sistema, es
una o-algebra. Como contiene a P, deducimos que o(P) C Ly. Y entonces, como Ly C L,
concluimos que o(P) C L. O

C.2. Variables independientes

Si X e Y son dos variables aleatorias, recordamos que X e Y se dicen independientes
si para cualquier par de intervalos (a,b] y (c,d] de la recta, los eventos {X € (a,b|} y
{Y € (¢, d] son idenpendientes, es decir que:

P{(X,Y) € (a,b] x (¢,d]} = P{X € (a,b]} x P{Y € (¢, d]}
Podemos interpretar esta férmula como:

pxy)((a, 0] x (¢, d]) = px ((a, b)py ((c, d])

El siguiente lema afirma que una férmula andloga es valida si sustituimos los intervalos
por conjuntos borelianos de la recta:

Lema C.2.1 Sean X eY dos variables aleatorias. Entonces X e Y son independientes si
y sélo si:
P{(X,Y) € By x By} = P{X € By} - P{Y € By}

para cualquier par By, Bs de conjuntos borelianos de la recta.

Prueba: Fijemos primero Bj, como siendo un intervalo (a,b] de la recta, y consideremos
la familia

L1 ={BCR:P{X,Y) € (a,b] x B} = P{X € (a,b]} - P{Y € B}}
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Afirmamos que A; es un A-sistema de subconjuntos de R. Chequeamos las tres condiciones
de la definicién:

)\1) R e Lq:

P{(X,)Y) € (a,b] x R} = PX € (a,b] = P{X € (a,b]} - P{Y € R}
ya que P{Y e R=1.

)\2) BE£1:>BC:R—BE£1

En efecto,

P{(X,Y) € (a,b] x B°} = P{(X,Y) € (a,b] x R} — P{(X,Y) € (a,b] x B}
= P{X € (a,b]} — P{X € (a,b]} P{Y € B}
= P{X € (a,b]}(1 - P{Y € B)
= P{X € (a,b]}P{Y € B}

A3) Si (B,) es una familia numerable disjunta y B,, € L1, entonces B = J,,cy Bn € £1

En efecto, utilizando que los B,, son disjuntos, tenemos que:

P{(X,Y) € (a,b] x B} = P{(X,Y) € [ ((a,}] x By)}
neN
= P{(X,Y) € (a,b] x By}
neN
=) P{X € (a,b]}P{Y € By}

neN

= P(X € (a,b]} (Z P{Y € Bn})

neN
= P{X € (a,b]}P{Y € B}

Notemos que no es posible probar que £ sea una o-algebra, pues este argumento no
funciona si los B, no fueran disjuntos.

Por otra parte la familia P de los intervalos semiabiertos de la recta (contando como
intervalo semiabierto al conjunto vacio (a,a] = () es un w-sistema, y por la definicién de
variables aleatorias independientes, P C L.

El teorema m — A nos permite concluir entonces que o(P) C Ly, es decir: que la o-
algebra B(R) de los borelianos de la recta, estd contenida en £1. Entonces, hemos probado
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que la férmula del enunciado, se verifica cuando Bj es un intervalo semiabierto y Bs un
boreliano arbitrario.

Ahora, repetimos el argumento, fijando la otra variable. Para ello consideramos la
familia:

Lo={BCR:P{(X,Y)€Bx By} =P{XeB}-P{Y €By}:VBeBR)}

Repitiendo el argumento anterior, podemos probar que Lo es un A-sistema, y por lo
anteriormente probado, Lo contiene a la clase P de los intervalos semiabiertos. Nuevamente,
por el teorema m — A, Lo contiene a los borelianos. Pero esto significa precisamente, que la
férmula del enunciado es valida para Bi, By borelianos arbitrarios de la recta.

O

Corolario C.2.2 Sean X,Y wariables aleatorias independientes, y sean p1,p2 : R — R
funciones medibles Borel. Entonces: ¢1(X) y v2(Y') son variables aleatorias independientes.

Estos resultados se generalizan a varias variables independientes.

C.3. Esperanza del producto de variables independientes

A modo de ilustracion de la utilidad de los teoremas de paso al limite en la integral,
demostraremos la siguiente propiedad:

Teorema C.3.1 57 X e Y son variables aleatorias independientes con esperanza finita
(esto es, integrables) entonces

E[X -Y] = E[X]- E[Y]

Prueba: Hacemos uso una vez mas del método de aproximacién por funciones simples. Su-
pongamos pues primero que X e Y son no negativas, y sean (X,,) e (Y;,) variables aleatorias
simples (discretas) tales que X, converja a X en forma creciente, e Y,, converja en forma
creciente a Y, dadas por la construccién del lema 7.2.9. Notamos que como consecuencia de
dicha construccién, si X e Y son independientes, X,, e Y;, resultan independientes. En con-
secuencia, como ya probamos que el resultado es cierto para variables discretas (proposicion
3.2.9) , tenemos que

Ahora, en virtud del teorema de convergencia mondtona,
E[Xy] = E[X]

E[Y,] = E[Y]



Notas de Probabilidad y Estadistica - ©2006-2024 Pablo L. De Napoli 283

E[X,-Y,] = E[X -Y]

Luego,
E[X -Y]|=E[X]-E[Y]

Esto establece el resultado para funciones no negativas. En el caso general, hacemos uso,
una vez méas de la descomposicion:

X=X"-X"
Y=Yt-Y"~
Entonces,
EX-Y]=E(XT-X)(YT-Y |=EX'Yt - X YT - X'Y + XYV |=
EXTYN - EX YT -EX'Y |+ E[X Y]

Pero como X e Y son independientes X, X~ son independientes de Y, Y~ respectiva-
mente; en consecuencia:

E[X-Y]=E[XTE[Yt)| - E[X"|E[Y*] - E[X'|E[Y ]|+ E[X |E[Y ] =

(EXT] - EXT))(EY "] - E[YT]) = EX|E[Y]

O

La prueba de este teorema ilustra como los teoremas de paso al limite resultan ttiles

para generalizar las propiedades que conocemos para variables discretas, al caso de variables
aleatorias continuas.



Apéndice D
Las Leyes Fuertes de Kolmogorov

En este apéndice expondremos la demostracién de la ley fuerte de los grandes niimeros
de Kolmogorov.

D.1. La Desigualdad de Kolmogorov

La desigualdad de Kolmogorov es una generalizacién de la desigualdad de Chebyshev:

Proposicién D.1.1 (Desigualdad de Kolmogorov) Sean X1, Xs, ..., X, variables alea-
torias independientes tales que E[Xg] = 0y Var(Xy) < 400 parak = 1,2,...,n. Pongamos:

Sn=X1+Xo+ ...+ X,
Entonces para todo A > 0,

1 1 ¢
A > < — = —
P {fggg{n |Sk| > )\} <2 Var(Sy) 2 ,;1 Var(Xy)

donde S, = X1+ Xo+ ...+ X,,.

Prueba: Consideremos el evento:

A:{méx S,%zA?}
1<k<n

Queremos obtener una cota para P(A). Para ello lo descomponemos en eventos disjuntos,
de acuerdo a cual es la primera vez que S,g > A\

Ay = {57 > N\*}

284
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Ay = {S% < )\, 52>\
y en general:
A ={S? < N2 82 < )2 ... 8% | <)% 8>\

Entonces los A son disjuntos dos a dos, y

A:UAk

keN

Luego,

n
In=) 1Ia,
k=1

n
5'721 > S,QZIA = ZSgIAk
k=1

y tomando esperanza:

Es2 > S ElSta] (D.1)
k=1

Nos gustaria sustituir .5, por Si en esta sumatoria. Para ello, notamos que:

S2 = (S — Sk + Sk)? = (Sn — Sk)* + 25K(Sp — Sk) + St > 2Sk(S, — Sk) + Si
Multiplicando por I4, y tomando esperanza tenemos que:
E[Si1a,] > E[Sila,) + 2E[Sk(Sn — Si)1La,]

Observamos ahora que Sila, y Sp — Sk son independientes (pues Sila, depende de
X1,Xo,..., Xy S, — Sk depende de Xy1, Xp12,...,X,). En consecuencia:

E[Sk(Sn — Sk)1a,] = E[SkIaJE[S, — Sk] =0
pues E[S,| = E[Sk] = 0. En consecuencia:

E[ST2LIAk] = E[SlglAk]
Ahora en Ay, 5’2 > A2. En consecuencia,

E[S214,] > E[N214,] = N2P(Ay)
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Sustituyendo este resultado en la desigualdad (D.1), tenemos que:

E[S?] > \? ZH:P(A;C) = \2P(A)
k=1

Luego

B[S = — 3 Var(X)

k=1

1
P(A)Sp

D.2. La Ley Fuerte de los Grandes Numeros

D.2.1. La Primera Ley Fuerte de Kolmogorov

Teorema D.2.1 (Primera ley fuerte de Kolmogorov) Sea (X,)nen una sucesion de
variables aleatorias independientes con esperanza finita, y supongamos que:

[e.e]

> VarXn) 4o (D.2)

n2
n=1

Entonces (Xpn)nen verifica la ley fuerte de los grandes nimeros, es decir:

Xi+Xo+...+Xn  EX)+EXp)+...+E(Xy) &80

n n

Prueba: Podemos suponer sin perdida de generalidad que E[X,] = 0 V n € N (Sino
cambiamos X,, por X,, — E[X,]). Queremos probar que:

Sn ey
n

donde S,, = X1 + X5 + ...+ X,,. Definamos las “variables maximales diddicas”:

S
M, = max M
on<k<ontl k

Basta probar que M,, — 0 casi seguramente.

Vamos a probar esto en dos etapas:
Etapa 1: Probaremos que

ZP{Mn>;}<+OO

n=1
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para m = 1,2,..., utilizando la desigualdad de Kolmogorov.
Etapa 2: Probaremos que M, — 0 casi seguramente, utilizando el lema de Borel-
Cantelli.

Etapa 1: Para probar la primera afirmacién notamos que:

) !Sk! ) 2"
P max <P max  |Sg| >
oncg<ontl k m 2 < f<2nt+l m

(ya que dividir por 2" en lugar de k agranda el méximo)

2n+1

277,
<P A Skl > — < ) Var(Xy)
N {1§§cn§a2)5+1 15 } Z ar(X)
Definamos el evento A, , = {Mn > %} Entonces
fo%) 2n+1
D P(Amp) < Z Z Var(Xy)
n=1 n=1

Cambiando el orden de la suma deducimos que:

SECMERDMIPIEE =

R 1
= m? g Var(Xx) Yo
k=1 n:2n+1>k

1 41
4n 3 4
n=j
En consecuencia:
1 =1
o w2
n:2nti>k n=j(k)

donde j(k) cumple:

En consecuencia:
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(pues 27(F) > ).
Por lo que sustituyendo, concluimos que:

> 16m? X
S P(Ay) < 0y VAl
n=1 3 k=1 k

por la hipétesis.

Etapa 2: Por el lema de Borel-Cantelli, concluimos que, fijado m con probabilidad 1,
s6lo ocurren finitos de los eventos A, ,,,. Vale decir que si

1 P
Apoo = {w €Q: My(w) > o para infinitos n} = ﬂ U Amn
keEN n>k

entonces P (A, « = 0). Y entonces si consideramos el evento:

A={weQ: Myw) 70} = |J oo (| U Ammn

meN keN n>k

por la o-aditividad, tenemos que: P(A) = 0. Concluimos que M,, — 0 con probabilidad 1.
O

Corolario D.2.2 La ley fuerte de los grandes niumeros,

X+ Xot. 4+ X BEX)+EX) 4.+ E(Xn) es

n n
es valida para toda sucesion (X,)n—nN de variables aleatorias independientes y uniforme-

mente acotadas.

Prueba: Supongamos que |X,| < c. Entonces Var(X,) < E[X?2] < 2, y entonces la
hipétesis (D.2) es satisfecha. O

D.2.2. Algunos Lemas Preparatorios

Nuestro siguiente objetivo serd probar que la ley fuerte de los grandes niimeros es vilida
sin la restriccion de acotacién uniforme. Para ello necesitaremos algunos lemas preparato-
rios:

Lema D.2.3 (Criterio de Integrabilidad) Sea X : Q — R una variable aleatoria. En-
tonces E[|X|] < +oo (“X es integrable”) si y sélo si

iP{|X| >n} < 400

n=1
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Prueba: Pongamos
Ay ={weQ: X(w) =0}

Ap={weQ:n—-1<|X|<n}
A ={w € Q: X(w) = £oo}

Los eventos A, (con n € NU {oo}) forman una particion del espacio 2. Notemos asi
mismo que bajo cualquiera de las dos condiciones del enunciado X es finita con probabilidad
1, es decir A tiene probabilidad cero. En consecuencia, por la o-aditividad de la integral
(de Lebesgue) respecto del conjunto :

o0
BIXI =Y [ pxiap
n=0 An
y por lo tanto:

;/An(n—l)dPgEHXHg;/AnndP

(Notamos que el término correspondiente a n = 0 se anula). Es decir que:
Y (n—1)P(A,) < E[IX]] <) nP(A,)
n=1 n=1

o sea, teniendo encuenta que los A, forman una particién (y que por lo tanto sus probabi-

lidades suman 1):
(Z nP(An)> —1<E[X[] <) nP(Ay)
n=1 n=1

Deducimos pues que:

o0
E[X[] < 400 & Y nP(Ay) < 400
n=1
Para escribir esto de otra forma (y obtener la conclusién del enunciado), introduzcamos los
eventos:

B, ={weQ:|X(w)|>n}
Entonces A,, = B,_1 — B, y como B,, C B,,_1 deducimos que:
P(A,) = P(B,-1) — P(By)
En consecuencia,

E[|X]] < +0 & in{P(Bn,l) — P(B,)} < 4+ (D.3)

n=1

! Aqui presentamos una prueba usando la integral Lebesgue. Son posibles pruebas alternativas, por ej.
usando la integral de Stieltjes. Ver Barry James
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Ahora notamos que “sumando por partes”:
Y n{P(Bn-1) = P(Bn)} = 1(P(By) — P(B1)) + 2(P(B1) — P(B2)) + . ..

+N(P(Bn-1) — P(Bn) = P(By) + P(B1) + P(Bz) + ...+ P(Bn-1) — NP(Bn)

Es decir que:
N

> n{P(Bn, 1 - P(B,)} = Z P(B,) — NP(By) (D.4)

n=1

Ahora probaremos el enunciado: Si E[|X]|] es ﬁnlta, por la desigualdad de Markov:
1
P(By) = B[l X]]

En conscuencia, de (D.4) y (D.3), deducimos que la serie de términos no negativos:

o0

> P(Bv)
n=1

tiene sumas parciales acotadas, y es por lo tanto convergente. Esto prueba una de las im-
plicaciones del enunciado. Para probar la otra, supongamos que dicha serie es convergente.
Entonces, por (D.4):

N N-1
Y n{P(Bu-1) = P(B.)} < ) P(Bo)
=1 n=1

y en consecucnia por (D.3), E[|X]|] < +o0. O

Lema D.2.4 Sea X una variable aleatoria con esperanza finita, y pongamos para cada n,
Ap={weQ:—n < |X(w)| <n}.Entonces:

1
K = — E[X?14,] <
; 2 An +00

Prueba: Necesitamos la siguiente propiedad:
o0
1 2
Y o5<s (D-5)
J

Para establecer esta formula, notemos que para cada n € IN:

1 1 1 1
<

n2 “nn—-1) n—-1 n
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En consecuencia, sumando esta serie telescopica, obtenemos que:

o0

1 1 1 1 1 1
D= Et Lo msEt 2 <n_1‘n>
n=j n=j+1

n=j+1

1 1 2

== - < =
J J J

Volviendo a la prueba del lema, para cada j € N, consideramos el evento:

Bj={weQ:j—1<|Xw) <j}
By={weQ: X(w) =0}

Entonces: .
Ay, = U Bj (unién disjunta)
/=0

<

En consecuencia:

y por lo tanto:
K=Y —B[X’I4]=) - ) ElX’Ip]
n=1 Jj=—

Cambiando el orden de la suma (cosa que estd permitida, ya que es una serie de términos
no negativos):
o0 o0 1
K=Y Y —E[X’Ip)

Utilizando entonces la propiedad (D.5), vemos que:

0o g )
J

Ahora bien, cuando ocurre el evento Bj, X 2 < j|X|. Deducimos que,

(o]
K <2 E[|X|Ig] < 2E[|X]] < +o0
j=1

ya que los eventos (B;) forman una particién de €2.
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D.2.3. La Segunda Ley Fuerte de Kolmogorov

Teorema D.2.5 Sea (X,,)nen una sucesion de variables aleatorias independientes e idén-
ticamente distribuidas con E[|X;|] < +00. Sea p = E[X;] entonces

X1+ Xo+... Xy cs.
=5

n

cuando n — +o00.

La prueba se basa en el método de truncamiento. Definimos unas nuevas variables
aleatorias Y,, por:

v — X, si | Xy <n
" 0 si |Xu|>n

Lema D.2.6 Supongamos que se cumplen las hipotesis del teorema D.2.5 Las variables
truncadas Y, tienen las siguientes propiedades:

i)
limp— 0o EYR] = 1
ii)

o0

Var(Y,
3 (Yn)

5 < +00
n

n=1
iii) Con probabilidad 1, dado w € Q existe un ng = no(w) tal que Xp(w) = Y, (w) para
n > ng.
Prueba: i): Como las X, son idénticamente distribuidas:
E[Y,] = E[XuIjx,<iy] = E[ X1l x,<1}]
Ahora bien la secuencia de variables aleatorias: X1y x,|<1} estd acotada por |X|:
[ X1 x, <3| < 1Xa|

que es integrable por hipdtesis. En consecuencia, por el teorema de convergencia mayoradas:

E[Y,] = E[X\] = u

ii): Nuevamente, como las X,, son idénticamente distribuidas

Var(Y,) = Var(X1I{|X1|§n})
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y la conclusién se sigue del lema D.2.4 pues X7 es integrable.

iii): Consideramos el evento
A={w € Q:3Ing =np(w) tal que ¥Yn > ng : X,,(w) = Yy (w)}
Queremos ver que P(A) = 1. Para ello consideramos los eventos,
Ap ={weQ: X, (w) # Yn(w)}

Entonces:
ZP(An) = ZP{Xn i Yn} = ZP{‘Xn‘ > n} = ZP{‘Xl‘ > n} < +0oo
n=1 n=1 n=1 n=1

por el criterio de integrabilidad (lema D.2.3). En consecuencia, por el lema de Borel-

Cantelli, con probabilidad 1, s6lo ocurre un nimero finito de los sucesos A, es decir que
P(A)=1. O

Corolario D.2.7 S7 consideramos el evento
1 n
B= {w €Q: lim n; | X5 (w) — Yi(w)| = 0}

tenemos que P(B) =1

En efecto, como A C B (donde A es el evento definido en la prueba anterior), y P(A) =1
deducimos que P(B) = 1.
Necesitaremos también un lema (ejercicio) de anédlisis I:

Lema D.2.8 Sea (ux)ken una sucesion de nimeros reales tales que pp — p cuando k —
+00, Yy pongamos z, = % Zzzl v entonces z, — W cuando n — 400.

Podemos ahora concluir la prueba de la segunda ley fuerte de Kolmogorov (teorema
D.2.5): consideramos el evento

Xi(w) + Xo(w) + ...+ Xp(w)

n

CZ{WEQ: —>,ucuand0n—>+oo}

Y consideramos también el evento:

Yi(w) + Ya(w) + ...+ Yy (w)

D—{wGQ: —u—>00uandon—>+oo}

_ patpet..Apn
o .

siendo pup = E(Yy) y i =
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En virtud del lema D.2.6, ii), vemos que las variables truncadas Y, verifican las hipdtesis
de la primera ley fuerte de Kolmogorov (teorema D.2.1), en consecuencia P(D) = 1. Ahora
bien, en virtud del lema D.2.8:

M1+ 2+ iy
n

— p
y en consecuencia: BN D C C. Pero como, P(B) = P(D) = 1, deducimos que P(C) = 1.
Esto concluye la prueba de la segunda ley fuerte de Kolmogorov.

Nota: Una demostracién alternativa del teorema (D.2.5), que no depende de la des-
igualdad de Kolmogorov, se da en el articulo de N. Etemadi [Ete].
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