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Introduccidn

En la case anterior hablamos de los paseos al azar, y de como podian usarse para
dar una interpretaciéon microscépica de una ecuacién en derivadas parciales desde
el punto de vista de la teoria de probabilidades.

Me va a interesar hoy mirar mas de cerca esta idea usando algunas de las
herramientas que desarrollamos a lo largo del curso, lo cudl nos va a servir para
repasar e integrar algunos de los conceptos.
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Paseos al azar unidimensionales

En la clase anterior, consideramos paseos al azar bidimensionales. Pero la misma
idea puede considerarse en cualquier nimero de dimensiones.

Consideremos para simplificar el caso unidimensional. Consideramos la grilla dada
por los miiltiplos enteros de un parametro h > 0, G, = hZ.

Vamos a considerar una particula que se mueve por esta grilla, en ciertos tiempos
t, = nk donde k > 0 es otro parametro. Llamamos T, = kNj al conjunto de
tiempos que vamos a considerar-

La particula comienza en tiempo to = 0 en una cierta posiciéon Xy = xg y después
se mueve al azar segun la regla.

n

X — Xi,_, +h con probabilidad 1/2
"1 X,_, —h con probabilidad 1/2

Podemos pensar que en cada tiempo discreto t, tiramos una moneda y decidimos
si ir para la izquierda o para la derecha una distancia h segtin el resultado de la
moneda. Asumimos que las distintas tiradas de la moneda son independientes.
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Paseos al azar unidimensionales (2)

. Cémo podriamos encontrar la distribucién de X:, ? Podemos escribir
Xi, = Xe,_, + hU,

donde la U, son variables aleatorias independientes, con distribucién de

Rademacher
U — 1 con probabilidad 1/2
"7 —1 con probabilidad 1/2

Luego:
thZXo-‘rh(Ul—‘rUg-i-...-‘rUn)

Podemos escribir U, =2V, — 1 donde V,, ~ Be(1/2).

V. — 0 con probabilidad 1/2
"7 1 1 con probabilidad 1/2
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Paseos al azar unidimensionales (3)

Luego

X, =x0+2(Vi + Vo + ...+ Vy)nlh = xo + [25, — n]h

donde S, representa el niimero de éxitos en n ensayos de Bernoulli con
probabilidad de éxito 1/2, S, ~ Bi(1/2).
Podemos enconteces escibir una férmula para la distribucién de Xi,.

st =P =t = 0019 = (3) () (3) = 3:(0)

Si Xm = Xo + [2d — nlh con d € {0,1,2,...,n}.
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Paseos al azar unidimensionales (4)

También podriamos obtener una ecuacién en diferencias para up notando que si
nuestra particula esta en la posicidén x, en un tiempo t,, en el tiempo t,_; debe

haber estado en las posiciones x;,—1 0 X,+1 con probabilidad 1/2, dependiendo
del valor de la variable aletoria de Rademacher U,

Entonces si x € G:

Ph(Xm, tn) = P{Xs, = Xm}
= P{X;, = Xm/Uy = 1} - P{U, = 1}
+ P{X;, = X/ U, = =1} - P{U, = —1}

1
= P{th—l = Xm—l} . 5 + P{Xt,,_l = Xm+1} :

1
= 5 (Ph(Xm—l, tn—l) + ph(Xm+17 tn—l))

N =
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Recordamos el desarrollo de Taylor

Si p: R xR — R es una funcién C?,

p(x,t+ k) — p(x,t) = %(X, t)k + o(k)

2

1o}
plx+ h,t) + p(x — h £) = 2p(x, £) = =5 (x, )h* + o(H?)
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La ecuacién del calor o ecuacién de difusién (1)

Nos interesa entender el comportamiento asintético de pp(x, X, t) cuando h — 0.

Esto va a depender de que relacidn exista entre el paso en el espacio h y el paso
en el tiempo k.
Vamos a asumir que k = c - h?> donde c es una constante, entonces:

ph(Xma tn) - ph(X7 tn—l) — lph(xm7 t,-,_l) + ph(XI‘na tn—l) - 2ph(Xm7 tn—l)
k 2 ch?

Si suponemos que las densidades de probabilidad convergen

n(Xx, t
% = p(x,t)
obtenemos en el limite la ecuacién diferencial en derivadas parciales

op 1 9p
a(xa t) = % @(Xa t)

que se conoce como ecuacién del calor o ecuacién de difusion.
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La ecuacién del calor o ecuacién de difusién (2)

Para cada t > 0, la funcidn p(x, t) va a ser una densidad de probablidad, limite de
las probabilidades py(xm, t,) que dan la distribucién discreta. Vab a depedender
también del punto xp donde arranca nuestra particula, asi que las notaremos
Ph(Xm, X0, ta) Y P(x, X0, t) para enfatizar esto.

Entonces si f : R — R es una funcién acotada:

un(xo0, tn) = E[f(Xe,)/Xo = x0] = > _ F(xXm) - Ph(Xm; X0, tn)

Xm
[ee]
— u(xp, t) := / f(x) - p(x, xo, t) dx
— 0o
y u también va a satisfacer la ecuacién del calor
ou 1 O%u
—(xt)=— (Xt
81‘( 1) 2c 82x( 1)
con la condicién inicial
u(x0,0) = f(x0)
Nota: Esto no es una justificacion rigurosa, pero nos da una idea intuitiva de lo

que esperamos que ocurra.
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Teorema local de De Moivre-Laplace

Para encontrar explicitamente quien es p usamos el siguiente teorema que vimos

en la clase 7,

Teorema (Teorema local de De Moivre-Laplace)

b(d,n, p) = \/2”;—”’%7 e %/2 (14 Bus)
donde
2=1L2 g-1-p
N
y para M >0,

méx |Bn.d4| — 0 cuando n — oo
|za|l <M
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Aplicacién del teorema

Nos acordamos de que
ph(Xm, tn) = P{X:, = xm} = b(d, n,1/2)
Si Xm = xo + [2d — n]lh con d € {0,1,2,..., n}. Entonces

d—np d—n/2 2d—n 20 xn,—x

Z,

T Uma  Jnjh | Jn Jn J/nh

Luego como t, = kn = ch’n :

2 (Xm — xo)2 _ c(Xm — xo)2
d h%n tn

1 B 1 _ 1 _ ch
V2mnpq V2mn/4 - Vtn/(2k) B Vtn/2
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Aplicacién del teorema (2)

Luego cuando h — 0, obtenemos que:

Pr(Xm, tn
% - p(X7X0a t) =

()

Entonces recapitulando, la solucién general de la ecuacién del calor con la
condicién inicial

u(x0,0) = f(x0)

vendra dada por:

u(xo, t) := /00 f(x) - p(x, xo, t) dx

—00
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