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Introduccidn

En la clase anterior, vimos que uno de los problemas centrales de la estadistica es
la estimacién de pardmetros de una distribucién.

Supongamos que tenemos una poblacién y queremos medir una cierta variable
aleatoria, cuya distribucién F no conocemos, pero sabemos o suponemos que
F € F, una cierta familia de distribuciones.

Para estimar un pardmetro 6 = 6(F), tomamos una muestra eleatoria de tamafio
n de nuestra poblacién. Esto nos dara variables

X17X27'-~aXn

todas con distribucién F e independientes. Entonces queremos estimar # mediante
un estimador

~

(X1, Xa, ..., Xs)

En esta clase, veremos un método general para obtener estimadores con buenas
propiedades.
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Notacidn vectorial

En muchos ejemplos la distribucidn estarad caracterizada por un nimero finito k de
pardmetros, que podemos pensar como componentes de un vector

9:(91,92,...,9;()6Rk

que se mueve en una cierta regién A C R¥ de pardmetros admisibles.

Por ejemplo, podemos pensar en la familia de distribuciones normales:
F={N(u,0%): peR,o>0}

En este caso § = (u,0) € A, donde
A={(mu,o):peR,o>0}

En general, podemos escribir

.7::{/:9:96/4}
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Comenzemos considerando el caso discreto. En ete caso la distribucién Fy
vendra dadas por las probabilidades puntuales, que dependerdn del vector de
parametros 6:

po(x) = P{Xi = x} (las mismas para todo)

(que serdn cero salvo para numerables valores de de x)
Por ejemplo, supongamos que tenemos una urna con un cierto niimero de bolitas
blancas B y otro tanto de rojas R, y que extraemos n bolitas con reposicién pero
no conocemos cuantas bolitas de cada color hay. Definimos las variables aleatorias
de Bernoulli
X — { 1 si sisaleroja
! 0 si sisale blanca

Entonces X; ~ Be(f) donde 6§ = ﬁRR € [0,1] = A. Aquf los posibles valores de las

X; son 0y 1, y sus pobablidades

po(1) =0, pe(0)=1-10
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Verosimilitud en el caso discreto

Ahora nos preguntamos: si el pardmetro 6 tuviera un cierto valor, jcudl seria la
probabilidad de observar ciertos valores xq, X5,

.., X ?. Esto vendrd dado por la
funcién de verosimilitud

L(0) = L(x1,%0, -, Xn; 0) := Po{ X1 = x1, X0 = x0, ..., Xy = xn}

n
= H Po{X = x;} por independencia
i=1

=[] po(x)
i=1

Aqui usamos la notacién Py para indicar que las probabilidades indicadas
dependen del pardametro 6.

Pablo L. De Napoli (DM- UBA )

Estadistica

clase 24 6/

11



Verosimilitud en el caso continuo

Cuando trabajamos con variables continuas, la distribucidn Fy estard caracterizada
por una densidad de probabilidad fy. entonces definimos la funcién de funcién de
verosimilitud como la densidad conjunta del vector aleatorio (X1, Xz, ..., X,)
correspondiente a un determinado valor del pardmetro 6, que de nuevo por la
independencia de la muestra sera:

‘C(a) = ‘C(XlaX2, <oy Xng 0) = H fe(X,')
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Caso discreto (3)

Para cada muestra particular (xi, ..., X,), la estimacién de maxima verosimilitud
de 0 es el valor 8y, que maximiza la verosimilitud. Es decir:

L(x1, %0, Xn; Omy) = rgg}‘(ﬁ(xl, oy X, 0)
El estimador de maxima verosimilitud, Oy (X1, Xa, ..., X,), es aquél que evaluado

en cada muestra particular nos da la estimaciéon de maxima verosimilitud
Omv (X1, X2, - - - 5 Xn)

Como L es un producto, conviene maximizar {(s) = log L£(6).
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Continuacién del ejemplo en el caso discreto

En el ejemplo que vimos antes de la distribucién Be(6):

L) =651 — )"
donde
s=x1+X+...+ X,

Luego:
£(0) =log L(0) =slogd+ (n—s)log(l—6)
1 1
4 _= - —_—— —_— - —
r(0)=s 7 (n—-s) T 9
El méximo se va a alcanzar cuando ¢/(s) = 0, o sea:
s_n—s@l—@_n—s@l M i apS
6-1-6" 6 s 8 " ~h

Asi que en este caso el mejor

-~

Xp 4+ Xo+ ... 4 X,
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Estimacién de los parametros de la distribuciéon normal

Volvamos al ejemplo de la familia de las distribuciones normales. Son
distribuciones continuas con la densidad:
1

f(x) = e~ =’/ g — (4 o
Q(X) U\/ﬂ (u )

Entonces:

£(6) = e~ (xi—n)?/(20%) _ e~ (xi—n)?/(20%)
() oV 2w V27 4 H

luego

0(0) =log L(#) = —nlogo — = Iog (2m) Z
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Estimacion de los pardmetros de la distribucién normal (2)

Como ahora tenemos dos pardmetros, para encontrar el maximo vemos donde se
anulan simultdaneamente ambas derivadas parciales:

ol " (xi — 1 —
au(a):_z(ﬂ):o:,ﬁzzx,

i=1 i=1

) . 1/2
gfﬁw)_ﬁ@ 1 _oso= (iz(x,-—uf)

i=1
O sea que los estimadores de méxima verosimilitud para los pardmetros de la
distribucién normal son:
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