Mas sobre convergencias y un poco de Estadistica

Pablo L. De Napoli

Departamento de Matemdtica
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales
Universidad de Buenos Aires

Probabilidades y Estadistica para Matematica
Segundo cuatrimestre de 2021

Pablo L. De N3poli (DM- UBA ) Convergencias/Estadistica clase 15 1/31



Parte |
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Recordamos algunas definiciones

Sean (€, &, P) un espacio de probabilidad, y (X,) : 2 — R una sucesién de
variables aleatorias finitas en casi todo punto. Recordamos dos nociones de
convergencia (cuando n — 400)

@ Convergencia en probabilidad:
X, 25 X V5 >0, P{X,—X|>6—0
@ Convergencia en distribucién:
X, 25 X & Fx, (x) = Fx(x)

para todo punto de continuidad x de Fx.
Equivalentemente, tenemos la caracterizaciéon dada por el teorema de
Helly-Bray

Xo 2 X V) € CZ(R), E[H(X,)] = E[¢(X)]
y también en términos de funciones caracteristicas (teorema de Levy)

Xy 25 X & ox (1) = ox(t)
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Teorema de la aplicacién continua

Como vimos en la clase 18, el teorema de Helly-Bray inmediatamente implica que:

Corolario

Si X, -2 X y & : R = R es una funcién continua, entonces g(X,) N g(X).

En particular:

Corolario

San&XyceRes un constante, entonces X, +c — X +cy X,-c— X -c.

Esto sale porque g1(x) = x + ¢ y g2(x) = ¢ - x son funciones continuas.

Sin embargo, jhay que tener cuidado! En general no es cierto que si X, N X,
Y, b, Y, entonces X, + Y, Lox +Y.
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una version simple del teorema de Slutsky

Lema (una versién simple del teorema de Slutsky)

Sean (X,) e (Y,) dos sucesiones de variables aleatorias finitas con probabilidad 1.

Supongamos que X, i> XeY, i) 0. Entonces X, + Y, i> X.

En el apunte de Victor Yohai pueden ver una prueba usando directamente la
definicion de convergencia en distribucién. Yo les voy a presentar una prueba
alternativa usando la caracerizacién dada por el teorema de Helly-Bray.
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Demostracién del lema (1)

Usando la caracerizacién dada por el teorema de Helly-Bray, queremos probar que
para toda ¢ € C°(R),
E[(Xn + Yi)] = E[¥(X)

y sabemos por hipétesis que:
E[U(X)] — E[(X)]

Luego nos bastara probar que para cada v fija,

E[W(Xn + Ya)] — E[¥(X,s)] — 0O
Notamos que como 1-(R), v serd acotada

[(x)] < C paratodo x,y € R
y cumplird la condicién de Lipschitz

h(x) = ¥(y)| < M|x —y| para todo x € R

donde M es cualquier cota de |[¢| (por el teorema del valor medio).
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Demostracién del lema (2)

Usando las observaciones anteriores, tenemos que dado ¢ > 0,
€
[0+ Ya) — (X,)| < MIY| < 5

Si
€

Yol <6 =
Yol <é =51

Entonces, introducimos los eventos:
Ans ={w e Q:|Y,(w)| <}

y podemos estimar:

E[l (X + Ya)l = E[Y(Xa)| - a, ;] <
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Demostracién del lema (3)

Ahora vamos a necesitar mirar que pasa en
A5 = {w e Q| Ya(w)| > 5)
Ah{ vamos a usar la estimacién mdas bruta
(X + Ya) = (Xa)| < 2C
Entonces:

E[9(Xn + Ya) = 9(Xa)| - Iae ] < 2C - E[lae ] = 2C - P(Anc) <

N ™

si n> ng(e, o) pues Y, P4 0. Pero § = d(e), asi que en definita ny depende sélo
de ¢.
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Demostracién del lema (4)

Finalmente acotamos

|E[tp(Xn + Ya)] = E[(Xa)]| < Ef[¢(Xn + Ya)] — E[¥(Xn)]]
< E[W(Xn + Yn)] - E["p(Xn)HAn,é]
(

+ < E[[p(Xa + Ya)l = E[(Xa)lhac ]

€
<+

E_
ST TFE

si n > ng. O sea, que efectivamente hemos probado que:
EM)(Xn + Yn)] - E[T/’(Xn)] —0

y como observamos antes, esto implica la validez del lema.
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Un lema para el teorema de Slutsky

Sea (X,) una sucesion de variables aleatorias finitas con probabilidad 1, tales que

P . .z
X, — ¢ donde c € R es una constante. Entonces si g : R — R es una funcion
boreliana continua en c, entonces:

Y, = g(X,) — g(c)
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Demostracion del lema

Dado € > 0 por definicién de continuidad, existird un § > 0 tal que |[x — ¢| < ¢
implica |g(x) — g(c)| < . Luego,

{la(x) —glc)l z e} c{lx —c| = 0}
En particular,
{lg(Xn) —g(c)l = e} < {|Xn — c[ = 6}
tomando probabilidades:

0 < P{lg(X:) — g(c)| = 2} < P{|X, — | = 6)

por lo que si el lado derecho tiende a cero cuando n — +o0o, también el término
. . P P
del medio. O sea que si X, — ¢, se deduce que g(X,) — g(c¢).
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Teorema de Slutksky

Teorema

Sean (X,) e (Y,) dos sucesiones de variables aleatorias finitas con probabilidad 1.

Supongamos que X, Lixe Y, P ¢ donde X es otra variable aleatoria finita
con probabilidad 1 y ¢ una constante. Entonces,

o X, + Y, 2 X+
o X,Y, 2 cX.
@ Sic#0,
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Demostracién del teorema de Slutsky (1)

Para probar que X, + Y, i> X + ¢, escribimos:
Xn+Yo=(Xp+c)+(Yn—0)

D D .
Comomo X, — X, tendremos que X, + ¢ — X + ¢ por los resultados previos.
También R o

Yo —c=Y,—c—0
(esto sale directamente la definicidn).

El resultado se deduce entonces de la versidén simple del teorema de Slutsky que
probamos antes.
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Demostracién del teorema de Slutsky (2)

Similarmente, para ver que X, Y. i> cX, escibimos
XoYn=cXnp+ (Yn—c)Xp=U,+ Z,

donde llammamos U, = cX, y Z, = (Y, — ¢)X,.
Como X, Lix= U, Ly ex por los resultados previos.
También sabemos que Y, — ¢ 2, 0. Por otra parte, (X,) estd acotada en

probabilidad, ya que converge en distribucién. [por el ejercicio 14, item d) de la
practica 8. Este resultado se deduce también de un lema que vimos en la clase 18]

P .
Pero entonces Z, — 0 por un resultado que vimos en la clase 15, ya que es el
producto que una sucesién que tiende a cero en probabilidad por una que

. . D
estd acotada en probabilidad, y por lo tanto Z, — 0.
Entonces usando la versién simple del teorema de Slutsky, concluimos que

X, Y, 25 cx.
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Demostracién del teorema de Slutsky (3)

Finalmente, para ver que si ¢ # 0,

escribimos

y observamos que

>

por el lema previo aplicado a la funcién g(y) = }l, que es continua en y = c si
¢ # 0. (Este paso es esencialmente el ejercicio 17 de la préctica 8).
Entonce el resultado se deduce del item anterior.
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Parte 1l

Un poco de estadistica: Estimacion Puntual
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Introduccidn

Sea X una variable aleatoria cuya funcién de distribucién F desconocemos. Por
ejemplo, puede tratarse del peso de una lata de arvejas. que es una variable
aleatoria que varia de lata en lata. A veces se hace una hipétesis sobre la posible
distribucién F (por ejemplo que es normal, aunque esto no es siempre necesario).

La distribucién F esta caracterizada por ciertos parametros, como por ejemplo
p = E[X] o 02 = Var(X). (o si suponemos que F pertenece a una familia de
distribuciones, los que definen esa familia).

Para hacerlo, se toma una muestra aleatoria de la poblacién. Obtenemos de esta
forma variables
X1, Xo,... X,

que serdn variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas con
distribucién F.
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Estimadores

Dada una muestra aleatoria Xi, Xy, ..., X, de una distribucién F y A = A(F) un
parametro de F, un estimador serd una una funcién

~

An(X1, Xo, ..o, Xn)

(sin parametros desconocidos) que nos permita estimar A en algtin sentido.

Por ejemplo, si y es la esperanza de la distribucién F, entonces:

(conocido como media muestral es un estimador razonable de 1 ya que por la ley
fuerte de los grandes nlimeros

Xn, =3 1 cuando n — 400

Se dice que X, es un estimador fuertemente consistente para .
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Estimacidn de la variancia

Similarmente, ; Cémo podrfamos estimar o = Var(X) = E[(X — 1)?]. Un
estimador que podriamos considerar razonable es

i=1

Este seria el valor de la varianza de la distribuciéon empirica generada a partir de la
muestra.

Vamos a ver que nuevamente, este estimador es fuertemente consistente, o sea:

o~ C.S.
op — O
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Demostracién de la consistencia fuerte del estimador de la

variancia

Recordando que Var(X) = E(X?) — E(X)? también tenemos:

. 1o

Por la ley fuerte de los grandes nimeros

,yi

1 n
- ZX,? <5 E(X?)
i=1

Como elevar al cuadrado es una funcién continua
G2 = E[X?] - E(X)* =07

y por lo tante
an C.S. o
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Estimadores (2)

Ahora bien: dado un pardmetro A pueden pensarse diferentes estimadores para A
que pueden parecer igualmente razonables.

Por ejemplo, supongamos que tenemos una poblacién cuya distribuciéon F
sabemos que es normal N(u,o?) con ciertos pardmetros ;1 y ¢ como vimos antes.
Entonces, para estimar y podriamos usar la media muestral como vimos antes,
porque p es la esperanza de F.

Pero para la distribucién normal p también es la mediana. Por lo tanto otra forma
de estimar . podria ser usar la mediana muestral Me. Para definirla ordenamos las
variables (o sea consideramos los estadisticos de orden):

Xy =Xp - = X

y definimos

Me = X((nt1)/2) Si n es impar
_1
2

Esto lleva a preguntarnos qué propiedades es deseable que tenga un estimador,
para tener un criterio para elegir un estimador sobre otro.

Me (X(n/2) + X(nj2+1)) si nes par
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Sesgo de un estimador

Dado un estimador A, de un parametro A = A(F), se define el sesgo del estimador
como

sesgo(A,) = E[A,] — A

Un estimador se dice insesgado si
sesgo(x,,) =0
y asintéticamente insesgado si

sesgo(;\\,,) -0
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Sesgo de la media muestral

Consideramos el estimador

S|

para la esperanza p = E[X].
Por la linealidad de la esperanza,

- 1 < 1 <
EXol =Y EX]=-> pn=n
i=1 i=1

Luego X, es un estimador insesgado de /.
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Sesgo para el estimador de la varianza

Ahora repitamos la cuenta con el estimador de la varianza que definimos antes.

Recordamos que:
1 n
o, = [n E X,-
i=1

Asi que empezemos calculando:

_yi

1 n
G

i=1

E

1 n
= *ZE[X,?] =cC
=

donde
c = E(X?) = Var(X)) + E(X))* = 0° + 12
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Sesgo para el estimador de la varianza (

. 2 .
Por otra parte, necesitamos calcular E[X]. Para ello, la observacién clave es que
como las variables X; son independientes

Var(X Z Var(X;) =

Entonces:
=2 —2 - 0° )
E(X,) = Var(X;) + E[X,J = = + 4

Entonces:

2 1 -1
E[E%]—a2+u2—(g+u2>—a2<l—>_a2(n >
n n n

Luego este estimador no resulta insesgado, pero si asintéticamente insesgado.
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Estimador insesgado de la varianza

Si queremos tener un estimador insegado de la varianza, debemos reemplazarlo
por:

1 _
52 = — Z(x,- - X,)?
i=1

que aparece en el gjercicio 24 de la practica 8, ya que como

n
2 ~2
52 = :

ahora tendremos que:
E[SY] =o?

(si se fijan, hemos resuelto todo el ejercicio).
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Planteo del problema

Hasta ahora vimos como estimar los pardmetros de una distribucién. Por ejemplo
si sabemos (o conjeturamos) que tenemos una muetra de la distribucién normal
N(u,0?) podemos estimar los pardmetros.
iPero cémo podemos estimar el error cometido en la estimacién? Primero
consideraremos el caso mas sencillo aunque poco realista en que ¢ es conocido y
queremos estimar . Sabemos que podemos estimar . usando la medida muestral
in = X
Nos gustaria encontrar un intervalo de confianza para p, es decir un intervalo
alrededor de 7i,, tal que

Pluel,}=1-«

donde 0 < a < 1 es un nivel de confianza elegido (tipicamente o = 0,05 ).
Ya nos encontramos con este concepto en un ejemplo que vimos en la clase 7
sobre las aproximaciones de la normal (encuesta electoral).
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Solucién cuando la varianza es conocida

Cuando la distribucién es normal y o es conocida podemos razonar asi: X,
Ve . . .-/ 2
tendrd distribucion N (u, %) Entonces:

X, —
Zn:\/E' =

~ N(0,1)

Ahora elegimos z, /> de modo que P(Z, > z,/;) = a/2, y por la simetria de la
curva normal tenemos que

P{_za/2 < _Zn < za/2} =1-«
Depejando obtenemos el intervalo de confianza

Za/ZJ Y +201/20'

/a: Yn* s/\n
Vn Vn

para el que podemos garantizar que

Plpelhlt=1-a
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En la realidad, no es realista suponer que la distribucién es conocida, o que la
varianza lo es. De todos modos, podemos definir un intervalo de confianza
asintético para pu = E[X], reemplazando a ¢ por un estimador fuertemente
consistente &, de los que vimos antes (da igual cudl consideremos)

=X _Za/2an Za/2a\n
U v vn

Con sélo suponer que la variancia de la distribucién tendremos que:

Xn+

Zn:ﬁ-M&N(O,l)
o

por el teorema del limite central, siempre que 0% = Var(X;) < cc.
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Como

On

tendremos que la convergencia en distribucién no se ve alterada:

~ X, —

por el teorema de Slutsky.
Por lo que nuestro intervalo

verfica que
lim P{pel}=1-«

n—+o00
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