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Probabilidad Condicional (clase 3)

Definicidon

Sea (2, &, P) un espacio de probabilidad. La probabilidad condicional P(A/B) de
un evento A suponiendo que ocurre el evento B se define por:

P(AN B)

P(A/B) = =55

siempre que P(B) > 0.
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Férmula de la probabilidad total

Proposicién

Consideramos una particion del espacio muestral Q) en eventos disjuntos
Bi, B, ...B,,... (finita o infinita numerable)

Q= UBk7 BiNBj=0sii#j
kEN

con P(Bk) > 0 para todo k, entonces

P(A) = P(A/Bi) - P(B)

k=1
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Parte |

Esperanza comdicional dado un evento
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Esperanza condicional dado un evento: caso discreto

Sea X : Q — R una variable aleatoria discreta. Recordamos que la esperanza de X
se define como la serie

E[X] = Zx,- CP{X = x}

donde Im = {x;} es por hipétesis a lo sumo numerable; siempre que dicha serie
sea absolutamente convergente.

En consecuencia, resulta natural definir la esperanza de X dado que ocurre el
evento A de probabilidad positiva, por:

E[X/A] = Zx,- - P{X = x;/A}
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Esperanza condicional dado un evento: caso discreto

Teniendo en cuenta la definicién de probabilidad condicional esto es equivalente a:

E[X/A] = Zx, PX = X')} na} _ (lA) ZX:' la(xi) P{X = xi}

Es decir que:

Otra manera de escribir la esperanza condicionada a un evento

E[X/A] = ——— E[IaX]

1
P(A)

Notemos que esta férmula puede adoptarse como definicién de la esperanza
condicional respecto de un evento para cualquier variable aleatoria (sea discreta o
no) mientras tenga esperanza finita, y el evento A tenga probabilidad positiva.

Notamos que E[X/A] es lineal como funcién de X,

E[MX1 + AaXo/Al = A; - E[Xi /Al + A2 - E[Xo/A]
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Un ejemplo con una variable discreta (1)

Supongamos que X ~ P(A) donde A > 0. Recordamos que su distribucién
puntual viene dada por
Ak
p,(:P{xzk}:e*A-F k € Np

y que E[X] = \. Pero supongamos que ahora sabemos que X > 1. Entonces
nuestra estimacién de las probabilidades cambiard Notamos que

P{IX=0=p=e*=PA)=1-—e"

Tendremos la distribucién condicional
0 si k=0
P{X—k/A}—{ LQ\TT si k>1

l1—e— X

Estamos interesados en calcular E[X/A] siendo A = {X > 1}.

Pablo L. De Napoli (DM- UBA ) Esperanza Condicional clase 15



Un ejemplo con una variable discreta (2)

E[X/A] = %m S e ab) PIX = %}
k
e o=, N
T 1 e k!

Pero haciendo un cambio de indice j = k — 1:

S LRt = W =N N
P D BN v D Bhy e DB R
k=1 k=1 j=0 j=0
(esta cuenta es la misma que para calcular E[X] !). Nos queda:
A
EX/Al = ——
X/A =
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Un ejemplo con una variable continua

Supongamos que X ~ N(0,1). Entonces E[X] = 0.

Pero supongamos que ademas sabemos que X > 0. Entonces nuestra estimacidn
de las probabilidades cambia, y ahora estamos interesados en calcular E[X/A]
siendo A = {X > 0}. Notamos que

—x2/2

A) = /000 o(x) dx = % donde ¢(x) =

5~
3

E[X/A] = —— E[1aX] = LE[xﬂ: i/w xt - (x) dx

P(A) P(A) 1/2 J_o
_ —x%)2 +_ ] x si x>0
—m/o e dx donde x { 0 si x<0

Haciendo el cambio de variable y = x2/2 vemos que:

epsa= 2 [T =2
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Generalizacién

Si X es una variable continua con densidad f(x), U C R abiertoy A= {X € U}.

E[X/A] = P(A)E[IAX] ()E[gu( )]
1

= P(A)/_OO gu(x)f(x) dx = ﬁ/uf(x) dx
donde gy(x) =xsixe Uy O0six¢ U.
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Parte |l

Esperanza comdicional de una variable con

respecto a otra: caso discreto
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Esperanzas condicionales en el caso discreto

Ahora consideremos dos variables discretas X, Y : Q — R. Nos proponemos
definir el concepto de esperanza condicional E[X/Y] de X dada Y. Supondremos
que X tiene esperanza finita.

Sean {y;} los distintos valores que toma la variable Y, y notemos que los eventos
A ={w € Q: Y(w) =y} forman una particién del espacio muestral Q.

Si P{Y = y;} > 0, podemos definir

EIX/Y =yl = E[X/A]

utilizando la definicién introducida anteriormente.
Ma3s explicitamente:

E[X)Y =y] = Zx,- P{X =x/Y =y}

Las probabilidades P{X = x;/Y = y;} que aparecen en esta definicién se llaman
la distribucién condicional de probabilidades de X dada Y.
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Esperanzas condicionales en el caso discreto (2)

Notemos que depende del valor y; de la variable Y. En consecuencia, E[X/Y]

puede considerarse como una nueva variable aleatoria. Mas explicitamente,
definimos E[X/Y]:Q — R por:

EIX/Y](w) = EIX/Y = Y ()]

Notamos que esta variable aleatoria serd constante en cada uno de los conjuntos
que forma la particién A;. En otra palabras:

EIX/Y = S EX/Y =y la
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Esperanza condicional e independencia

Si X e Y son variables discretas independientes, entonces
P{X =x/Y =y} =P{X=x}

Luego

E[X/Y = y]] :in‘P{X:Xi/Y:yj}:ZX;~P{X:X,-}: E[X]

En consecuencia, con lo que E[X/Y] = E[X] (una variable aleatoria constante)
en este caso.
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Esperanzas condicionales en el caso discreto (3)

En el otro extremo, jqué pasa cuando Y = f(X) siendo f :R - R ?

P{Y:yj/szi}:{(l) : Q;?EZ;

Entonces:
E[Y/X =x]= Zyj -PLY =yi/X = xi} = f(x)
Es decir:
E[f(X)/X] = f(X)

En particular:
E[X/X]=X
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Esperanzas condicionales en el caso discreto (4)

Otras propiedades (tiles son:
@ Linealidad: si A1, Ay € R,

EMXy+ XXo/Y] = A - E[Xi /Y] + X2 - E[Xo/Y]

@ Mis generalmente, podemos sacar afuera de la esperanza condicional
funciones de la variable con respecto a la que estamos condicionando:

E[F(Y)X/Y] = f(Y)E[X/Y]
porque:

Eff(Y)X/Y =yl = ny; xi- P{X = x/Y =y}

=f(y ZXi-P{X:Xf/Y:yj}:f(yj)-E[X/Y:yj]
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Un ejemplo

En la clase 5, consideramos el siguiente ejemplo. Tiramos dos dados en forma
sucesiva. Nuestro espacio muestral es:

Q= {w = (w1,w?) :w; € D}

donde D ={1,2,3,4,5,6}. Consideramos la suma S de los puntos obbtenidos.
S5:Q — R Tenemos que S = Xj + Xz donde X;(w) = wy, X2(Q) = ws.
Tenemos que

E[S] = E[Xi] + E[X3] =3,54+3,5=7

Pero si sabemos cuanto salié en la primera tirada (o sea, cudndo vale Xj), nuestra
estimacién de las probabilidades para S cambia.

E[S/X] = E[Xi/Xi] + E[Xo/X1] = Xu + E[Xo] = X1 + 3,5
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Férmula de la probabilidad total

E[X/Y] es una nueva variable aleatoria. ; Qué pasa si calculamos su esperanza?
Recordamos que Aj = P{Y = y;} es una particién de Q.

E[E[X/Y]]:ZE[X/Y:yj]-P(Aj)
—ZP E[Xla] - P(A))
:ZE[XIAJ.]:

Z Iy, | | = EIX]

Férmula de la probabilidad total
E[E[X/Y]] = E[X]
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Esperanza condicional de una variable continua respecto de

una discreta

La definicién anterior de E[X/Y],
J

también se puede aplicar si X es una variable aleatoria continua, e Y una variable
discreta (siempre que P(A;) > 0).
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Un ejemplo

Ejerrcicio del parcial

Se tira un dado equilibrado de tres caras (o sea: se elege un niimero del 1 al 3 con
idénticas probabilidades). Sea / el nimero obtenido en el dado. A continuacién se

define Z = Zjl-zl X; donde las variables aleatorias X; tienen distribucién
exponencial de pardmetro 1, y son todas independientes entre si y del lanzamiento
del dado.

i) Encuentre una expresién explicita para la densidad de probabilidad de Z.
ii) Utilizando dicha expresién, calcule E[Z].
i) Calcular P(Z > 3).

Pablo L. De N3poli (DM- UBA ) Esperanza Condicional



Solucién del item i)

Si conociéramos el valor i de /, tendriamos la variable

Z = z’:Xj
j=1

Sabemos que Z; ~ (i, 1) por ser suma de suma de i variables aleatorias
indepedendientes con distribucién Exp(1) = I'(1,1). [por un resultado que vimos
en la clase 11]

Esta es una distribucién condicional. j Pero | es aleatoria! La verdadera
distribucién de Z se encuentra mezclando estas distribuciones condicionales,

pesandolas de acuerdo a la distribucién de probabilidades de /, como vimos en la
clase 9.
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Solucién del item ii)

Una vez determinada la distribucién de Z su esperanza se encuentra mediante la
férmula de siempre.

E[Z] = /OO z-f7(z) dz

— 00
Pero ahora podriamos pensar esta cuenta de otra manera
ElZ/I=il=E[Z]=i

dado que ya calculamos la esperanza de una variable con distribucién (i, 1) (en la
clase 8). Entonces

3 3
E[Z] = E[E[Z/M =Y _E[Z/I =] P{I = 7%2 1+2+3 _,
i=1 e
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Parte |l|

Esperanza condicional de variables continuas
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Problema: j Cémo lo generalizamos a variables continuas?

La definicién anterior tiene un serio problema si queremos generalizar el concepto
de esperanza condicional E[X/Y] cuando la variable aleatoria Y es continua: en
general

P{Y =y}

puede ser cero, por lo que las probabilidades condicionales:
P{XellY =y}

donde [ es un intervalo, no va a estar definida.

Vamos a investigar primero el caso en que X e Y admiten una densidad conjunta
fxy(x,y) continua. Recordamos que en esta situacién Y se distribuye segtin la
densidad marginal

fr(y) = /00 fxy (x,y) dx

—0o0
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Distribuciones condicionales

Consideramos un pequefio intervalo J = [yo, yy + h], entonces:

P{Xel,YeJ}if,ffovXY)dXdy
Piyelt [, f(y)dy

P{XellyYel}=

Entonces elegimos | = (—o0, x] y dividimos arriba y abajo por h

. fy°+h fxy (x,y) dxdy

+h
B v (y) dy

P{X<x/Y el =

Cuando h — 0 esta expresidon converge a
fjoo fXY(vaO) dx
fy (v0)

por el teorema fundamental del cdlculo. Esta expresion se llama funcién de
distribucién condicional de X dada Y. Esta cuenta tiene sentido sélo si fy(y) > 0.

FX/Y:}’O (X) =
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Esperanza condicional

De donde obtenemos la densidad densidad condicional de X dada Y dada por

fxy (x, ¥0)
fv (o)

que podemos pensar como una version infinitesimal de la definicién de
probabilidad condicional.

Entonces podemos definir la esperanza condicional en este caso, integrando la
densidad condicional:

EX/Y =il = |

oo

fx /v =y (X) =

o oo

X dFX/Y:)’o(X) :/ X fX/Y:}’o(X) dx

—0o0

Todas las propiedades anteriores van a seguir valiendo con esta definicién.
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Un ejemplo

En el ejercicio 25 de la practica 7 y la clase 13 consideramos la distribucion
normal bivariada. Recordamos que esta distribucién es la distribucién de un vector

aleatorio
X\ 4
(¥) =2 (2)+

donde Zy, Z, ~ N(0,1) son independientes,

= (NX) c R2
Ky

y A € R?*? es una matriz no singular. Encontramos que su densidad conjunta es

Fov (X, y) = ! A [ () 2 () () |
2roxoy\/1 — p?

donde

Z:AAt: 0)2( 149 (%%
pPOXOTY o’%, ’

es la matriz de covariancias, y p es el coeficiente de correlacion entre X e Y.
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La esperanza condicional en la densidad normal bivariada

Proposicién

Si el vector (X, Y) se distribuye segtin la densidad normal bivariada N(u,X),
entonces oy
E[Y[X] = py + p;(X — ix)

Esto dice, que en este caso la esperanza condicional estd dada por la recta de
regresion lineal (de la que hablamos en la clase 12).

Corolario

Por simetria, en eesta situacion

g
E[X|Y] = px +p£(Y—uy)
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Demostracién (1)

Buscamos la descomposicién de Cholesky de la matriz de covariancia. Es decir
buscamos A = Chol(Z) triangular tal que

2 2
aw=(50) (6 =3 a¥e) === (o %)
Nos quedan tres ecuaciones con tres incégnitas
a®> =02, ab=poxoy, b*+c?=0o%
Entonces

a=o0x

b:pcrxay/a:poy

c= /03/ — b =oy(l- p2)1/2
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Demostracién (2)

Usando el resultado del ejercicio que mencionamos antes podemos escribir:

(if) = 11+ Chol(£)Z

donde Z es un vector con distribucidn normal bivariada estandar, es decir con
componentes Zy, Z, que son N(0,1) independientes.

() =02 (% o) (2)

X =pux +ox2r
Y =y +ovlpZi + (1 - p*)/* 2]

de donde
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Demostracién (3)

E[Y/X]=E [,uy toylpZi+(1— p2)1/2ZZ/X}

X —
=E [MY +oy <p O_X'UX> +(1- p2)1/2ZQ/X}

— E[uy/X]+E {Jy (pX UX‘“) /X] +E [(1 - p2)1/2Z2/X} _

X —
=y +oy <p UXHX> +(1 - pP)V2E [2/X]

Ahora X es una funcién de 73, y 71, Z, eran independientes. Se deduce que X es
independiente de Z,. Y la relacién de independencia entre las variables es
simétrica. Luego:

E[Z/X] = E[2] =0

Se deduce que:

E[Y/X] = py + oy (pX ;X’”LX>
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Definicion axiomatica de la esperanza

condicional
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Propiedades que caracerizan a la esperanza condicional

Sean X, Y : Q — R variables aleatorias discretas, donde E[|X|] < oo, y
P{Y = y;} > 0 para todo j. La variable aleatoria h(Y) = E[X/Y] tiene las
siguientes propiedades:

o Tiene esperanza finita.
@ Para cualquier funcion f : R — R acotada, se verifica que:

E[F(Y)h(Y)] = E[f(Y)X]

Més ain: la esperanza condicional E[X /Y] estd caracterizada por estas dos
propiedades. en el siguiente sentido: si hy, h, : R — R son dos funciones que
verifican estas dos propiedades, entonces

P{h(Y) = ho(Y)} = 1

La segunda propiedad dice que:
E[f(Y)ELX/Y]] = E[f(Y)X]

Pablo L. De N3poli (DM- UBA ) Esperanza Condicional clase 15



Demostracion

Para probar que h(Y') tiene esperanza finita, debemos mostrar que la serie

Z h(y))P{Y = y;}

donde (y;) recorre los posibles valores que la variable Y toma con probabilidad
positiva, es absolutamente convergente.

SO IRIPLY =y} = 37 |3 xPIX = x/Y =y} PLY = )

J i
<Y D XIP{X =%, Y =y} = E(IX]) < +o0
i
Esta cuenta dice en particular que:

ENE(X/Y)II < ElIX]]
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Demostracién (2)

Para probar la segunda afirmacién calculamos:

E[F(Y)h(Y)] = Z Fp)h(y)PLY =y }

J

= Zf(yj)P{Y :yj}ZXfP{X =x/Y =y}

= 30D A NP{X = %Y =y} = E[F(Y)X]

donde el reordenamiento de la serie se justifica utilizando que dicha serie converge
absolutamente (dado que f es acotada).

Observacion: En particular eligiendo f = 1 en esta propiedad, vemos que
E[E[X/Y]] = E[X]

que es otra version de la férmula de probabilidad total.
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Demostracién (3)

Ahora probaremos la unicidad: supongamos que hy, h, : R — R son funciones que
verifican las propiedades anteriores. Entonces para cualquier funcién f : R — R
acotada, tenemos que:

E[f(Y)h(Y)] = E[f(Y)ho(Y)] = E[F(Y)X]
En consecuencia, si llamamos h = h; — hy por la linealidad de la esperanza:
E[f(Y)h(Y)] =0
Eligiendo f(t) = I;,,;(t) deducimos que:
h(y)P{Y = y;} =0
Por lo tanto si h(y;) # 0, P{Y = y;} = 0. En consecuencia:

P{h(Y)#0}= > P{Y=y}=0

yj:h(y;)#0

Es decir que: P{h1(Y) = h(Y)} = 1.
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Un detalle muy técnico

Recordamos que la o-algebra de Borel se define como la o-algebra de
subconjuntos de R generada por los intervalos (abiertos).

Definicidon

Una funcion h : R — R se dice boreliana si es medible respecto a la o-dlgebra de
Borel, o sea que h=1(I) es un conjunto boreliano para todo intervalo abierto
I C R

Nota: Esta definicién garantiza que si X : € — R es una variable aleatoria,
h(X)=ho X :Q — R también lo es. pues

(hoX)7H(1) = X~ (h™}(1)

Entonces si / es un intervalo, h= (/) es un conjunto boreliano y entonces
X~Y(h71(1)) es un evento (le podemos asignar una probabilidad).
Notemos que si h: R — R es continua, es boreliana.
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Definicién axiomatica de la esperanza condicional

Definicion

Sean X, Y : Q — R variables aleatorias. Decimos que una variable aleatoria
Z = h(Y) es una version de la esperanza condicional E[X /Y] si donde h: R — R
es una funcion boreliana, si se verifican las siguiente propiedades:

@ h(Y) tiene esperanza finita.

@ Para cualquier funcién boreliana acotada f : R — R se verifica que:

E[F(Y)h(Y)] = E[f(Y)X]
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El caso continuo

Haciendo las mismas cuentas de antes, pero con integrales en lugar de sumas, y
densidades en lugar de distribuciones puntuales, se prueba:

Teorema

Si el vector (X, Y) se distribuye segtin la densidad de probabilidad conjunta fxy y
E(|X|) < co. Supongamos ademds que

fy(y) >0Vy eR

entonces -
h(y) = / X fx/y—y(x) dx
donde oo )
foru (x) = XYX: Yo
X/Yf)’o( ) fY(}/O)

es la densidad condicional, proposciona una version de la esperanza condicional
E[X/Y].
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Teorema de existencia

El siguiente teorema afirma que siempre existe una version de la esperanza
condicional, aunque no proporciona ninguna férmula para calcularla. No
demostraremos este teorema ya que su demostracién depende de un teorema de
anilisis real (el teorema de Radon-Nikodym)

Teorema

Si X,Y : Q — R son variables aleatorias, siempre existe una version de la
esperanza condicional E[X/Y]. Ademds si h1(Y'), hao(Y) son dos versiones de la
esperanza condicional E[X /Y], entonces

P{hi(Y) = hy(Y)} =1
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