Funciones caracteristicas y el teorema central del limite

Pablo L. De Napoli

Departamento de Matemdtica
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales
Universidad de Buenos Aires

Probabilidades y Estadistica para Matematica
Segundo cuatrimestre de 2021

Pablo L. De N3poli (DM- UBA ) Funciones caracteristicas clase 15 1/30



Parte |

Mas sobre funciones caracteristicas y la

transformada de Fourier

Pablo L. De N4poli (DM- UBA )



Funciones caracteristicas

Definicion

Si X es una variable aleatoria tal que E(|X|) es finita, su funcién caracteristica se

define por
oo

ox(t) = E [e™] :/ e™ dFx(x) teR

—00

(px es siempre una funcion uniformemente continua,

ex(t)| <1y ex(0)=1

Si X es una variable aleatoria absolutamente continua con densidad de
probabilidad f(x), entonces la funcién caracteristica viene dada por la
transformada de Fourier de f

F(t) = F(F)(t) = / " f(x)e™ dx

— 00

La transformada de Fourier estd definida para cualquier f : R — C tal que

/ |f(x)| dx < co Notacién: f € L'(R)

— 00
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Férmulas de inversion
Teorema (Férmula de inversién)

Sea X una variable aleatoria con E(|X|) < +oo, funcion de distribucién Fx y
funcién caracteristica px. Entonces

1 X0 o0 i
Fx(x0) = =— lim / |:/ ox(y) e Y. e_(UY)2/2 dy:| dz

27 o—0 3 3

en cada punto de continuidad xo de Fx.

Teorema (Férmula cldsica de inversién de Fourier)

Sea f € L}(R) continua tal que f € LX(R), entonces podemos reconstruir f a
partir de su transformada mediante la formula de inversion

=5 | T Rly) e dy

2 J_
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Un ejemplo

Una variable aleatoria X tiene la distribucion de Laplace o distribucién exponencial
doble con pardmetros € Ry b > 0 si tiene la densidad de probabilidad

f(x) = 2ibexp (- |X;’“‘>

Calculemos su funcién caraceristica. Usando las propiedades que vimos la clase
pasada, basta saber hacerlo con =0y b= 1. En ese caso,

~ © 1
wx(t):f(t):/ e'XfEe*IX\ dx

0 oo
1 1
:/ et = e Ixl dx+/ Xt = e ¥ dx

Lo . 2

0 0o

1 1
e™—e* dx —|—/ eM e dx
1
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Un ejemplo (2)

Siguiendo, las integrales que nos quedaron se pueden calcular con la definicién de
integral impropia y la regla de Barrow. Nos queda:

-~ 1 1 1
P9 =0 =5 |7y~ )
1
1+ ¢

En general, si ;1 y b son cualesquiera, la funcién caracteristica de una variable
aleatoria con distribucién de Laplace va a ser

eitp,

X0 = T
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Otro ejemplo (aparece en la practica: ejercicios 11 y 12)

La distribucién de Cauchy C(u, A) tiene densidad de probabilidad dada por:

A

1
e R

De vuelta, no bastaria calcular su funcién caracteristica con =0y A = 1. Seria

<1 1 :
ox(t) = / - e™ dx

oo T X241

No es facil calcular esta integral directamente. Pero si observamos que la densidad
f(x) = ﬁ es el resultado del ejemplo anterior, podemos calcularla usando la
férmula de inversién de Fourier (como f es par, no cambia la integral si
reemplazamos x por —x). Obtenemos

px(t) = el

En general, si  y A son cualesquiera,

SOX(t) _ eiut—/\|t|
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Transformada de Fourier de una derivada

Proposicién

Si f: R — C es una funcién en L' que es de clase C* y f(x) — 0 cuando
|x| = 400,
F(F)(t) = (—it)Frf(t)

Demostracion:

A = [ P (x)edx

— 00

R .
= lim / f'(x)e™ dx

.tR R 3 ixt
:RkTOO f(x)e |_R7/7Rf(x)/te dx
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Derivada de la transformada de Fourier

Proposicién

Si f: R — C es una funcién en L' tal que x - f(x) € L' entonces f es derivable y

d .
SFA(t) = Flixf)(t)
Demostracion:
d * d ixt
& FH() = /_ 1) e de
= /00 f(x)ixe™ dx
— F(ixf)(¢)

Para justificar la derivacién bajo el signo de integral, se usa un teorema de anilisis
real (corolario del teorema de convergencia mayorada que mencioné en la clase
anterior).
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El espacio de Schwartz

Definimos el espacio de Schwartz S(R) como el conjunto de funciones f : R — C
de clase C* tales que para todo par de indices j y k en Ny existe una constante
M; i tal que

X/ K (x)| < My para todo x € R

La idea es que si una funcién estd en S(R), ella y todas sus derivadas decaen en
infinito mas rapido que x~ para todo k. Es un espacio muy chico, pero las
funciones C° de soporte compacto estdn en él, asi como las funciones gaussianas

f(x)= e cona>0

En particular, si f € S(R), () y x¥f estardn en S(R) para todo k € N.
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El espacio de Schwartz (2)

Teorema

Sea S = S(R) el espacio de Schwartz. La transformada de Fourier pensada como
una transformacién lineal F : S — S es biyectiva. Su inversa viene dada por la
férmula de inversién cldsica

o0

FHW =5 [ el e () dy

— 00

Para todo indice k tenemos:

F(FON(t) = (—it) Fr(t)

dk
dtk

FE(t) = F((x)F)(t)
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El Teorema de Continuidad de Paul Levy

Teorema

Sea (Xp)nen una sucesion de variables aleatorias finitas en casi todo punto, y X
otra variable aleatoria finita en casi todo punto. Entonces

Xo 2 X & ox (t) > p(t) VtER

Nota: En realidad vamos a ver que si
vx,(t) = ©(t) para casi todo t

entonces b
X, — X
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Un teorema de analisis real

Para la demostracién vamos a usar otro resultado que enunciamos en la clase
pasada,

Teorema (de convergencia mayorada de Lebesgue)

Sea (f,) una sucesién de funciones en L*(R"). Si existe una funcién g en L}(R)
tal que
|f.(x)| < g(x) para casi todo x € R

y
n_lirroo fo(x) = f(x) para casi todo x € R
entonces - -
nl!Too [m fo(x) dx = /700 f(x) dx

En este teorema, “para casi todo x”” quiere decir “salvo quizas para los x en un
conjunto cuya medida de Lebesgue es cero”’. En este teorema en realidad es muy
importante en realidad usar la integral de Lebesgue, porque el limite puntual de
funciones integrables en el sentido de Riemann podria no serlo.
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Demostracién del teorema de continuidad de Levy (1)

. D .
Supongamos primero que X, — X. Para ver que px,(t) — ¢(t) basta aplicar el
teorema de Helly-Bray a la funcidn ¢(t) = e™ que es continua y acotada (Este
teorema se extiende a funciones con valores complejos).

Ahora queremos probar el reciproco. Supongamos que ¢x, (t) — ¢(t) para todo t.

D .
Queremos probar que X, — X. Usando el reciproco fuerte del teorema de
Helly-Bray, esto es equivalente a probar que

E[yp(Xa)] = E[¥(X)]

para toda v de clase C*> con soporte compacto. Como obervamos antes, i
estad en el espacio de Swartz, asi que podemos escribir ¥ = F(g) donde

g(x) = FHw)(x =5 / Y(y) e ™Y dy

serd otra funcidn en el espacio de Swartz.
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Demostracién del teorema de continuidad de Levy(2)

Entonces escibimos

EWOG = [ 00 dFio() — [ &0 dr )
= [ et o) o

por la indentidad de Plancherel, que vimos en la clase anterior. Como

lg(x) ¥x,(x)| < |g(x)]

y g estd en L', podemos pasar al limite cuando n — 400 usando el teorema de
convergencia mayorada (que enuncié en la clase anterior). Y se obtiene:

Elv(X ]%/ x) dx = E[$(X)]

haciendo la misma cuenta que antes, con X, en lugar de X. Como vale para toda
1) con soporte compacto, deducimos que

X, 2 x
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Un ejemplo

Supongaamos que las X, son variables de Rademacher con probabilidad de éxito
1/2, o sea
P{X,= -1} =P{X, =1} =1/2

y son independientes. Probar que

n

X
Vo = Z 2—: N U(—1,1) cuando n — +oo

k=1

Ayuda: usar la siguiente identidad trigonométrica para calcular ¢y, .
sen t 2s'n<t> cos(t)
2 2

. 1 . 1 .
ox,(t) = E[e™"] = 5 e + ie_’t = cos(t)

Notamos que
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Solucién

Calculemos la funcién caracteristica de Y,,. Como las X, son independientes:
? t ? t
or0) = [Lox (50) = ILeos (55)
k=1 k=1
i Cémo calcular este producto ? La identidad trigonométrica

= 2mn(£) ()
sent = 2Zsen | - | - COS
2 2

permite probar por induccién que

., ty | t
sent = 2"sen (E) Ll;[l cos (2,()]

Estas féormulas las saqué del articulo de Wikipedia sobre la férmula de Viéte para
.

Pablo L. De Napoli (DM- UBA ) Funciones caracteristicas clase 15 17 /30



Solucién (2)

Entonces despejando vemos que si t ¢ 77,

sin(t) sin(t) =
oy, (t) = o —~ = L2 g

sen (%) t  sen(%)
Como

. sen x

lim =1

x—0 X
vemos que

sent
vy, (t) — Vtdnl

Deducimos que
oy, (t) = ©y(t) para todo t & 77

donde Y ~ U(—1,1). Por el teorema de continuidad de Paul Levy,

Y, — Y

Pablo L. De Napoli (DM- UBA ) Funciones caracteristicas clase 15 18 /30



Parte |l

El teorema del Limite Central

Pablo L. De N4poli (DM- UBA )



El teorema del limite central

Teorema (Teorema del Limite Central, versidn sencilla)

Sea (Xk)ken : Q — R una sucesion de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas con 0 < 0 = Var(Xi) < +oco. Sea u = E[Xk] (como
suponemos que las X, tienen todas la misma distribucion, tendrdn todas la misma
esperanza y varianza). Notemos:

S, =Xi+Xo+...+ X,
«_ Sn— E[S)] _ Sn— np

" Var(S,)  Vno

st -2 N(0,1)

Entonces

Nota: Si las X,, son variables de Bernoulli, S, representa el nimero de éxitos en n
ensayos de Bernoulli, y se obtiene el teorema de De Moivre-Laplace que
enuciamos en la clase 7.
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Un lema de andlisis complejo

Para la prueba vamos a necesitar el siguiente lema,

Si (¢cn) es una sucesion de nimeros complejos tal que ¢, — ¢, entonces

Recordamos que siz€ C, z=x+ iy con x,y € R

e* = e*(cosy + iseny)

Este lema generaliza una propiedad andloga que vale para la exponencial de
variable real, y lo vamos a aceptar sin demostracién. En variable real, se lo puede
demostrar usando el dearrollo de Taylor del logaritmo. En variable compleja
funciona la misma cuenta, pero hay que conocer el logaritmo complejo.
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Demostracién del teorema (1)

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que . = 0, cambiando sino las Xy
por las variables centradas

X = X — 1t

Calculemos la funcién caracteristica de S;*. Como las (Xx) son idependientes, y
tienen todas la misma distribucién sera

ps:(t) =¢ (J\tﬁ)

donde p(t) = px,(t) para todo k.
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Demostracién del teorema (2)

Hagamos el desarrollo de Taylor de ¢(t) a segundo orden. Como vimos en la clase
anterior, las derivadas de ¢x en t = 0 estan relacionadas con los momentos de X

1
ox (1) =14 ¢'(0)t + 5@”(0)t2 + t2e(t)

2
=1- 24 et)

2
=1+ {—2 + ez(t)] t
donde
Jim_e(t) =0 (1)

por la propiedad que tiene el resto de Taylor.
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Demostracién del teorema (3)

Entonces:

Fijado un t, si llamamos

vemos que
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Demostracién del teorema (4)

Usando el lema, deducimos que

—t?/2

s (t) > e“=e cuando n — 400

pero esta funcidn es justamente la funcién caracteristica de la distribucién normal
estandar N(0,1).

Por el teorema de continuidad de Paul Levy), se deduce que S; converge en
distribucién a la normal estandar, como afirma el teorema.
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Aplicacién a las distribuciones

Para dar un ejemplo del teorema del limite central, consideremos las variables
Zy=XE+ X34 ...+ X?

donde las (X) son variables con distribucién normal estandar independientes.
Entonces, por definicién Z, tiene distribucién x2 y sabemos que E[Z,] = ny
Var(Z,) = 2n. Por el teorema del limite central, para n grande, la distribucién
normal proporciona una buena aproximacién de la distribucién x2 en el sentido
que las variables normalizadas

Zy—n
7y ==
" v?2n

convergen en distribucién a una normal estandar.
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Aplicacion a las distribuciones xz: gréafico

n

El siguiente grafico compara las funciones de distribucién de Z; con la de la
distribuciéon normal, para n grande:

10+

)

x- n=5
08l x" n=15
¥ n=25

0.6 |normal estandar

probabilidad

02

0.0
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Generalizaciones y comentarios adicionales

El teorema del limite central no estd limitado al caso de variables idénticamente
distribuidas: se aplica en general a sumas de variables aleatorias independientes
con varianza finita, donde la varianza de cada variable contribuye (en algtn
sentido) a la varianza total.

Voy a enunciar a continuacién dos versiones mas generales de este teorema (pero
no veremos sus demostraciones en el curso).

Una condicién muy general para su validez esta dada por el siguiente teorema de
Lindeberg:
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El Teorema del Limite central de Lindeberg

Teorema (Teorema Limite central de Lindeberg)

Sea (Xk)ken una sucesion de variables aleatorias independientes tales que
wk = E[X¢] vy ak Var(Xy), donde oy es finita y al menos algiin oy, > 0. Sean

So=Xi+Xo+ ...+ Xk, sp=+/Var(S,) =y/o?+ ...+ 02

y supongamos que se cumple la siguiente condicion de Lindeberg:

n

1
Ve>0 lim — E / (X*lLLk)2 dFXk(X):O
|x—pk|>esn

Sn_E[Sn] _ Sn_(N1+M2+-~-+Nn)
Sn Sn

tenemos que
s* 25 N(0,1)

Pablo L. De N3poli (DM- UBA ) Funciones caracteristicas



Teorema del Limite central de Lyapunov

El teorema de Lindeberg implica el siguiente teorema de Lyapunov que da una
condicién mas fuerte, pero quizds mas facil de entender:

Teorema (Teorema del Limite central de Lyapunov)

Sea (X)ken una sucesion de variables aleatorias independientes tales que
wk = E[X¢] vy ai = Var(Xk), donde oy es finita y al menos algiin oy, > 0. Sean

So=Xi+Xo+ ...+ Xk, sp=+/Var(S,) =y/o?+ ...+ 02

y supongamos que existe algin § > 0 tal que se cumple la siguiente condicion de
Lyapunov:

1 n
v I’m—EEX— 2+0] —
5>05|05:%5k1 [ Xk — pe=°] =0

entonces

:Sn*E[Sn] :Sn*(ﬂl+ﬂ2+---+ﬂn)

2, N(0,1)
Sn Sn

S*

n
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