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Recordamos una definicién: Convergencia en distribucién

Hoy vamos a seguir estudiando las nociones de convergencia.

Definicidn

Sea (X,)nen : Q, — R una sucesion de variables aleatorias, definidas sobre
espacios de probabilidad (2, E,, P,) y finitas con probabilidad 1. Consideramos
sus funciones de distribucién acumulada Fx,, Fx. Se dice que (X,) converge en
distribucion a la variable X definida sobre un espacio de probabilidad (2, E, P) si

FX,,(X) — Fx(X)
para todo x que sea un punto de continuidad de Fx. Notacién:

X, 25 x
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Unicidad del limite en distribucién

Proposicién

Si X, Lox y Xn L, Y, entonces Fx = Fy (X e Y estdn idénticamente
distribuidas)

Demostracidn.

Fx(x) = Fy(x) en cada x que sea simultdneamente punto de continuidad de Fx y
Fy. Pero Fx y Fy son crecientes, y tienen por lo tanto a lo sumo una cantidad
numerable de discontinuidades. Deducimos que Fx(x) = Fy(x) para los x en un
subconjunto denso de R, y entonces para todo x ya que ambas son continuas por
la derecha. O
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Parte 1l

El reciproco fuerte del teorema de Helly-Bray
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Resultados que vimos en la clase anterior

Teorema (de Helly-Bray)

Si X, i> X, entonces
E[e(Xa)] = E[p(X)]

para toda funcion continua ¢ : R — R continua y acotada.

Teorema (Reciproco del teorema de Helly-Bray)

Si (X,) es una sucesion de variables aleatorias tales que E[p(X,)] — E[e(X)]
para toda funcion ¢ : R — R de clase C*>° acotada, entonces X, i> X.
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Reciproco fuerte del teorema de Helly-Bray

Con un poco mds de trabajo, vamos a probar una versién mds precisa:

Teorema (Reciproco fuerte del teorema de Helly)

Sean (X,) es una sucesion de variables aleatorias finitas en casi todo punto, y X
otra variable aleatoria finita en casi todo punto, tales que

E[y(Xa)] = E[$(X)]

para toda funcién ¢ : R — R de clase C*° con soporte compacto, entonces
D
Xy — X.
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Una observacion

Vimos en la clase 15 que si X es una variable aleatoria finita en casi todo punto.
estd acotada en probabilidad: dado € > 0 existe M. tal que

P{X| > M.} <e

Si una sucesion de variables aleatorias (X,) verifica la hipdtesis del reciproco
fuerte del teorema de Hellly-Bray, entonces es acotada en probabilidad, o sea:
Dado, £ > 0 existe N. tal que

P{|Xs| > N:} < € para todon € N
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Demostracion

Dado € > 0, tomamos M. como en la diapositiva anterior. Y elegimos ¢ C* con
soporte en K. = [-2M.,2M,] tal que p =1 en J. = [- M., M.].

1.0

Por ejemplo, acd vemos el gréfico de ¢ si M. =1, con lo que K. = [-2,2] vy
J. =1[-1,1].
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Demostracién (2)

Entonces Ik, > ¢, luego
P{IXa| < 2M:} = E[lk.(Xa)] = E[p(Xn)]
Y por lo tanto si n > ng(e) tendremos
P{IXa| < 2M.} > E[p(X)] — €
Pero ¢ > 1,_, luego
Elp(X)] = El.(X)] = P{X[ < M} > 1—¢

Entonces
P{|X,| <2M.} >1—2¢

O sea:
P{|X,| > 2M.} < ¢
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Demostracién del reciproco fuerte de Helly-Bray

Sabemos que

E[(Xa)] = E[p(X)]
para toda funcién ¥ : R — R de clase C*° con soporte compacto. Vamos a probar
que

Ele(Xn)] = Elp(X)]

para toda ¢ de clase C*° acotada. Con lo que la versién débil del teorema va
implicar la versién fuerte.

Fijemos . Supongamos que |¢(x)| < C para todo x.

Dado ¢ > 0, consideramos p de clase C* tal que p(x) =1 en [—N,, N] y

0 < p(x) < 1 siempre, consideramos ¢ = p - ¢ y escribimos

|E[p(X)] = Elp(Xn)ll < |E[p(X)] = E[¢(X)]|
+ E[(X)] = E[(Xa)]| + [E[p(Xa)] — E[(X0)]|
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Demostracién del reciproco fuerte de Helly-Bray (2)

Acotemos:

L) - ET0)I = | [ 160 - vl dne)

< 1 — p(x)) - |p(x)| dF,(x

/.X>Nf p(x)) - [9(x)] dFa(x)

g/ C dF,(x) = CP{|Xya| > N:} < Ce
x| >N

para todo n por el lema (jEs una cota uniforme!). Similarmente:
|E[p(X)] = E[$(X)]| < Ce
y finalmente por la hipdtesis
|E[(X)] = E[(Xa)]| < & sin > no(e)
Luego reemplazando en la desigualdad triangular que teniamos antes

[E[p(X)] = E[p(Xn)]| < (2C + 1)z sin > no(e)
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Demostracién del reciproco fuerte de Helly-Bray (3)

Entonces vemos que:
E[p(Xn)] = E[p(X)]

Como esto vale para toda ¢ de clase C* acotada, por la vesién débil del terema
deducimos que:

X, 2 x

como queriamos.
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Un ejemplo

Ejercicio

Sea D C R un conjunto discreto (=sin puntos de acumulacién) y sean
Xp, X :  — R variables aleatorias concentradas en D. Llamemos

pn(k) = ’D{Xn = k}a p(k) = 'D{X = k}

Entonces

X, 2 X = pn(k) — p(k) para todo k € D

Esta enunciado generaliza el ejercicio 2 de la practica 8, que corresponde al caso
especial D = Z. Vamos a resolverlo usando el teorema de Helly-Bray (aunque
podria resolverse usando la definicién de convergencia en distribucidn).
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Solucién

Supongamos primero que X, L. X. Dado un k € D consideramos un entono
abierto U de k donde k sea el dnico punto de D (existe por la hipétesis de que D
es discreto).

Consideramos ¢ : R — R de clase C* con soporte contenido en U tal que

(k) = 1. Entonces por Helly-Bray

Elo(Xa)] = E[p(X)]

pero ¢(X,) es una variable aleatoria discreta, pues X, estd concentrada en D.
Luego

E[‘)D(Xn)] = Z @(d) : pn(d) = pn(k)

deD
Similarmente
E[p(X)] = p(k)
Se deduce que p,(k) — p(k). Esto vale para todo k € D.
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Solucién (2)

Reciprocamente, supongamos que p,(k) — p(k) para todo k € D. Queremos ver

D ,
que X, — X. Para eso, vamos a usar el reciproco fuerte del teorema de
Helly-Bray. Luego queremos probar que

E[yp(Xa)] = E[¥(X)] (1)

para toda ¥ : R — R de clase C* con soporte compacto. Llamemos K al soporte
de . Entonces D N K es finito, y

EWp(X)l = > ¥(d)- pa(d)

deDNK

Ep(X)]= > (d

deDNK

Similarmente

Como son sumas finitas, es claro que (1) se va a cumplir, ya que el limite de una
suma finita es igual a la suma de los limites.
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Otra aplicacién del teorema de Helly-Bray

Corolario

Si X, -2 X y & : R — R es una funcion continua, entonces g(Xp) N g(Xx).

Demostracion.

Por el reciproco del teorema de Helly-Bray nos bastard probar que
E[¢(g(Xn))] = E[¢(g(X))] para toda ¢ € CZ(R)

Esto es:
Ele(Xn)] = E[p(X)]

donde ¢ = 1) o g. Pero notamos que 1 es continua y acotada, por ser composicién
de continuas y v acotada. Deducimos que esto es cierto, en virtud del teorema de
Helly-Bray. ]

v
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Una observacion

Corolario

Si X, L, X, y a, b son constantes, entonces aX, + b Ly aX +b.

Observacién

Sin embargo, no es cierto en general que si

X, 2 XV, L y=x4+Y, 2 x+v
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Relacién con la convergencia en probabilidad

Vimos en la clase anterior la siguiente

Proposicién

Sea (X,) es una sucesion de variables aleatorias definidas sobre un mismo espacio
de probabilidad (2, £, P) y finita son probabilidad 1. Si X, Py x , entonces
Xy 25 X.

En general la reciproca no es cierta. Pero si es cierta cuando las variables
convergen a cero.

Proposicién

. D P
Si X, — 0, entonces X, — 0.
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Demostracion

Fijemos 6 > 0.
{IXal > 6} = {Xn < =6} U{X, >4}

P{|Xa| > 8} = P{X, < =0} + P{X, > 6}
= P{X, < =6} +1— P{X, <4}
<P{X, <0} +1—P{X,<5/2}
= Fx,(=0) + 1= Fx,(6/2)

Pero por la hipétesis

1 si t>0
FXn(t)_)FO(t)_{ 0 si t<0
para todo t # 0. Luego,
P{|X,| > 46} =0

Como § > 0 es arbitrario, deducimos que X, Fso.
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La convergencia en probabilidad es la convergencia en un

espacio métrico

Teorema

Dado un espacio de probabilidad (2, £, P) consideramos el espacio vectorial

VA(Q) = {X : Q — R variable aleatoria finita en casi todo punto}
Dadas X, Y € Q, definimos

dX.¥) = ElolX = V] = E | 7o |

1+|X-Y]|
donde ¢g : R>9 — R es la funcion

x|
1+ |x|

@o(x) =

Entonces d es una métrica en VA(Q), y

X 5 X & d(Xp, X) = 0
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Algunas obsevaciones

i Coémo es el dibujo de g 7

1.0

0.8 4

0.6 1

0.4 4

0.2 4

0.0 4

T T T
—30 —20 -10 0 10 20 30

Notamos g es continua y acotada, y que en R>, g es creciente.
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Algunas observaciones

d(X,Y)=0% E[po(X —Y)] =0
< po(X — Y) =0 con probabilidad 1
< X = Y con probabilidad 1

Si identificamos las variables que son iguales con probabilidad 1, VA(Q) resulta un
espacio métrico.

Es un ejemplo de espacio vectorial topoldgico, pero no un espacio normado pues
d(X,0) = E[po(X)]

no es una norma. Ademds VA() resulta un espacio métrico acotado con didmetro
1 pues |po| < 1.
Que d(X,Y) =d(Y,X) es inmediato.
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Desigualdad Triangular

Para probar que d cumple la desigualdad triangular, hay que usar que

@o(x +y) < po(x) + ¢o(y) para todo x,y > 0
Esto se prueba asi:

Xty
1+x+y
X y

+
1+x4+y 1+x+y
X

Po(x +y) =

1+x+ Tty = po(x) + ¢o(y)

Luego

d(X,Y) = Elpo(|X = Y|) < E[po(|X — Z| +|Z = V)]
< Elpo(IX = Z|)] + ElpolZ — YI)]
—d(X,2)+d(Z,Y)
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Demostracion del teorema

: P P D
Si X, — X, entonces X, — X — 0, y entonces X,, — X — 0. Como (g es
continua y acotada, el teorema de Helly-Bray nos dice que

d(Xn,X) = E[@O(Xn - X)] —0

Reciprocamente, si d(X,, X) — 0 notamos que para todo ¢ > 0,
0
d(Xa, X) = E[po(Xs — X)] = E[po(6)]|x,~x|>s] = mPﬂXn - X| > 6}

O sea:

P{|X, — X| > 6} < 1%5 - d(Xa, X)

Por lo que X, — X.
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Una aplicacién del lema de Borel Cantelli

Proposicién (Criterio para la convergencia casi segura)

Sea (X,) : Q — R una sucesion de variables aleatorias, y X : Q — R otra variables
aleatoria. Supongamos que para para todo € > 0

oo

> P({IXn = X| > €}) < 400 (2)

n=1

(o sea, esta serie converge). Entonces

Xn =5 X

Este teorema lo vimos en la clase 16, aunque alli lo enuncié con la hipdtesis mas
fuerte de que

o0
Z E[| X, — X|P] < 400 para algiin p > 0

n=1

Pero si miran la demostracién, (2) fue lo que realmente usamos.
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Relacién entre las convergencias en probabilidad y casi

segura

Anteriormente demostramos que

Teorema

Si X, =5 X, X, £ x.

y vimos con con un contraejemplo que la reciproca no es cierta. Sin embargo
vamos a probar:

Teorema

Si X, 2 X, existe una subsucesion (X,,) de X, tal que Xn, < X.
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Demostracion

Como P{|X, — X| > §) — 0 para todo § > 0, existird un n; tal que
1
P{|Xn1_X| > 1} < 5

Luego elegimos ny > ny tal que
1
4

y procediendo inductivamente podemos elegir una sucesién creciente de indices

1
P{IXy, — X| 2 5} <

nm<nm<...<n<nNggp...

tal que:
1 1
P{[ X, — X| = ;}S ok
Entonces
o0 o0 1
S OP{Xn X =} <> P{|X,,k - X|> k} < 400
k=ko k=ko

para ko > % Por el teorema anterior, X, =% X,
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El Espacio LP

Consideramos un espacio de probabilidad (2, £, P). Para p > 1, consideramos el
espacio

LP(Q) = {variables aleatorias X : Q — R : E(|X|P) < oo}

LP(2) es un espacio vectorial normado con la norma
IX1l, = E(1X]7)*7?

Esta norma induce una nueva nocién de convergencia de variables aleatorias: la
convergencia en LP:

Xy -2 X & | Xy — X||p = E(1Xn — X|P)/P =0
Para p = 2, esta norma proviene del producto interno
(X,Y)=E(X-Y)

Es L2(2) es un espacio con producto interno o espacio pre-Hilbert.
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Convergencia en norma p

@ Por la desigualdad de Markov,
1
P{IXo = X| 2 A} < S E(1X, = X[P)

Se deduce que si X, i> X, entonces X, i> X.

o El siguiente es un resultado fudamental que se ve en los cursos de anilisis
real:

Teorema (Teorema de Riesz-Fischer)

Para toodo p > 1, LP(Q2) es un un espacio normado completo (En particular,
L2(Q) es un espacio de Hilbert).
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Parte V

Un ejemplo: la serie armdnica aleatoria
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Planteo del problema

Sabemos que la serie arménica

i1—1+1+}+1+...+l+
n:ln_ 2 3 4 n

diverge, mientras que la serie armdnica alternada

i (_1)n+1 1 1 1 1
n 2 3 4 n

n=1

convege. j Qué sucederd si elegimos los signos al azar?
M3s precisamente: Sea (X,) una sucesién de variables aleatorias independientes
con distribucion de Rademacher

P{X, =1} = 1/2,P{X, = -1} = 1/2

iQué podemos decir de la convergencia de la siguiente serie?

=X,
27
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Convergencia de la serie armédnica aleatoria (1)

Vamos a ver que la serie armdnica aleatoria converge en L2. Para ello
consideramos sus sumas parciales:

Afirmamos que (Yk) es una sucesién de Cauchy en L. Usando la independencia
de las X, vemos que si k > j

k
Xn
1Yk = ;113 = E(|Yi = YjI?) = Var 27

k k oo
Var(X,) 1 1
=) T E Lm0
n=j

n=j n=j

cuando j, k — +0o0, por ser la cola de una serie convergente. Por el teorema de
Riesz-Fischer, Yj converge en L2 hacia una variable aleatoria Y € L2
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Convergencia de la serie armédnica aleatoria (2)

Ademds la desigualdad triangular implica que || Yi|l;2 = || Y| (2, luego
o0
1 2
_ 2 _
Var(Y) = || Y[z < E 26
n
n=1
Pregunta: jtambién tendremos convergencia casi segura?. La respuesta
serd afirmativa. Para ello nuevamente vamos a aplicar el criterio para la
convergencia casi segura que vimos antes, con p = 4. Hemos de comprobar

E[lY — YiY] < 400
k=1
Notemos que
= X
Y —-Yy= =
n
n=k+1

Pablo L. De Napoli (DM- UBA ) convergencia clase 15 36 /39



Convergencia de la serie armédnica aleatoria (3)

Ahora repetimos el argumento pero en L*. Vamos a usar

Lema (Un caso especial de la desigualdad de Khinchine,clase 16)

Sean (Xx) una sucesion de variables aleatorias independientes con E[Xx] =0 y
cuarto momento acotado

E[|Xk|*] < M donde M € R

Entonces si los (a;) son reales,

n 4 n 2
E (Z a,-X,-) <M (Z a,?>
i=1 i=1

Pablo L. De N3poli (DM- UBA ) convergencia

[SEECLY

37/39



Convergencia de la serie armédnica aleatoria (4)

Usando este lema, tenemos que:

K x. 4 kg 2
IVe- Yl = EQvi- v =E | (3] | =m (3
n=j n=j
2
=1
<M Z? — 0 cuando j, k — 400
n=j

Entonces Y} también es de Cauchy en L*. Y de nuevo, por el teorema de
Riesz-Fischer converge en L* (al mismo limite, porque converger en L* implica
conveger en L2, como consecuencia de la desigualdad de Jensen).
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Convergencia de la serie armédnica aleatoria (5)

Haciendo kK — 400, la cuenta anterior da

2
0
1 C
1Y =Yilla=E(Y =Yy <M Z; <%
n=j

Se deduce que
o0
4
> E[lY - Yl <o
k=1
y por lo tanto, por el criterio para la convergencia casi segura,
C.S.
Y —Y
es decir que la serie
oo
>
n
n=1
converge en forma casi segura.
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