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Un repaso de algunas nociones
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Transpuesta de una matriz

Dada una matriz A € R™*", su matriz transpuesta A* € R"*"™ se obtiene
intercambiando las filas y las columnas.

1
(1 23 2x3 ¢
A—<4 5 6>€R = A 2

La operacidn de transponer tiene algunas propiedades interesantes:
(A+B)=A"+B", (A-B)'=B"-A" det(A") = det(A)

Vamos a escribir los vectores como columnas. El producto escalar lo podemos
escribir asf:

X1 i
x=|21y={"|erR = (xy)=x"y
Xn Yn
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Matrices Simétricas y Ortogonales

o A C R™7 se dice simétrica si At = A.
@ P C R™" se dice ortogonal si Pt-P =P - Pt =1.

Teorema

Si A C R"™" es simétrica, entonces existe P ortogonal tal que

M 00 0
s |0 X 0 0
D=PAP=10 0 a ... 0
0 0 0 A

n

es diagonal, siendo los A\ € R los autovalores de la matriz A.
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Formas Cuadraticas

Una forma cuadratica en las variables x1, x2, ... x, es un polinomio homogéneo de
segundo grado en ellas, por ejemplo

G2(x1, %) = X12 + 2x22 — 6x1x2

2 2 2
q3(x1, X2, x3) = xj + 4x5 — x5 — bxyx2 — 8x1X3
son formas cuadraticas en 2 y 3 variables respectivamente.

Dada una matriz simétrica A = (a;) € R"*", podemos asociarle la forma
cuadratica en n variables

n
Ga(x) = (Ax,x) = xt - A-x =" ayxixg
ij=1
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Formas Cuadraticas

Reciprocamente, cada forma cuadratica esta asociada a una dnica matriz
simétrica. Veamos coémo:

G2(x1, %) = X12 + 2x22 — Bx1%0

= x? 4+ 2x2 — 3x1%0 — 3x0x
1 2

1 -3
:>q2—chonA_(_3 2)

Similarmente

q3(x1,x0,%3) = X12 + 4x22 - x32 — b6x1x0 — 8x1x3 = gB(x)

con
1 -3 -4
B=[(-3 4 o0
-4 0 -1
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Formas Cuadraticas Definidas Positivas

@ Una forma cuadrdtica ga(x) y la correspondiente matriz simétrica A se dicen
semi-definidas positivas si

ga(x) > 0 para todo x € R"
Ejemplo:

1 -1
aa(x) = xF — 20+ % = (x —x)°, A= (—1 1 )

es semifinida positiva.
e Una forma cuadratica ga(x) y la correspondiente matriz simétrica A se dicen
definidas positivas si

ga(x) > 0 para todo x # 0 € R”

Ejemplo

2
1 3 1 -1/2
ga(x) = x2 — xixo + x2 = <x1 — 2X2) + ZX22 A= <_1/2 1/ )
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Formas Cuadréticas Definidas Positivas (2)

Teorema

Sea A € R"™™" una matriz simétrica, (A\x) sus autovalores, y qa su forma
cuadratica asociada.

@ A es semi-definida positiva si y sélo si Ay > 0 para todo k.

@ A es definida positiva si y sélo si Ay > 0 para todo k.

Corolario

e Si A es semi-definida positiva, det(A) > 0.
o Si A es definida positiva, det(A) > 0.

Esto es inmediato, pues det(A) = A1 - Ao+ A,
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Curvas de nivel

En n = 2, las curvas de nivel de una forma cuadratica definida positiva son elipses.
Veamoslo en el ejemplo

1 \* 3
ga(x) = x2 — x1x0 + x5 = (Xl - §X2> + ZX22

S100 -75 -50 -25 00 25 50 715
!

En n = 3 las superficies de nivel de una forma cuadratica definida positiva serdn
elipsoides.
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Parte 1l

Espeanza de un vector aleatorio y Matriz de

covariancias
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Espeanza de un vector aleatorio y Matriz de covariancias

Consideramos un vector aleatorio X. Su esperanza se define componente a
componente, y es un nuevo vector (no aleatorio)

X E[X4]
x=|7% ER" = ux = E[X] = EPel| ¢ g
X, E[X,]

Definimos su matriz de covariancias ¥ = ¥ x = Cov por ¥;; = Cov(X;, Xj).

COV(Xl, Xl) COV()<17 Xg) . COV(X17 Xn)
ZX _ COV(X) _ COV()(z7 Xl) COV(217 X2) N COV()(Q7 Xn) c Rnxn
Cov(X,, X1) Cov(X,, X2) ... Cov(X,, Xy)

Notamos que es una matriz simétrica. También podemos escribir:

Cov(X) = E[(X — px) - (X — px)t]
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Espeanza de un vector aleatorio y Matriz de covariancias

(2)

Notamos que en la diagonal de la matriz de covariancias Cov(X) aparecen las
variancias

0% = Cov(X;, X;) = Var(X))

Otra observacién interesante es que si las componentes del vector X son
independientes, entonces serdn no correlacionadas

Cov(Xj, Xj) =0sii#j

por lo que la matriz Cov(X) serd diagonal.
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Un ejemplo que ya vivmos: Distribucidon normal

multivariada estandar

Si X es un vector con componentes X; ~ N(0,1) independientes, su densidad
conjunta vendrad dada por

e_Xr'z/2 — 1

S|
) = ,1;[1 E (27T)n/2

F(x e—lIxI2/2

Tenemos .
E[X]=0, Cov(X) =1 (matriz identidad)

Por ejemplo si n = 2 tenemos la distribucién normal bivariada estandar
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Efecto de un cambio lineal sobre la esperanza y la matriz

de covariancias

Si hacemos un cambio lineal Y = A- X + b donde ahora b € R" es un vector no
aleatorio, y A € R™" es una matriz no aleatoria, encontramos que:

E[Y] = AE[X]+ E[b] = AE[X]+b=A-ux+b
mientras que:
Cov[Y] = E[(X — py) - (Y — py)]
=E[((A-px + b)) = (A- px + b)) - (A- X+ b— (A pux + b))']
= E[(A- (X —p)) - (A (X — ux))']
= E[A- (X — ) - (X — jux)" - A]
= A E[(X —p) - (X —px)]- A
= A-Cov(X) - At

o sea:
Yy =A-Zx-At
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La matriz de covariancias es siempre definida positiva

Teorema

@ Si X es un vector aleatorio n-dimensional, su matriz se covarinncias Cov(X)
es una matriz simétrica semi-definida positiva.

@ Ademads, es definida positiva, salvo en el caso en que la distribucion del
vector X estd concentrada en un hiperplano afin H, es decir cuando existe un
hiperplano afin

H={xeR":a1-xq+ax-x20+...+a, x,=b}

tal que
P{XeH}=1
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Demostracion

Sea ux = E[X]. Entonces ya observamos que Cov(X — px) = Cov(X). Por lo que
podemos suponer sin pérdida de generalidad que ux = 0.
Entonces Cov(X) = E[X - X*]. Consideremos la expresidn

g(a) = E[(a1 X1 + o Xo + ...+ an - Xp)’] a €R”
Notamos que g(a) > 0y que

q(a) =E Z X;)(ja;aj = Z E[X;)(j]a;aj = Z COV(X;,)(j)Ot,’O[j
ij=1 ij=1 ij=1

Entonces g(a) es la forma cuadratica asociada a la matriz Cov(X). Deducimos
que Cov(X) es semidefinida positiva. Finalmente si para algtin a € R",

g(a) =0= a1 X1 + axXo + ...+ a, - X, = 0 con probabilidad 1

y esto dice que la distribucién del vector X estd concentrada en un hiperplano.
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Parte |l|

Distribucion normal multivariada en general
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Planteo del problema

En el ejercicio 25 de la practica 7 se plantea el siguiente problema, supongamos
que X es un vector con distribucién normal multivariada estdndar como vimos
antes, hacemos un cambio lineal de variable

Y=A-X+0b

donde A es una matriz no singular. jcudl es la distribucién de Y?

Esta distribucién se llamara distribucién normal multivariada, y es sumamente util
en las aplicaciones a la estadistica. Generalizard a n dimensiones la distribucion
normal.

En la préctica se considera el caso especial en que n = 2 (distribucién normal
bivariada), pero las cuentas son igualmente faciles en general (con la notacién
adecuada).
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Algunas observaciones

@ Para simplificar, vamos a considerar primero el caso especial donde b = 0.
(distribucién normal multivariada centrada en el origen)

@ Ya vimos que entonces la esperanza y varianza de Y serdn
py =A-pux =0
Yy =A-Ix-At=A A"

[Ojo: jen esta expresién el orden importa, no siempre una matriz A conmuta
con su transpuesta A !]
Esta es una matriz matriz simétrica definida positiva asociada a la forma

cuadrdtica g(x) = ||At - x||? pues
4x) = (AT X - (AT x) = x' - (A- AT

y como A es no singular, A* también con lo que g(x) =0 si y sélo si x = 0.
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Férmula de la densidad conjunta en la normal multivariada

Usando el teorema de cambio de variable que vimos en la clase 11 con

y=p(x)=A-x, p~1(y) = A7l x, tenemos que la densidad conjunta de Y se
relaciona con la de X por

fr(y) = fx(A7ly) - |det(A™1))|
1
(27)n/2

e IATYIF/2 L | det (A1)

Vamos a reescribir esta férmula en términos de la matriz de covariancias
T=Yy=AA
Notamos que
IA7 |2 = (A7) - (Aly) =yt (AT ATy
Como por otra parte:
TTl=(AA) T = (AT AT = (AT AT

vemos que esta expresién es la forma cuadratica gs—1 asociada a ¥ 1
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Férmula de la densidad conjunta en la normal multivariada

Hasta ahora vimos que

1

Gy ) ldet(A7)
i

fr(y) =

donde
aly) = gs(y) =y’ ly

Finalmente, veamos que relacién tiene del determinante de A1 conel de ¥
Como X = A - At, entonces

det(X) = det(A) - det(A?) = det(A)? = |det(A™1)| = det(T)"1/?

y obtenemos

Densidad normal multivariada centrada en el origen
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Distribuciones marginales de la normal multivariada

Como .
Yj = z; Aij - X
y las X; ~ N(0, 1) independientes,
Aij - X; ~ N(0, A7)

Usando el teorema que vimos en la clase 11 sobre la suma de variables normales
independientes, obtenemos que:

n
2 2 2
Y; ~ N(0,07) donde o7 = _ A?;
i=1
Notamos que esto es consistente con la férmula
Yy =A"A

que obtuvimos antes (Las aj2 aparecen en la diagonal de la matriz Xv).
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Un caso especial

Un caso de especial interés es cuando la matriz A con la que hacemos el cambio
de variable es ortogonal Y = A- X, lo que siginifca que ¥ = A- A®* = /. También
det(X) = 1. Por lo que obtenemos que fy = fx, o sea:

Proposicién

Si X tiene distribucion normal multivariada estandar, y hacemos un cambio de
variable Y = A- X con A una matriz ortogonal, Y también tiene distribucion
normal multivariada estandar.
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Caso general

Si b € R" es cualquiera y A € R"™" es una matriz no singular, a partir de
Y = A- X + b obtendriamos que

py = E[Y]=b

y que
Y =Cov(Y)=A At

mientras que la densidad de Y sera

Densidad normal multivariada centrada en el origen

Frly) = b e b—n T )

(2m)" det(%)
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Algunas observaciones

Proposicién
Si X tiene distribucion normal multivariada, son equivalentes:
@ Las componentes X; de X son independientes.
@ Las X; no estdn correlacionadas, o sea
Cov(Xi, Xj) =0sii#j

o0 sea la matriz Cov(X) es diagonal.

Esta propiedad NO es cierta para vectores aleatorios en general (como ya vimos
en la clase 6).
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El caso especial n = 2, distribucién normal bivariada

En el ejercicio 25 de la practica 7 se considera el caso especial n = 2, con un
ligero cambio de notacién: ahora el vector aleatorio se denota (X, Y), no (Y1, Y2).
La densidad conjunta es:

1 {—%[(;,“X)2+(y7;uy)2—2p<7xzux)(‘y;u)]}
£ _ 2(1-p?) X 1Z X 1%
xv(x.y) 2waxayﬂe

donde
p= (" y s % poxov)
Hy 145 ¢(%% 0%

y p es el coeficiente de correlacién entre X e Y.
Esta férmula sale de que en este caso

2 J—
det(¥) = 030} (1 - p?), Adj<2>=( o paxay)

i(A)E 1 __P
271 — AdJ(A) — 1 > B ox Ui(o'y
det(A) 1-p

OX0y gy
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