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Vectores aleatorios n-dimensionales

Las ideas que vimos en la clase pasada se generalizan sin dificultad a vectores
aleatorios multidimensionales, pero la notacién resulta mas complicada. Asi pues
si X : Q2 — R" es un vector aleatorio n-dimensional, que se distribuye seglin una

densidad conjunta f(x) = f(x1, X2, ..., X,) que supongremos por simplicidad
continua, tendremos que:

@ La esperanza de una funcién ¢(X) del vector X, donde ¢ : R" — R es una
funcién continua, se puede calcular mediante la férmula:

ELe(0] = | o)f(x) o

o La k-ésima componente X del vector X (1 < k < n) se distribuye segtin la
densidad marginal:

fx, (x) = /]R 1 F(X1y X2y« v oy Xk—1y Xy Xkt 1y« -+ » Xn) ARk
.

donde
dXx = dxg dxo ... dxx—1 dXka1- .. dx,

Pablo L. De Napoli (DM- UBA ) Cambios de Variable




Vectores aleatorios n-dimensionales (2)

@ Las componentes X1, Xo, ... X, del vector X se dirdn mutuamente
independientes si para cualquier rectdngulo n-dimensional (producto de
intervalos)

| = H(ak, bn]
k=1

se verifica que:

P{X €1} =[] Pfac < X < bi}
k=1

En términos de la funcién de distribucién conjunta, Xi, Xo, ..., X, son
mutuamente independientes si y sélo si f(x) se factoriza en la forma:

f(X) = le(Xl)fX2 (Xz) N an(Xn)
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Recordamos de la clase 9:Cambios de variable

unidimensionales

Supongamos que X es una variable aleatoria con funcién de distribucién
acumuladaFx, y sea Y = ¢(X) donde ¢ : U — V es alguna funcién creciente

siendo Uy V intervalos de R, biyectiva y con una inversa ¢! : V — U también
creciente.

Fy(y) = P{Y <y} =P{o(X) <y} = P{X < o7 (y)} = Fx(¢ (¥))

En particular si X es una variable continua, derivando vemos que

F(y) = (e () - (o-1)'(y) = gp(lx)fy(x) donde x = 9 (y)

El caso mas simple e importante, es el de un cambio de variable lineal dado por
¢(x) = ax + b con a > 0. Entonces ¢~ 1(y) = y%ab.
Luego si Y = aX + b entontramos que:

=26 (257)

a a
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Un ejemplo de un cambio de variable no monétono

Recordamos también que la situacién es bastante mas compleja si admitimos
cambios de variables que no son mondtonos o biyectivos.

Alli consideremos por ejemplo el cambio de variable Y = X?, y encontramos que

fr(¥) Vy) +ix(=vy)l (v >0)

1
= ﬁ[fx(
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Cambios de variables n-dimensionales

Proposicién

Supongamos que X es una vector que se distribuye segiin una densidad f(x) con
soporte en U siendo U un abierto R", y que ¢ : U — V es un difeomorfismo C?,
donde V es otro abierto de R" entonces, si consideramos el vector aleatorio

Y = p(X), Y se distribuye en V' segiin la densidad

f(e~ (y))|det(Dp~ 1) (y)|
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Demostracion

Sea W C V un abierto cualquiera, entonces

P{Y € W} = P{X € o }(W)} :/

f(x)dx
e=H(W)

En esta integral, hagamos el cambio de variable y = ¢(x), x = ¢ ~(y). Entonces,
seglin el teorema de cambio de variable

PLY € W) = / y))ldetD(o1)(y)ldy

Como esto vale para todo W C V/, concluimos que Y se distribuye en V seglin la
densidad f(¢~*(y))|det(Dp~*)(y))l.
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Suma de variables aleatorias independientes

Definicion

Sean f,g : R — R funciones integrables. Definimos su convolucion f x g de la

siguiente manera:
o0

(Fre)) = [ f(e) glx—1)

— 00

Como ejemplo de la aplicacién del teorema de cambio de variable, demostramos la
siguiente afirmacion:

Proposicién

Supongamos que X e Y son variables aleatorias continuas independientes, que se
distribuyen en R segtin las densidades f(x) y g(x) respectivamente, entonces
X + Y se distribuye segiin la densidad f x g(x).
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Demostracion

Como X e Y son independientes,

(X, Y) ~ f(x)g(y)

Hacemos el cambio de variable lineal (U, V) = ¢(X,Y) = (X + Y, Y). Entonces
(X,Y) = YU, V)= (U-V,V). Como ¢ es una transformacién lineal, su
diferencial coincide con ella misma. Para calcular el determinante de ¢
observamos que su matriz en la base canénica de R? es:

11
01
En consecuencia, el determinante de ¢ es 1. Por el teorema anterior, tenemos que

(U, V) que:
(U, V) ~ f(u—v)g(v) (densidad conjunta)

Para recuperar la densidad de U (densidad marginal) debemos integrar en la

variable v:
U~ / (u—v)g(v) dv
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Algunas Observaciones sobre la convolucién

@ La convolucién es conmutativa:
frg=gxf
También es posible probar que es asociativa:
(Fxg)xh="fx(gxh)

@ Si f y g son densidades de probabilidad, entonces f * g también lo es.

@ Si fy g estdn soportadas en la semirrecta [0, +00) (es decir: f(t) = g(t) =0
si t < 0), entonces:

(fxg)(x /ft)gx—t)
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Suma de variables normales independientes

Proposicién

Si X ~ N(0,02) e Y ~ N(0,53) son variables aleatorias independientes, entonces
X+ Y ~ N(0,0% + 02)
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Demostracion (ver detalles en mi apunte)

Aplicamos la proposcién anterior con

1 2 2 1 2 2
f(x) = e /(201), x) = e % /(293)
(x) o1V 2T &(x) ooV 2T
Entonces X ~ f % g, donde
> 1

1 2 2
Fxo)x) = e /(0 2 —(x=1)/(203) 44
(> £)(x) [00 o1V 2w o2V 2T

1 ° 1
= —*A
022 /_ exp{ 5 (x,t)} dt

t2 — t)?
A(X,t) :?‘F (XO.2)
1 2

donde
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Demostracion (2)

Reescribimos esta expresion, completando el cuadrado:

2 2\ 2
1
Alx,t) = % (t - X:é) + =5x2

0103

donde 02 = 02 + o3. Sustituyendo y usando las propiedades de la exponencial nos
queda

1 X2 o o2 o? 2
f = - o (t=xZL) bt
(fg)(x) 01022T P ( 202> [m P 20202 ( on)
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Sélo nos falta pues calcular la integral,

° o? o? 2
1(x) :[ exp “20703 <txa2> dt

pero haciendo el cambio de variable

o
u:t—x—2
o

vemos que no depende en realidad de x, y es

o0 0.2 5
I(X):/ exp{—Wu } du
—o00 1¥2
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Demostracion (5)

Y haciendo un ultimo cambio de variable

a

nos queda que

Reemplazando nos queda que
X+Y~(fxg)(x)=

Es decir, que X + Y ~ N(0,02).

g

2

u
0102

1 x2
exp | ——
o1 P\ 202
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Otro Ejemplo: Suma de variables independientes con

distribucion gama

Recordamos las densidades gama I'(«a, A)

A a—1 _—Ax
fa,)\(X) = @ X ! e A /(07_,_00)(X)7 E(X) =

Proposicién

Si X ~T(a1,A), Y ~T(a2,N) y son independientes, entonces
X+ Y ~T(ar+az ).
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Demostracion

X 4+ Y ~ fo, x * fo, x. Hemos de calcular esta convolucién:

(X* t)alfl ef)\(xft) t_agfl ef)\t dt

X \o1 A2
(fal,A * fozz)\)(x) = /O m r(az)

= _amTe (/X(x - t)allt'”ldt> e
Ma1)M(a2) \Jo
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Demostracién (2)

En esta integral hacemos el cambio de variable u = t/x (0 < u < 1). Entonces:

)\a1+a2 1
(far,x * fas 2 ) (x) = Flan)) (a2) (/ (x — xu) ™ (xu)* ™1 x du) e~ M

M)l (a2
_ Aeatar yortaz-1 (/ (1- a171 g1 du) oM
Tan)l (az)
)\Ot1+062
B(a1, az) xtaz—l g=Ax

~ T(an)(a2)
donde )
B(a, an) = / (1—u) 'yl dy g, >0
0

se llama la funcion Beta de Euler.
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Demostracién (3)

Notamos que esta es salvo la constante, la densidad gama fy,4q,,1, pero como la
convolucién de dos densidades de probabilidad es una densidad de probabilidad, y
hay una dnica constante que hace que la integral sobre (0, 4+00) dé 1 deducimos

que:

fal,)\ * fa2,>\ = fahaz,)\

Como subproducto de la demostracién obtenemos que:

)\a1+a2 )\a1+a2
——— Blaj,an) = —————
F(al)r(ag) ( ! 2) F(al + 042)
O Ssea I_( )r( )
(651 (%)
B = ——=
(a1, 02) Moq + az)
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Densidades beta

La funcidn beta también puede usarse para definir una familia de distribuciones: las
distribuciones beta. Diremos que X ~ (as, ) si se distribuye segiin la densidad:

1
fx(X) = - xu-l (1 — X)az_1 /(0 1)(X)
B(oq,ozg) ’
5 -
— @m=050=05
—— m=5m;=1
4l — m=la=3
— m=2a=5
=)
o
2
H
2
[
(=%
3
o 2
2
b
2
T
-
14
04
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Pablo L. De Napoli (DM- UBA ) Cambios de Variable



Parte |l|

Algunas densidades utiles en estadistica

Pablo L. De N4poli (DM- UBA )



Las densidades x?

Recordamos de la clase 9 que si X ~ N(0, 1) una variable aleatoria con
distribucién normal estandar Y = X? se distribuye segtin la densidad

xi =1(1/2,1/2)

Sean ahora X1, X5, ..., X, variables aleatorias independientes con distribucién
normal estandar, y consideremos la variable aleatoria

Yo=X{+XZ+...+ X2

icudl es la distribucién de Y, ? Por lo anterior, la densidad de Y, serd (por la
independencia) la convolucién de la densidad I (1 1) n veces con sigo misma,

272
que por el resultado anterior es ' (g, %) Es decir, que la densidad de Z, sera

Densidad 2

(1/2)n/2 n/2—1e—y/2

fr,(v) = WY (y >0)

Esta densidad se conoce como densidad x2 con n grados de libertad. Las férmulas
para la esperanza y variancia de las distribuciones gama nos dan que

E[Ya] =n, Var[Y,]=2n
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Grafico de la densidad y?2
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Grafico de la distribucién acumulada de
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Las densidades y,

Si consideramos el vector aleatorio X = (X1, Xa,...,X,) con las X; ~ N(0,1)

independientes,
Zy = ”X” =V Yo

entonces

n/2 )
on(Z) — 927 (;(/5}2) (ZZ)n/271 e ? /2
_ 2(]‘/2)"/2 n—1_ _—2%/2

T T2 ©°

Esta distribucién se lllama y,. Con n = 3 esta distribucién aparece en fisica, como
la distribucion de Maxwell-Boltzmann, que es la distribucién de probabilidad de las
velocidades de un gas asociada a la estadistica de Maxwell-Boltzmann para dicho
sistema.

(z>0)

3 o2

f(v)=4nr (%) S VRe

donde m es la masa de la particula, T es la temperatura absoluta y k es una
constante (constante de Boltzmann).
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Densidad del cociente de dos variables aleatorias

independientes

Supongamos que X e Y son variables aleatorias continuas independientes, con
densidades fx y fy respectivamente. Supongamos ademds que Y estd concentrada
en la semirrecta positiva (0, +00). Quremos calcular la densidad del cociente
T=X/Y.

La densidad conjunta del vector aleatorio (X, Y) serd fx(x)fy(y) como
consecuencia de independencia de las variables X e Y.

Consideramos ahora el cambio de variable (T, V) = ¢(X, Y) donde donde

(u,v) = p(x,y) = (x/y,y)
entonces la funcién inversa sera
(X,y) = @_l(tv V) = (tV’ V)

Y la diferencial de ¢! es

de modo que el Jacobiano es v.
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Densidad del cociente de dos variables aleatorias

independientes (2)

De acuerdo al teorema de cambio de variable, encontramos que el vector (T, V)
se distribuye segiin la densidad conjunta

fx(tv)fy(v)v

e integrando respecto la variable v podemos recuperar la densidad (marginal) de
T que resulta ser:

T~ /OOO fe(t)fy (v)v dv 1)
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La densidad t de Student

Sea X una variable aleatoria con distribucién x? con n grados de libertad, Y una
variable aleatoria con distribuciéon normal estdndar y supongamos que X e Y son
independientes. Queremos calcular la densidad de la variable aleatoria

X
T = n

Y

[El porqué esta variable aleatoria es interesante, lo veremos mds adelante al
desarrollar conceptos de estadistical

Ya vimos que la densidad de X es la x2. Consideramos ¢ : (0, +00) — (0, +0c0)
dada por

es un difeomorfismo cuya inversa es ¢ ~1(y) = ny?.
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La densidad t de Student (2)

Aplicando la férmula de cambio de variables, encontramos que la densidad de
_ /X
U= \/; es

1/2)n/2 L,
fy(y) = (F(/n}2) (ny?)"* e 220y Jg 100y (¥)
2nn/2 n—1 _—ny?/2
= 2n/2|—(n/2) y € v"/ /(0,+OO)(y)
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La densidad t de Student (3)

Utilizando la férmula para la densidad del cociente de dos variables aleatorias
independientes, vemos que T se distribuye segiin la densidad

fr(t) = /0°° fx(tv)fy(v)v dv

2n"/? e—tV2/2 =1 g—n?/2
2”/2F (n/2)V/27
(1 n)/2 n/2

:W

v dv

e*(tq")"z/2 vldv (t>0)
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La densidad t de Student (4)

- . 2 .
Hacemos el cambio de variable x = "7(t2 + n), entonces esta integral se
transforma en

. (t) B 2(1=n)/2yn/2 1 /oo . 2% (n—1)/2 .
T (n)2)E n+ 2 ), n+ t2 x

nn/2 1 o
= / e % x(=1/2 gx
F(n/2)v7 (n+ )7

n"/2 r (n + 1> 1
F2ve \ 2 ) (ns eymr
1 n+1 pln+1)/2
AN ( 2 > (n+ B)I72

Finalmente obtenemos

r (n;l) 2 —(n+1)/2
fr(t)= ——=—= 1+ — t>0 2
) = i (175 (£ 0) @
Esta distribucién se conoce como distribucién t de Student con n grados de

libertad.
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Grafico de la densidad t de Student
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Cuando n — +0o0, estas curvas convergen a la densidad normal estandar
[iejercicio facil de limites!].
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Grafico de la distribucidn acumulada de una t de Studient
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Cuando n — +00, estas curvas convergen a la distribucién acumulada de una
normal estandar.

Pablo L. De Napoli (DM- UBA )

Cambios de Variable

clase 1 35 /47



Dato curioso

Como veremos mas adelante, esta distribucidén de probabilidad surge del problema
de estimar la media de una poblacién normalmente distribuida cuando el tamafio
de la muestra es pequefio y la desviacidén estandar poblacional es desconocida.

La distribucién de Student fue descripta en el afio 1908 por William Sealy Gosset.
Gosset trabajaba en una fabrica de cerveza, Guinness, que prohibia a sus
empleados la publicacién de articulos cientificos debido a una difusién previa de
secretos industriales. De ahi que Gosset publicase sus resultados bajo el
pseudénimo de “Student”.
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La Distribucién Exponencial y la propiedad de Falta de

Memoria

Recordamos que una variable aleatoria X tiene distribucién exponencial Exp(A)
(donde A\ > 0) cuando su densidad de probabilidad es

fx(X) = Ae_AXI(0’+m)(X)

La distribucién exponencial es un modelo muy dtil para distintos procesos:
llamadas que llegan a una central telefénica o peticiones a un servidor informatico,
tiempo de duracidén de una ldmpara, desintegracién radiactiva, etc.

Por ejemplo, para fijar ideas, consideremos la desintegracién radiactiva de un
dtomo. La hipédtesis fundamental que haremos para describir este fenémeno, es la
propiedad de “falta de memoria” que establece que la probabilidad de que un
dtomo se desintegre en un intervalo de tiempo de longitud At sélo depende de la
longitud del intervalo y es independiente de la historia anterior del material.
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La Distribucién Exponencial y la propiedad de Falta de

Memoria (2)

Podemos describir con mas precisién esta propiedad de la siguiente manera: Si
llamamos T al tiempo en el que el dtomo se desintegra, T es una variable
aleatoria. La probabilidad condicional de que el &tomo se desintegre en el intervalo
(to, to + At] sabiendo que no se ha desintegrado adn en tiempo t = to, es igual a
la probabilidad de que se desintegre en el intervalo (0, At]:

P{T > to+ At/T > to} = P{T > At}
Por definicién de probabilidad condicional, esto significa que:
P{t < T <t+ At}

P{T >t}

Llammemos F a la funcién de distribucién de T,y sea G(t) =1 — F(t).
Entonces, esta igualdad establece que:

= P{T > At}

G(t+ At) = G(t)G(At)
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La Distribucién Exponencial y la propiedad de Falta de

Memoria (3)

Necesitaremos el siguiente lema:

Sea G : R>q — Rx>q una funcién continua que satisface que:

G(t+s)= G(t)G(s)

Entonces: G(t) = G(0)a’, siendo a = G(1) .
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La Distribucién Exponencial y la propiedad de Falta de

Memoria (4)

Volviendo a nuestro problema de la desintegracidn radiactiva, si ponemos
G(1) = e~ (suponiendo G(0) # 0), y observamos que G(0) =1 pues T > 0 (El
atomo no se desintegrd atin en t = 0), obtenemos que:

G(t)=e

Por consiguiente la funcién de distribucién de T es:
F(t)y=1—e
y derivando vemos que su densidad es

fF(t) =X e > (t>0)
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La ley de Rutherford-Soddy

Supongamos ahora que tenemos un material radiactivo formado inicialmente por
un gran ndmero de dtomos Np, y llamemos N(t) a la cantidad de dtomos no
desintegrados hasta el instante t. Hagamos la hipdtesis de que las
desintegraciones de los distintos dtomos son independientes. Podemos pensar que
son ensayos de Bernoulli, entonces por la ley de los grandes nimeros

N(t)
~P{T >t
No {T > to}
y deducimos que:
N(t) = N et

Esta expresién se conoce como la ley de desintegracién radiactiva de
Rutherford-Soddy (1902). El valor de la constante A depende de la sustancia.
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La ley de Rutherford-Soddy (2)

Se define semivida o periodo de semi-desintegracién T;,, el tiempo en que una
muestra de material radiactivo tarda en reducirse a la mitad. De la férmula
anterior, se deduce que
log 2

A
La siguiente tabla muestra por ejemplo los periodos de semi-desintegracién de
algunos isétopos radiactivos:

Ti2 =

Isétopo Ti/2

Berilio-8 10165
Polonio-213 | 4x10~%s
Aluminio-28 | 2.25 min
Yodo-131 8 dias
Estroncio-90 | 28 anos
Radio-226 1600 afios
Carbono-14 | 5730 afos
Rubidio-87 | 5,7 x 10'° afios
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Tiempos de espera y procesos de Poisson

Llamemos T; al tiempo en que ocurre la iésima densintegracién radiactiva, de
modo que:

Ti<Th<...<T,

(Podemos suponer para simplificar que no hay dos desintegraciones simultdneas,
ya que la probabilidad de que ello ocurra es despreciable). Notemos que:

To=T1i+(T—T)+(Ts—T2)+ ...+ (Tn— Th-1)

Las variables Ty — Tk_1 representan el tiempo entre la (k — 1)-ésima
desintegracion y la k-ésima desintegracién. Por la discusién anterior (y la
propiedad de falta de memoria), Ty — Ti_ tiene distribucién exponencial de
pardmetro A > 0 (donde A > 0 es una constante que depende del material que
estamos considerando).

Por otra parte, si suponemos que el tiempo que un dtomo tarda en desintegrarse es
independiente de lo que tardan los demas, las Tx11 — T seran variables aleatorias
independientes. Entonces la variable T, serd dada por una suma de n variables
aleatorias independientes, todas con distribucién exponencial de pardmetro .
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Tiempos de espera y procesos de Poisson(2)

Como Exp(A) =T(1, ), deducimos que T, tiene distribucién ['(n, A), es decir que
se distribuye segin la densidad g,(t) dada por:

A" n—1 _—M\t H

= t e si t>0
nt: (n_l)!
&) { 0 si t<0

Llamemos D(t) al nimero de desintegraciones en el intervalo [0, t]. Entonces
D(t)) =nsiysélosi T, <ty < Tpt1
Deducimos que:
{D(to) = n} ={Tp < to} = {Ths1 < to}

En consecuencia,

PID(t) = 1} = P{To < to} — P{Ts < o} = [ " gu(t) dt - / Y goa(t) dt
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Tiempos de espera y procesos de Poisson(3)

Integrando por partes, tenemos que:

to to An+1
/ gni1(t) dt :/ - the M dt
0 0 n:

n+1 —xt |fo to 2\t
= Ail n & —/ nenl S dt
n! (=Ml Jo (=)

)\n+1 e*)\t[) to >\n+1 ef)\t
=2 gs——0- [ Z—ntt dt
a0 () /0 P S

_ A" n _— M\t o A" n—1 _—M\t
= _ﬁ tO e 0 +/0 m t e dt

P to
=-—t e Mo +/ gn(t) dt
n: 0
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Tiempos de espera y procesos de Poisson(4)

En definitiva concluimos que la distribucién del numero de desintegraciones viene
dada por una distribucién de Poisson (proceso de Poisson):
n
P{D(t) = n} = L) ¢
n!
Como dijimos al comienzo de la seccién, aunque hemos presentado la distribucién
exponencial y este calculo de los tiempos de espera como modelo de la
desintegracion radiactiva, este mismo modelo se puede aplicar a otros procesos
donde la hipétesis de falta de memoria resulte razonable como por ejemplo la
llegada de eventos a un servidor informatico, o los siniestros en una compania de
seguros. Esto explica la utilizacion de las distribuciones exponencial y de Poisson
en muchas aplicaciones de las probabilides.
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