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Vectores aleatorios

Las ideas anteriores sobre variables aleatorias continuas, pueden generalizarse para
considerar vectores aleatorios.

Definicidon

Sea (2, &, P) un espacio de probabilidad. Un vector aleatorio n-diemensional es
una funcion X : Q — R" con la propiedad de que si

I = (a1, b1] % (a2, ba] X ... x (a2, by] es un intervalo de R" entonces

X1 ={w e Q: X(w) € I} €&, es decir estd definida la probabilidad

P{X € I} de que X pertenezca a |.

Obsevacion: Dar un vector aleatorio n-dimensional es equivalente a dar n
variables aleatorias X1, X3, ..., X,.
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Recordamos un ejemplo de vector aleatorio discreto

En La distribucién multinomial consideramos experimentos con muchos varios
posibles, en lugar de un experimento con sélo dos resultados. Consideramos un
experimento con N resultados posibles, y supongamos que la probabilidad de que
ocurra el j-ésimo resultado en una realizacién del experimento es p;, de modo que:

N
ZP; =1
i=1
Supongamos que repetimos el experimento n veces en condiciones independientes,
y llamemos X; a la cantidad de veces que ocurre el i-ésimo resultado, de modo
que:
X1+ Xo0+...+ Xy =n

Entonces, la distribucién de probabilidades conjunta de las X; viene dada por:

n!

'D{Xl:k17X2:k27--~7XN:kN}:m

ki .k K
p11p22 o pNN

si ki +ky+ ...+ ky = N (y cero en caso contrario). Notamos que
X = (X1, Xa,...,Xn) es un vector aleatorio N-dimensional.
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Distribucién uniforme en un abierto

Consideramos un conjunto abierto U C R" con medida m(U) (longitud, area,
volumen) finita y positiva. Podemos definir la distribucién uniforme en U de la
siguiente manera: decimos que X tiene distribucién uniforme en U si X pertenece
a U con probabilidad 1, y si para cualquier intervalo | C U, se cumple que:

P{Xe/}:,,:((llj)) Vicu

Esta nocién generaliza la que vimos antes de distribucién uniforme en un intervalo
U = (a, b) de la recta.
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Una observacidn sobre esta definicidn

Si usamos la integral de Riemann, la nocién de medida asociada es la medida de
Peano-Jordan que podriamos definir asi para U C R" acotado:

1 si xeU
m(U) = /R lu(x) dx ly(x) = { 0 si x¢U
donde R es un recténgulo (intervalo) cualquiera que contenga a U, siempre que Iy
sea integrable (en el sentido de Riemann) en U.
Pero esta nocién no no estd definida para cualquier abierto (jhay ejemplos de
abiertos cuyo borde no tiene medida cero!) y no es una medida o-aditiva.

En los cursos de real, se ve una nocién mas general, la medida de Lebesgue que es
o-aditiva y estd definida sobre usa o-algebra. Con esta nocién mas general, U
puede ser cualquier abierto, e incluso” U e | podrian ser conjuntos medibles
Lebesgue cualesquiera, siempre que m(U) > 0.
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Densidad conjunta de un vector aleatorio

Sea f : R” — R una funcién integrable tal que 0 < f(x) <1,y

/nf(x)dX:l

Decimos que el vector X se distribuye segin la densidad conjunta f(x) si para
cualquier intervalo | C R”, tenemos que:

P{Xel}= /f(x) dx
I
Mas generalmente, podriamos reemplazar | por cualquier conjunto medible.

La distribucién uniforme en U corresponde a la eleccién:

F(x) = —— Iy(x)

Pablo L. De Napoli (DM- UBA ) Vectores Aleatorios



Distribucidon normal bivariada

Uuna posible generalizacién de la distribucién normal a dos dimensiones (normal
bi-variada), se obtiene especificando que el vector (X, Y) se distribuye segiin la
densidad conjunta:

1
flxy) = pme 0772

Veremos mds adelante que esta densidad corresponde al caso especial de dos
variables aleatorias independientes con esperanza 0 y variancia 1.

0.159

0.080
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Distribucién normal bivariada (2)

Mas generalmente, decimos que el vector aleatorio n-dimensional X tiene
distribucion normal multivariada si se distribuye seglin una densidad de la forma:

f(x) = ce—9x—n)

donde g(x) = x*Ax es una forma cuadratica definida positiva (asociada a una
matriz simétrica definida positiva A € R"*"), y ¢ es una constante elegida de
modo que la integral de f sobre todo R” dé 1. Mds adelante volveremos sobre este
concepto.
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Funciones de distribucion

La nocién de funcién de distribucién puede generalizarse a vectores aleatorios.

Definicidon

Si X : Q2 — R”" es un vector aleatorio, su funcion de distribucion conjunta es /a
funcion F : R" — R dada por:

F(X13X2a~‘~axn): P{Xl §X1,X2 §X2a"'7Xn an}

Por ejemplo, si X es un vector aleatorio que se distribuye segtin la densidad
conjunta f(x), entonces su funcién de distribucién conjunta es:

X1 X2 Xn
F(Xl,Xg,...,X,,):/ / / f()?l,)?g,...,)?n) d)?l d)?z d)?,,
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Funciones de distribucién (2)

La nocién de funcién de distribucidn resulta mas complicada que en el caso de
variables aleatorias unidimensionales. En el caso unidimensional, la probabilidad de
que la variable X tome un valor en el intervalo (a, b] viene dada, en términos de la
funcién de distribucién Fx, por:

P{X € (a,b]} = P{X < b} — P{X < a} = Fx(b) — Fx(a)
En cambio si (X, Y) es un vector aleatorio bidimensional con funcién de
distribucién conjunta F, y R = (a, b] x (c, d] es un rectdngulo (semiabierto) en
R?, la probabilidad de que (X, Y) tome un valor en R es (por la férmula de
inclusiones y exclusiones):

P{X,Y)ER}=P{X<bY<d —P{X<aY<d}
~P{X<bY<c}+P{X<aY<c}

P{(X,Y) € R} = F(b,d) — F(a,d) — F(b,c) + F(a,c) := AF(R)

Esta cantidad es necesariamente no negativa, esta es la generalizacién
bidimensional del hecho de que en el caso unidimensional la funcién de
distribucién es creciente.
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Funciones de distribucién (3)

Una férmula andloga (jpero mas complicada!) es cierta para vectores aleatorios en
mas dimensiones. Por ello, la nocidn de funcién de distribucién no resultard tan
atil como lo era en el caso unidimensional (y con frecuencia resulta mas cémodo
pensar directamente en términos de probabilidades asignadas a rectangulos, o
subconjuntos mds generales de R").
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Distribuciones de probabilidad marginales

Consideramos para simplificar la notacién, un vector aleatorio bidimensional
(X,Y), donde X e Y serdn variables aleatorias unidimensionales.
Investiguemos qué relacién existe entre la funcién de distribucién conjunta F del
vector (X, Y) y las funciones de distribucién Fx y Fy de cada variable por
separado.
Notemos que:

Fx(x) = P{X <x} =P{X<x,Y <400} = F(x,+00) =

lim F
Jim F(x,y)

Similarmente,
FY(y) = x—llToo F(va)

Fx y Fy se conocen como las funciones de distribucién marginales del vector
aleatorio (X, Y).
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Densidades de probabilidad marginales

Consideremos ahora el caso particular, en que el vector aleatorio (X, Y) se
distribuye segin la densidad conjunta f(x, y), su funcién de distribucién
serad entonces:

X0 Yo
Flxo,y0) = PAX < %0, Y < yo} = / / F(x, ) dx dy
— 00 — 00

y en consecuencia sus funciones de distribucién marginales vendran dadas por:

Fx(x0) = P{X < x} = [Xﬂ /:’O f(x,y) dx dy

+oo  ryo
FY(YO):P{YSYO}:[ [ f(x,y) dx dx
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Densidades de probabilidad marginales (2)

Utilizando el teorema de Fubini, podemos escribir Fx como una integral reiterada:

Ao = [ ([ reray) o

Esta igualdad significa que el vector aleatorio X se distribuye segiin la densidad:

0= [ fendy

— 00

Similarmente, el vector aleatorio Y se distribuye segun la densidad:

fy(x) = /OO f(x,y) dy

fx y fy se conocen como las densidades marginales de probabilidad del vector
aleatorio (X, Y).
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Un ejemplo

Antes consideramos un vector aleatorio (X, Y) que se distribuia segin la densidad
conjunta

1 2,2 1 2 1 2
fx,y) = e )2 = —_ex/2. —_7/2
(x.y) 2m V2or V2

Entonces

K0 = [ fxndy

— 00

1 )2 < 1 eiyz/z dy = 1 efx2/2

= ——e
V2 —oo V2T V2
Luego X ~ N(0,1). Similarmente, por simetria,
1 2
fi = — eV /?
Y(y) \/ﬂ
y también Y ~ N(0,1).
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Esperanza de funciones de vectores aleatorios.

Sea (X, Y) un vector aleatorio bidimensional, y ¢ : R? — R una funcién continua.
La férmula para la esperanza de una funcién de una variable aleatoria puede
generalizarse para funciones de vectores aleatorios:

Ee. V= [ [ etny) i)

donde ¢ : R? — Ry la integral que aparece en el segundo miembro es una
integral doble de Riemann-Stieltjes.
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Integral doble de Riemann-Stieltjes

Para definir este concepto puede procederse como en analisis I, considerando

primero la integral
b pd
//w(&y) dF(x,y)
a C

en un rectangulo R = (a, b] x (c, d] de R?. Consideramos una particién 7 del
rectangulo R en rectangulos mds pequefios Rjj = (xi, xi+1] X (¥}, ¥j+1], definida
por una particién 7y del intervalo (a, b]:

a=x<x3<...<xy=b

y otra particién 7, del intervalo (¢, d|:

a=yp<n<..<yv=»>b
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Integral doble de Riemann-Stieltjes (2)

Elegimos puntos intermedios &; € (xi, xi+1] ¥ 1j € (¥}, ¥j+1], y consideramos sumas
de Riemann-Stieltjes dobles:

<
=

S F)= 3 3 (& n)AF(Ry)

I
o
—.

Il
<}

siendo

AF(Rj) = F(xit1, yj+1) — F(xi, yj+1) — F(Xit1, ¥j) + F(xi, ¥;)

que de acuerdo a la férmula que vimos antes representa la probabilidad de que el
vector (X, Y) tome un valor en el rectdngulo Rj;.
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Definamos la norma || de la particién = como el méximo de las normas de las
particiones , y m,. Entonces si, cuando la norma de la particién 7 tiende a cero,
las sumas

S(p, F) = ' o(&ismi) AF(Ry)

convergen a un numero /, diremos que la integral

/ab/cd e(x,y) dF(x,y)

existe, y que toma el valor /. Andlogamente a lo que sucede en el caso
unidimensional, podemos demostrar que esto sucede si F es la funcién de
distribucién de un vector aleatorio, y ¢ es continua.
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Integral doble de Riemann-Stieltjes (4)

La intergral impropia, sobre todo el plano, que aparece en la férmula

Ee V= [ [ etny) )

puede definirse como el limite de integrales sobre rectangulos:

[ martn= im [ [ oo
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Esperanza de vectores aleatorios

Para justificar intuitivamente la férmula para la esperanza de ¢(X, Y), podemos
proceder como en el caso discreto. Suponemos que (X.Y) estd concentrado en un
rectdngulo R = (a, b] x (c, d]. Dada una particién de R, definimos las variables
aleatorias discretas X; e Y, que aproximan a X e Y por:

X = f,' si X € (X;,X,'+1]

Yo =mn;si Y € (v, Y41l

y observando que:

E[SO(Xﬂw YTr)] = 5#(‘)07 F)

Por lo que cuando la norma de la particién 7 tiende a cero, obtenemos
formalmente la férmula

E[chY]—//go(xy dF(x,y) = / / o(x,y) dF(x,y)
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El caso cuando hay una densidad conjunta

El caso que mds nos va a interesar, es cuando el vector aleatorio (X, Y) se
distribuye segin una densidad conjunta f(x,y). En este caso, como ocurria en el
caso unidimensional, la esperanza de ¢(X, Y) puede calcularse mediante una
integral de Riemann ordinaria, en lugar de una integral de Riemann-Stieltjes:

E[<pXY]—/ / f(x,y) dx dy
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Covarianza

Un caso importante de aplicacién de las férmulas anteriores es cuando queremos
calcular la covarianza de dos variables aleatorias en el caso continuo. Recordamos
que por definicién:

Cov(X, Y) = E[(X — ux)(Y — py)]

siendo ux = E[X], py = E[Y]. Entonces tomando ¢(x,y) = (x — ux)(y — ny)
en las férmulas anteriores, tenemos que:

Cov(X,Y) = /_OO /_OO (x = ux)(y — py) dF(x,y)

en el caso general, y

Contx, V)= [ [ el =) ) o

si el vector (X, Y) admite una densidad conjunta.
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El ejemplo otra vez

Volvamos a considerar el ejemplo de un vector aleatorio (X, Y) que se distribuia
segln la densidad conjunta

fooy) = etz = L e L oy

2 V2 V2m
Ya vimos que X, Y ~ N(0,1) por lo que ux = py = 0. Calculemos

Cov(X,Y) = / / xy f(x,y) dx dy

1 2 1 2

— —x°/2 —y*/2
= Yy ——=€ . e dx d
[oo [mx Y \/27T \/27T vy

> 1 2 > 1 2
_ ) /2 g ) . / . e Y /2 ¢ )
(/oo X V 27Te X) ( —o0 Y V 2w Y

= E[X]-E[Y] =0
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Esperanza de una suma

Una de las propiedade mds bésicas de la esperanza es su linealidad. Sin embargo,
es dificil justificar su validez en general partiendo de la definicién que dimos con la
integral de Stieltjes, ya que la funcién de distribucién Fx no depende linealmente
de la variable X. Utilizando la fémula que vimos recién, podriamos sin embargo
dar una justificacién de que E[X 4+ Y] = E[X] + E[Y] para el caso en que X e Y
admiten una densidad conjunta continua y esperanza finita

E[X-|—Y]:/oo /Oo(x—i—y) f(x,y) dx dy

/ / x f(x,y) dxdy+/ / y f(x,y) dx dy

:/ x - fx(x) dx+/ y - fy(y) dy
= E[X] + E[Y]

Esta cuenta imita la que hicimos antes en el caso discreto.
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Independencia

Nuestro siguiente objetivo serd extender a variables no discretas la nocién de
independencia:

Definicion
Dos variables aleatorias X e Y se dicen independientes, cuando para todo a < b y

todo ¢ < d los eventos {X € (a, b]} e {Y € (c,d]} son independientes. Es decir
(en virtud de la definicidn de eventos independientes), si vale que:

Pla<X<bc<Y<dl=Pla<X<b}-Plc<Y<d}

Supongamos que el vector (X, Y) admite una densidad conjunta continua f(x,y).
Entonces las variables X e Y son independientes, si y sélo si f se factoriza en la
forma:

f(x,y) = x(x)fv(y)

siendo fx y fy las densidades marginales de probabilidad.
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Continuacién del ejemplo

Volvamos a considerar el ejemplo de un vector aleatorio (X, Y) que se distribuia
segln la densidad conjunta

17x22
Fxy) = poe 602

Como
f(x,y) = fx(x) - fr(y)

donde

1 _2 1 2
) = =% fr(y) = =2

vemos que esta densidad describe dos variables con distribucién normal estandar
N(0,1) independientes.
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Un lema: Teorema de diferenciacién para integrales

Supongamos que f es continua en (xo, ¥o) y consideramos la integral

1
/ :—// f(x,y) dx dy
bk = th( )

siendo Ry el rectangulo
Rk = (x0, %0 + h] X (v0,y0 + K]
donde h, k > 0 entonces

Ink — f(x0, y0) cuando (h, k) — 0
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Prueba del lema

Como f es continua en (xp, yo), dado € > 0 podemos elegir 6 > 0 tal que
|f(X7y) - f(X07y0)| <e

si ||(x —x0,Y — Y0)lloo = max(x — xo, ¥ — ¥o) < d. Entonces

[k — f(x0, Yo0)] // f(x,y) dx dy — f(x0, yo)
Rk

- f _ f

,,k//th ey ey [ [ floo.p0) x|
1

<ar | [ 1) = Foa)l o dy
hk Ri
1

<— =

_hk//thsdxdy €

si[[(h; k)lloo = max([h], [k]) < 6.
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Demostracion

Supongamos primero que X e Y son independientes, y que el vector (X, Y) se
distribuye segin la densidad conjunta f(x, y). Entonces X se distribuye segtin la
densidad marginal fx y similarmente Y se distribuye segtin la densidad marginal
que definimos antes.

Entonces dado (xo, o) € R? y h, k > 0, tenemos que:

Xo+h Yo+k
P{X0<X§X0+h,y0<Y§yo+k}:/ / f(x,y)dxdy (1)

X0 Yo
xo+h
Pixo < X <o+ h} = / i (x) dx 2)
X0
yo+k
P{yo <Y <yo+k} = fx(y) dy (3)

Yo
En virtud de la definicién de variables aleatorias independientes, vemos que:

P{xo <X <xo+h,yo <Y < yo+ k}
hk

 P{xo < X <xo+ h} P{xo < X < xp+ k} (@)
B h k
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Demostracién (2)

De la expresién (2) cuando h — 0, deducimos que:

P{XQ <XSXO+h} - Fx(X0+h)—Fx(X0) .

; b fx (x0)

por el teorema fundamental del célculo (siendo fx continua en xp).
Similarmente, cuando k — 0, (3) y el teorema fundamental del célculo nos dicen
que:

P <Y <y+k F + k) —F
{)/0 - Yo }: Y(YO /2 Y()’O)_>fy(y0)
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Demostracién (3)

Por otro lado,
P{X0<X§Xo+h7)/o<Y§}/0+k}:/ f(x,y) dx dy
Rk

siendo
Rk = (x0, X0 + h] X (x0, %0 + K]

Por el teorema de diferenciacién para integrales (lema ??), deducimos que:

P X < h Y < k
{X0< _X0+h;()’0< _y0+ } ﬁf(Xo,)/o)

cuando h, k — 0, siempre que f sea continua en el punto (xp, ¥o)-
En consecuencia, cuando h, k — 0, a partir de la relacién (4), obtenemos que:

f(x0,¥0) = fx(x0)fv(¥0) (5)

Esto prueba una de las implicaciones del teorema
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Demostracién (4)

Para probar la afirmacién reciproca, supongamos que la densidad conjunta f
puede expresarse en la forma:

f(x,y) = fx(x)fr(y)

siendo fx y fy dos densidades de probabilidad. Notemos que entonces, fx y fy
deben ser entonces necesariamente las densidades marginales que definimos antes,
como se deduce integrando respecto de x y de y.

Entonces, en virtud del teorema de Fubini,

b pd
P{a<X§b,c<Y§d}://f(x,y)dxdy:
a c

b d
—</ fX(x)dx> (/ fy(y)dy>—P{a<X§b}-P{c< Y <d}

por lo que se deduce que X e Y son variables aleatorias independientes.
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Esperanza del producto de variables independientes

Notemos, que el significado de esta demostracién, es que la relacién (5), es una
“expresion infinitesimal” de la definicién de independencia.
Como corolario obtenemos:

Corolario

Si X e Y son variables aleatorias independientes con esperanza finita, que se
distribuyen segiin una densidad conjunta continua f(x,y) entonces XY tiene
esperanza finita y se tiene que

E[XY] = E[X] - E[Y]

Nota: Esta férmula es vélida para variables aleatorias en general, pero la
demostracién no es facil sin herramientas de analisis real.
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Demostracion

Nuevamente usamos la férmula para la esperanza de un vecotr aleatorio:

/_O; /_O;(XY) f(x,y) dx dy

_/0; /O:O(xy) f (), (Y) dx dy

= ([ ) ([ )

= E[X] - E[Y]

E[XY]

Para justificar rigurosamente este calculo, hay que hacerlo primero con |xy| en
lugar de xy, lo que conduce a E(|XY|) = E(|X])E(]Y]), con lo que se establece
que la integral doble es absolutamente convergente y se justifica la aplicacién del
teorema de Fubini.

Notamos que esta cuenta generaliza la que hicimos antes en el ejemplo de la
normal bidimensional.
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