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Recordamos de la clase pasada

@ Una variable aleatoria es un nimero asociado al resultado de un experimento
aleatorio. Por ejemplo, cuando efectuamos una medicién. Lo modelamos por
una funcién X : Q — R.

@ Por razones técnicas, hay que pedir que X ~1(/) sea un evento para cada
intervalo / C R, o sea que podamos calcular P{X € I} = P(X~1(1)).

@ Hay distintos tipos de variables aleatorias. En esta clase focalizaremos en las
variables aleatorias discretas para las cuales Im(X) = {x1, x2, x3, ...} [el
conjunto de valores que toma X] es finito o infinito numerable.

En este caso, la distribucién de X se especifica dadno las probabilidades

pi = P{X = x}

Notemos las p; forman un vector de probabilidades (posiblemente infinito)

0<pi <1, ZP,’ZI
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Un ejemplo

Tiramos dos dados. Nuestro espacio muestral es:
Q={w=(w1,wr) :w; € D}

donde D ={1,2,3,4,5,6}. Consideramos la suma S de los puntos obbtenidos
$5:Q—->N, Sw)=w+w

Es una variable aleatoria discreta. j Cudl es la distribucién de probabilidades de S7

Xi | Pi

2 |1/36 =0,028
3 |2/36 =0,056
4 |3/36 =0,083
5 |4/36 =0,111
6 |5/36 =0,139
7 16/36 =0,167
8 |5/36 =0,139
9 |4/36 =0,111
10 [ 3/36 =0,083
11 12/36 =0,056
12 11/36 =0,028
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Parte 1l

La esperanza matematica
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Esperanza matemadtica

Definicidn

Sea X : Q — R una variable aleatoria discreta. Diremos que X es integrable (o
que tiene esperanza finita) si la serie

Z PiXi
i
es absolutamente convergente, es decir si:
Z pilxi| < 400
i

En este caso definimos, la esperanza de X (también llamada valor medio) o valor
esperado) como el valor de dicha suma.

E[X] = Z PiXi

Nota: si X : Q — R = RU {400}, entonces pedimos que X sea finita con
probabilidad 1, o equivalentemente
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Esperanza de variable aleatorias con imagen finita

@ Una variable aleatoria cuya imagen es finita siempre es integrable, ya que la
suma
E[X] = Z PiXi
i

es finita en este caso.

Ejemplo Supongamos que arrojamos un dado jcudl es la esperanza del valor
obtenido X 7

1+424+3444+5+6 21
EX) = St S s
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Ley de los grandes nimeros (idea intuitiva)

Supongamos que tenemos una variable aleatoria discreta X y repetimos el
experimento aleatorio asociado a X una cantidad de veces n (en condiciones
independientes). Llamemos Xi, Xz, ... X, a los valores obtenidos para nuestra
variable y consideramos el promedio de dichos valores

Yn:X1+X2+...+Xn

n

Llamemos n; a la cantidad de veces que obtenemos uno de los valores x; posibles
para x;, y fi = n;/n a la correspondiente frecuencia.
Entonces
Sn:X1+X2+...Xn:Zn;'X;
1

y en consecuencia

yn:Zfi’Xi

Ahora si n es grande, esperamos que f; = p; (ley de los grandes nimeros) y por lo
tanto que X, = E[X]. Matemdticamente nos gustaria decir que X, — E[X]
cuando n — oo en algtin sentido. Formalizamos esto mds adelante.
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Un ejemplo: La ruleta

Supongamos que jugamos un peso a la ruleta y apostamos a un color (por €j.
negro). Sea X nuestra ganancia (o pérdida) jcudnto debemos esperar ganar (o
perder) ?
Aqui
1 si sale negro (con probabilidad 18 )
X=9 . . o 18
1 sisale rojo o cero (con probabilidad 37 )

En consecuencia:

18 19 -1
EX|= = — = =—-=-0,027...
X] 3r 371 37 ’

Asi pues, al jugar a la ruleta, debemos esperar perder un 27 por mil.
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Variable indicadora de un evento

Sea A un evento, consideramos la funcién /4 : 2 — R definida por

Ia(w) = 1 si weA
A0 si weA

Intuitivamente /4 vale 1 cuando el evento A ocurre, y 0 sino. Se denomina el
indicador del evento A. (En la teoria de la medida, esta funcién se llama la funcién
caracteristica del conjunto A y se suele denotar por x4, pero en la teoria de
probabilidades la expresién “funcién caracteristica” tiene un significado diferente).

I4 es una variable aleatoria discreta pues su imagen consta de dos valores (0 y 1)
y sus pre-im3genes son X 1(0) =Q — Ay X~1(1) = A, que son eventos.

La esperanza de /4 es:
E[la]=0-P(Q—-A)+1-P(A)=P(A)

Es decir, la esperanza del indicador de un evento, coincide con su probabilidad.
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Esperanzas en la computadora

Consideremos una variable aleatoria discreta con 3 valores 1,2, 3 tal que

1 1
PX=1}= . P{X =2} =P{X =3} =,
1 1 1 7

Calculando la esperanza de una disstribucién de probabilidad discreta

import scipy.stats

xk = (1, 2, 3)

pk = (0.5, 0.25, 0.25)

distribucion = scipy.stats.rv_discrete(values=(xk, pk))
print (distribucion.mean ())
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Un ejemplo de una variable aleatoria que toma infinitos

valores y que puede valor infinito

En la clase pasada, consideramos en el esquema de infinitos ensayos de Bernoulli
cuantos ensayos debemos realizar hasta obtener el primer éxito. Vimos que esto
define una variable aleatoria T : Q> — N U {+00} con la distribucién geométrica
de parametro p.

PT =k} =g p
P{T =+c} =0

donde recordamos que g =1 — p.

Por ejemplo: tiramos infinita veces una moneda (con p = g = 1/2) jcudnto
debemos esperar hasta que salga la primer cara?

iCudl es la esperanza de T7

E[TI=) kg '-p
k=1
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Calculando la esperanza de la distribucién geométrica

Para sumar esta serie, debemos recordar que la distribuciéon geométrica se llama
asi porque estd emparentada con la serie geométrica

1 (oo}
1—x:ZXk Ix| <1
k=0

Si derivamos esta serie, tenemos:

Entonces:

Para su tabla de esperanzas

T ~ Ge(p) = E[T] = [1)
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Esperanzas infinitas

A veces resulta conveniente admitir esperanzas infinitas. Si X > 0 diremos que
E[X] = 40 si

ZX,‘P{X = X,'}

diverge.
Si X es una variable aleatoria discreta cualquiera, escribimos

X=X"—-X"
donde
Xt — X si X>0
o 0 si X<0
y

. X si X<0
X —{ 0 si X>0

Notamos que X y X~ son variables aleatorias no negativas.

Decimos que E[X] = +o00 si E[XT] = +o00y E[X™] < co. Similarmente diremos
que E[X] = —oco si E[X] = 00y E[X*] < 0. Si E[X"]y E[X~] son ambas
infinitas, E[X] no estd definida.
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Linealidad de la esperanza

Proposicién (linealidad de la esperanza)

Q@ Si X, Y :Q — R son variables aleatorias discretas con esperanza finita,
entonces
E[X + Y] = E[X] + E[Y]

@ Si X :Q — R es una variable aleatoria discreta con esperanza finita,
entonces:
E[MX] = XE[X]
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Demostracion

Sean (x;) los valores que toma X, e (y;) los valores que toma Y: entonces
EX] =) xiP{X=x}=Y xP{X=x,Y=y}
i ij
ya que
{X=x}= U{X = X;, Y = y;} (unién disjunta)
y el reordenamiento de la serief estd justificado por la convergencia absoluta, de la

serie:

ZX,'P{X =x;, Y =y}

i
Similarmente,

ElY]I =) yP{Y =y} =Y _yP{X=x,Y =y}
J iJ
EX]+E[Y] =D (xi+y)P{X=x,Y =y}
iJ

pij = P{X = xi, Y = yj} se llaman la distribucién conjunta de X e Y.
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Demostracién (2)

SeaZ=X+Y ysean z;,2,...,2,... los valores de Z. Entonces los zx son
exactamente los valores x; + y; (pero estos tltimos pueden repetirse). Entonces,

E[Z] = szP{Z—zk} YooY aPX=x,Y=y}

ki jixit+yi=zk
pues
{Z=z}= U {X =xi, Y = y;} (unién disjunta)
ijixity=zi
Deducimos que

E[Z] =) (x5 +y)P{X =x,Y =y} = E[X] + E[Y]

Esto completa la prueba de la primera afirmacién. En cuanto a la segunda
afirmacidn, AX es una variable aleatoria discreta que toma los valores \x;, por lo
tanto:

EDX] =D AGP{AX = Ax} =AY xiP{X = x;} = AE[X]
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Un ejemplo que ya vimos: el esquema de ensayos de

Bernouli

Consideramos un experimento aleatorio con dos resultados que convencionalmente
se llaman

@ éxito (1) con probabilidad p.
@ fracaso(0) con probabilidad g =1 — p.
Introdujimos las variables aleatorias de Bernoulli X; : 2°° — R dadas por

X — 1 sila i-ésima realizacién del experimento es un éxito
! 0 si la i-ésima realizacién del experimento es un fracaso

Las X; son variables aleatorias discretas. También lo es el nimero de éxitos en n
ensayos.
S, =X1+Xo+...+ X,

Como ya vimos S, tiene distribucién binomial; S, ~ Bi(n, p)

P{S, = k} = b(k,n,p) = (Z)pkq"_k7 0<k<n
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i Como calcular la esperanza de la distribucién binomial?:

Método 1

Una forma de calcular la esperanza de S, seria usar directamente la definicién

E[Sn]zékP{Sn:k}:;)k(Z) k gk Zk(> ok

Para hacer esto, usamos un truco parecido al que usamos para la distribucién

geométrica:
n

(x+q)" =) <k)xkpkq" g

k=0

, N
np(px + q)" 1—Z<k>kxk Lpkqnk

k=1

derivando

Especializando en x = 1, como p 4+ g = 1, vemos que

E[S)] = np
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i Como calcular la esperanza de la distribucién binomial?:

Método 2

Como
Sh=X1+Xo+...+ X,

donde las X; son las variables aleatorias de Bernoulli, entonces por la linealidad de
la esperanza

E[Sn] = E[Xl] + E[Xg] +...+ E[Xn] =np

Para su tabla de esperanzas

S, ~ Bi(n, p) = E[S,] = np

Fijense que si f, = 2 representa la frecuencia de éxitos en n ensayos, entonces
n

Elfal=p
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Monotonia de la esperanza

Proposicién (Monotonia de la esperanza)

© Si X es una variable aleatoria con esperanza finita y X > 0 con probabilidad
1, entonces E[X] > 0.

@ Sean X e Y variables aleatorias con esperanza finita. Entonces, si X < Y con
probabilidad 1, tenemos que E[X] < E[Y]

© Si X es una variable aleatoria acotada, entonces:

inf X < E[X] <supX
Q Q

© Si X es una variable aleatoria discreta con esperanza finita, entonces:

[EIX]| < E[IX]]
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Esperanza de una funcién de una variable aleatoria

Proposicién

Sean X una variable aleatoria discreta y ¢ : R — R. Entonces
E[p(X)] =D w(xi)P{X = xi}

siempre que esta serie sea absolutamente convergente.

Demostracidn.

Sea Y = (X)), y sean (y;) los valores de Y, entonces:

EVI=2 yiPlY =y} =2y > PIX=xY=y}

irp(xi)=y;

= Z@(Xi)P{X = xi}

(El reordenamiento se justifica usando la convergencia absoluta de la serie.) O
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Un ejemplo

Supongamos que S, ~ Bi(n, p) con n > 2,y que queremos calcular E[S?]. Segtin
la férmula anterior con ¢(x) = x>

E[S?] = Zk2P{S =k} = ZW( ) kqn=k.
Recordamos que
n
(px+q)" = (n)xkpkq" )
Derivando dos veces

ol Do+ @2 = 3 (7 )= 2yt
=2

y especializando en x = 1, tenemos eligiendo p(x) = x(x — 1)

n

n(n—l)p:Z(k)k(k—l)pk "=k = E[S,(S, — 1)]

k=2
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Un ejemplo (2)

pero por la linealidad de la esperanza
E[Sn(sn - 1)] = E[SI% - Sn] = E[SS] - E(Sn)
y ya vimos que E[S,] = np entonces ,

E[S2] = E[Su(Sn — 1)] + E[Sa] = n(n — 1)p + np = n%p
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Vectores aleatorios

Esta propiedad se puede generalizar a funciones de vectores aleatorios. Este
concepto es una generalizacién natural del de variable aleatoria discreta:

Definicidon

Un vector aleatorio discreto n-dimensional es una funcion X : Q — R” tal que
Im(X) sea finita o infinita numerable, y P{X = x} sea un evento para todo

x € R". Dar un vector aleatorio discreto X = (X1, Xa,...,X,) es equivalente a dar
n variables aleatorias discretas xy,xp, ..., Xp

Con esta terminologia tenemos [con la misma demostracién de antes]:

Proposicién

Sean X un vector aleatorio n-dimensional y ¢ : R" — R, entonces
Elp(X)] = o(x)P{X = x}

donde x; recorre la imagen de X, siempre que esta serie sea absolutamente
convergente.

— = = _ _ 7
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Variables Aleatorias discretas independientes

Definicion

Sean X e Y dos variables aleatorias discretas definidas en un mismo espacio
muestral. Diremos que son independientes, si para cada x;, y; los eventos

{X = x;} e{Y =y;} son independientes, es decir de acuerdo a la definicién de
eventos independientes si,

P{X=x,Y =y} =P{X=x} PY=y}

Observacion: Remarcamos que esta definicién solamente se aplica a variables
discretas, cuando generalicemos esta nocién a variables aleatorias no discretas,
nos veremos en la necesidad de adoptar una definicién diferente.
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Funciones de variables independientes

Proposicién

Si X e Y son variables aleatorias discretas independientes, y f,g : R — R son
funciones, entonces Z = f(X) y W = g(Y') también son variables aleatorias
discretas independientes.

Demostracion.

Calculemos la distribucién conjunta de Z y W:

P{Z=2z,W=w}= > P{X=x,Y =y}
x,yif(x)=z,g(y)=w

= > P{X =x}P{Y =y}

x.y:f(x)=2z,g(y)=w

= Y P{X=x Y P{Y=y}| =P{Z=2}P{W=w}

x:f(x)=z yg(y)=w
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Esperanza e independencia

Proposicién

Si X e Y son variables aleatorias discretas independientes con esperanza finita,
entonces:

E(XY) = E(X)E(Y)

Demostracidn.

EIXY] =) xiyiP{X =x,Y =y} => xiyiP{X = x}P{Y = y;}

ij ij

(ZX,'P{X = x,-}> ZyjP{Y =y} | = E[X]E[Y]

Observacion: En el caso en que X e Y toman infinitos valores, la aplicacién de la
propiedad distributiva, esta justificada por el hecho de que las series que
intervienen son absolutamente convergentes, por hipdtesis. ]
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Un ejemplo

En el esquema de ensayos de Bernoulli las variables X; las variables aleatorias de
Bernoulli X; : 2°° — R dadas por

X — 1 sila i-ésima realizacién del experimento es un éxito
! 0 sila i-ésima realizaciéon del experimento es un fracaso

son variables independientes. Entonces

EIXiX)] = E[X]E[X]] = p-p = p?
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Funciones convexas

Definicidon

Sea | = [a,b] C R un intervalo y f : | — R una funcién. Diremos que f es
convexa, si dados x1,x € | y a € [0, 1], se verifica que:

flaxi + (1 — a)x) < af(xi) + (1 — @)f(x)

Observacién: Si f es de clase C?, entonces f es convexa, si y sélo si f"(x) > 0.

Observacion: Una funcién convexa en R es necesariamente continua. Ademds es
posible probar que su derivada f'(x) existe salvo quizds para un conjunto a lo
sumo numerable de valores de x, y que f' es creciente.

Ejemplos: f(x) = |x|Psi p > 1, f(x) = &, f(x) = |x|
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Funciones convexas: Grafico de la definicién
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Combinaciones convexas

Una combinaciéon convexa de los x; es una combinacion lineal

n
5 QX
i=1

enlaque0<o;y> " aj=1

Ejercicio (de induccién)

Si f : R — IR es una funcién convexa y Y., a;x; es una combinacién convexa,

entonces:
n n
f ZQ;X; S Za,-f(x,-)
i=1 i=1
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Desigualdad de Jensen

Proposicién (Desigualdad de Jensen)

Si g : R — R es una funcion convexa, entonces:

g(E[X]) < E[g(X)])

en los siguientes casos: si X es no negativa y g(x) > 0 parax >0, osi X y g son
arbitrarias y E(|g(X)|) < oo.
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Demostracion

Hagamos la demostracién primero, en el caso que X toma sdlo finitos valores. Sea
pi = P{X = x;}. Entonces

n
E[X] = E PiXi
i=1
es una combinacién convexa de los valores de X. Como X es una funcién convexa,

g(E[X]) = Zp,x, <Zp, x) = E[g(X)]

Si X toma un ndmero numerable de valores, x; con probabilidades p;, entonces
hacemos lo siguiente: para cada n € N definamos,

n
= Z pi
i=1

y notamos que

es una combinacién convexa.
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Demostracién (2)

Entonces, coOmo g €s convexa:

g( x,><z"' %)
i=1

Cuando n — +00, tenemos que s, — 1. Entonces, utilizando la continuidad de g,
obtenemos que:

E[X] (ZPR@) < ZP! X, E[g(X)]
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Parte |l|

Momentos y Varianza
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Definicién
Sea X una variable aleatoria (discreta). Definimos el k-ésimo momento de X

entorno de b como E[(X — b)]. El k-ésimo momento absoluto entorno de b se
define como E[|X — b|*].

Ejemplo: Antes calculamos que si n es el nimero de éxitos en n ensayo de Bernulli
E[S?] = E[|Sa|?] = n?p. Esto da su segundo momento en torno al origen.
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Algunas observaciones:

Q Si E[|X]"] < 0oy 0<s<t, entonces E[|X|*] < +oo. En efecto segiin la
desigualdad de Jensen,
(EIXIDP < E[IX]]
donde p = £ > 1. Es mds, vemos que:
@ E[|X|P]*/P es una funcién creciente de p.
O Si E[|X|P] < +o0o y E[|Y|P] < +00 entonces E[|X + Y|P]/P < +o0

Demostracion.

X+ YIP < (IX]+[Y])P < (2max|X],[Y])?
< 22max(|X[P, |Y[P) < 2°(1X[P + [ YIP)

Por lo tanto,
E[IX + Y|P < 2P(E[IX[P] + E[|Y[P]) < +o0
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Algunas observaciones (2)

@ En consecuencia, el conjunto
LA(Q, &, P) = {X : Q — R variable aleatoria discreta : E[|X|?] < +oo}

(siendo R = R U {4c0}) es un espacio vectorial.

@ Si p > 1, es posible probar que
1
1Xlp = ETIXIPT?

es una norma en dicho espacio.

En lo sucesivo, nos van a interesar especialmente dos clases LP:

LL(Q) = {X :Q — R : variable aleatoria (discreta) con esperanza finita}

[3(Q) = {X : Q — R : variable aleatoria (discreta) con segundo momento finito}
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Un ejemplo

Notemos que L% C L por lo anterior. Veamos un ejemplo de una variable aleatoria
que estd en L}, pero no en Lg: Consideramos un espacio muestral numerable

Q:{wl,wz,...,w",...}
en el que
1
P = ——
fen} n(n+1)

Verifiquemos que esta asignacién efectivamente define una distribucién de
probabilidades en Q:

Splan =3 et =3 [F- g =

(serie telescépica). Definamos la variable aleatoria X : Q — R, dada por
X(wn) = 4/n. Entonces,

oo

=1
E(X) = X(wn)P{wn} Z o + 1) <D —p <t
n=1 n=1 n=1
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Un ejemplo (2)

pero
E(X?) =) X(wn)?Plwn} =D n(ni 0 ) n i 1= T
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Varianza

Definicidn
El segundo momento de X entorno de su media se llama la varianza (o
variancia?) de X, es decir:

Var(X) = E[(X — E(X))?]

Por lo anterior Var(X) < +oo si y sélo si el segundo momento de X es finito, es
decir si X € L3.

?Segln el diccionario de la RAE, ambas grafias son aceptables.

Como veremos la proxima clase, la varianza mide cuanto puede alejarse X de su
esperanza o valor medio. Si var(X) es pequefa significa que la distribucién de X
estd muy concentrada cerca de su esperanza. Es un pardmetro de dispersién.
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Varianza de una indicadora

Sea A un evento con probabilidad p, e /4 su indicador. Calculemos su varianza. Ya
vimos que:

Ella] = P(A) =p
En consecuencia:
Var(la) = E[(la — p)?)
La distribucién de probabilidades de (/4 — p)? es:
(Ia — p)? = (1—-p)®> siocurre A (con probabilidad p)
ATP) = p? sinoocurre A (con probabilidad g =1 — p)

En consecuencia,

Var(la) = (1= p)’p+ p*(1 — p) = p— p* = pq
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Propiedades de la variancia

Proposicién

@ Si X = c es constante, entonces Var(X) = 0.
Q Var(aX + b) = a*Var(X).

Demostracién.
Si X = c es constante, E[X] = ¢ luego Var(X) = E[0] = 0.

E[aX + b] = aE[X] + E[b] = a- E[X] + b

Var(aX + b) = E[((aX + b) — (a- E[X] + b)]?]
= E[(aX — aE(X))?] = E[*(X — E(X))*] = 2E[(X — E(X))’]
= a’Var(X)

O

v
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