LA TRANSFORMADA DE FOURIER

PABLO DE NAPOLI

VERSION PREVIA 0.3.1 - APUNTE en ELABORACION

Advertencia: El siguiente apunte constituye una introduccién elemental y mu-
chas veces heuristica a la transformada de Fourier. No se intenta dar pruebas riguro-
sas de los resultados, ya que muchas demostraciones requieren utilizar conocimien-
tos de la teoria de la integracién que estan fuera del nivel del curso de Matemadtica
4. Haremos algunas observaciones al respecto en las notas al pié de pagina.

1. DEFINICION DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER

Definicién: Definimos el espacio L!(R) como el conjunto de las funciones f :
R — C tales que f es (absolutamente) integrable!, es decir:

| U@l < o0

Definicién: Si f € L'(R) definimos su transformada de Fourier (para w € R)
mediante la férmula

fo = [ sweis

Obs: Algunos libros utilizan otras definiciones ligeramente diferentes de la transfor-
mada (por ejemplo con €** en lugar de e~ u otras constantes de normalizacién).

Como veremos la transformada de Fourier puede considerarse como el concepto
andlogo de la serie de Fourier para funciones no periodicas.

Ejermplos de calculo de la transformada de Fourier.

Example 1.1. : Consideremos la funcién

f(x):{(l) si € [—a,d

si no

(esta funcién se denomina la funcién cardcteristica del intervalo [—a,a]). En-
tonces es muy facil calcular su transformada de Fourier, aplicando directamente
la definicién.

INo precisaremos en este apunte el significado de la palabra “integrable” contentdndonos con
decir que la integral de —f(x)— existe en algtn sentido. En realidad, para desarollar con toda
generalidad y rigor la teorfa se requiere la integral de Lebesgue. De ahi el nombre del espacio L.
Mencionemos que para la teoria de la integral Lebesgue resulta equivalente afirmar que f(x) y
| f(z)| son integrables.
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Example 1.2. : En muchos casos, las transformadas de Fourier pueden calcularse
utilizando las técnicas de variable compleja. Por ejemplo, en el ejercicio 7 de la
practica 7, hemos calculado la transformada de Fourier de una funcién gaussiana y
hemos visto que resulta ser otra funcién gaussiana: si f(z) = e~ba’ (b > 0) entonces
flw)=Fe/

2. LA FORMULA DE INVERSION

La propiedad mas importante de la transformada de Fourier es que es posible
reconstruir f a partir de su transformada, mediante la llamda férmula de inver-
sién:

1 [ . :
f@) =5 [ Fwledo

Es posible demostrar que dicha féormula es cierta siempre que f y f estén ambas
en el espacio L'2. Daremos solamente una justificacién heurfstica de esta férmula.
Advertimos sin embargo al lector, que este argumento no constituye una justi-
ficacion rigurosa de la férmula de inversién.

Para ello, consideremos para cada L > 0 la funcién L—periddica f, que llamamos
la periodizada de f de periodo L definida especificando que:

fLl@) = f(a)siz € [~L/2,L/2)
y extendiéndola en forma L-periodica. Entonces la serie de Fourier de f establece
que (bajo ciertas hipGtesis sobre f ) se tiene que :

(1) fol@) =3 an e e

n€e”Z
donde los coeficientes de Fourier vienen dados por:

I 2
O = —/ fl@e T dx
L) 1)

Queremos hacer que L tienda a infinito en esta expresion. Para ello notamos que
los puntos:
2T
Wp = f'ﬂ
estan equiespaciados a distancia 2% Entonces escribamos la serie de de Fourier
como:

@) ful@) = 5= 3 sl
nez

2En realidad, con dichas hipédtesis, la férmula resulta cierta para casi todo x, es decir salvo
quizds para los valores de x en un conjunto de medida nula.
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siendo

L/2 ‘
ar(w) = / f(z)e "% dx

—L/2
Cuando L — oo,y (w) converge a la integral impropia

f = [ sweris

mientras que (2) puede pensarse como una suma de de Riemman para la integral
impropia:

1 L

1Wn T
n d
), ar(wn)e w

que cuando L — ococonverge (formalmente) a

o |t

por lo qué cuando L — ocobtenemos formalmente la férmula de inversién.

f@) =57 [ Fe=ds

Como consecuencia de la férmula de inversion, introducimos la siguiente definicion.
Definicién: Si f € L'(R), definimos su anti-transformada de Fourier por

fa) = 5 / F(w)e ™

Las propiedades de la transformada y la antitransformada de Fourier son comple-
tamente similares. Notemos que

== [ " f@e e do = Fa)

por lo que el cilculo de una anti-transformada siempre puede reducirse al de una
transformada.

3. LA IDENTIDAD DE PLANCHEREL

Otra propiedad importante de la transformada de Fourier es la identidad de
Plancherel:

®) | s = o [~ 1P

— 00
Podemos nuevamente, dar una justificacion heuristica de esta férmula mediante el
siguiente argumento: la identidad de Parseval para las series de Fourier aplicada a
(1) establece que

L2
L] @l =3 e

—-L/2 nez
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De nuevo queremos hacer que L — ocen esta férmula. Para ello la reescribimos
como

L/2 1 27
[ if@Pds= 53" Fate)P

—L/2
y notamos que

es una suma de Riemman para la integral impropia

| e

— 00

por lo que cuando L — ocoobtenemos formalmente la identidad de Plancherel (3).

4. RELACION ENTRE LA DERIVADA Y LA TRANSFORMADA DE FOURIER

Veremos a continuacién dos importantes propiedades que relacionan la derivada
con la transformada de Fourier.

Proposition 4.1. [Transformada de una derivada] Si f € L*(R)es tal que f'(z) €
LY(R) y Umyy) 400 f(x) = 0, entonces

fr(w) = iw - f(w)

Dem: Integrando por partes, tenemos:
R R
[ r@e s = gl - [ pa)iwe s
—-R -R
Como suponemos que lim|,|_, 1 o f(z) = 0, en el limite cuando R — oo, obtenemos:

o= [ ra@e = [ facwe i =i )

Proposition 4.2. [Derivada de una transformada] Si f € L'(R) es tal que xf(z) €
LY(R) entonces, su transformada de Fourier f(w)es derivable y se verifica

d - —

4 jw) = i)
Dem: Utilizando la hipéteisis de que xf(x) € L*(R) es posible justificar que es
licito derivar la integral

~ o .
f)= [ faeds
— 00
respecto del pardmetro w bajo el signo de integral®, por lo consiguiente

—

d o . —trw — ;
= (w) = / (—iz)f(x)e dr = (—iz) f()

—00

3De hecho, como zf(z) € L'(R) se tiene que la integral impropia 22 (—iz) f(z)e™*wdx es
uniformemente convergente respecto al pardmetro w (por un resultado andlogo al test de
Weierstrass, para integrales impropias). Esto permite justificar la derivacién bajo el signo de
integral.
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5. CONVOLUCION. OTRAS PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA

Definition 5.1. Si f,g € L*(R) son dos funciones integrables, definimos su con-
volucién (notada f * g ) mediante la férmula:

(f*g)(z / fyg(z —y)dy

Veremos a continuaciéon una propiedad que relaciona la convolucién con la trans-
formada de Fourier:

Proposition 5.2. Si f,g € L'(R) entonces:
Fxg9="Fg

Demostracion: Por la definicion de la transformada,

Frglw / [/ fly —y) dy} e dy

En esta integral cambiamos el orden de integracion®:

o) = [ [ twate - e ay -
= /O:o f) [/Zg(w —y) e”“’dx} dy

En la integral interior hacemos el cambio de variable z = x — y, obtenemos:

[ s emea)
= /_Z fly)e v [/_Z 9(2) e‘mdw} dy
| sweta | [ o e = i)

6. APLICACION A LA RESOLUCION DE LA ECUACION DEL CALOR

La transformada de Fourier es una herramienta muy 1til para la resolucién de
ecuacions diferenciales parciales. Consideramos como ejemplo la ecuacion

Ut = Ugy
conocida como la ecuacién del calor. Aqui u = u(x,t) es una funcién de las variables
x e y. Buscaremos una solucién que satisfaga la condicién inicial

u(z,0) = up(x)
Para determinar la solucién utilizando la transformada de Fourier, transformamos
u en la variable x (pero no en la variable ¢):

1Esto puede justificarse utilizando el teorema de Fubini, porque la integral do-
— . o )
ble [ [ f(y)g(z — y)e ™™ dydx es absolutamente convergente: [ [ |f(y)g(z —

" _m,dydz_[f_ F@)dy] [/ l9@)ldy] = 11z llgll 1 -
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(w,t) = / u(z, t)e” *“dr

Como transformamos en la variable x.
UAJJ(w)t) = (_iw a(w7t)
u/\m(w,t) =—w ﬂ(wat)
mientras que:
ot > Ju - du
—(w,t) = —(z,t)e” " dr = —(w,t
T /_Ooat(x Jem M dr = G w.t)

por lo que aplicando la transformada de Fourier a ambos miembros de la ecuacién,
deducimos que:

—(w,t) = —w?i(w,t)

Esta es una ecuacién ordinaria (porque sélo aparece la derivada respecto a la va-
riable t). La solucién viene dada por:

a(w,t) = a(0,t)e "t
y utilizando la condicién inicial:

W(w, t) = ip(0)e~"
El objetivo es calcular ahora la anti-transformada de . Para ello notemos que si
definimos la funcién

1 e
Ki(z) = 2\/56 /4t

entonces (por el ejemplo 1.2 con b = §;) tenemos que f(\t(w) = ¢~ Utilizando la
propiedad que relaciona la transformada de Fourier con la convolucién, vemos que
podemos escribir a la solucién ug en la forma:

u(z,t) = (ug x Kt)(x)
La funciéon K; se conoce como el nucleo del calor. Utilizando la definicién de la
convolucién, podemos escribir u explicitamente en la siguiente forma:

1 o )2
u(z,t) = m/ uo(y)e™ TV My
—0o0



