
Cálulo de la Transformada de Fourier de lafunión gaussiana utilizando variable ompleja21 de junio de 2006Ejeriio 3 - Prátia 7Probar que
∫

∞

−∞

e−x2

dx =
√

πPara alular el valor de esta integral, utilizamos un truo de análisis II: vamosa relaionar el valor de esta integral on el valor de la integral doble impropiasobre todo el plano
I =

∫ ∫

R2

e−x2
−y2

dx dyPor un lado, podemos pensar esta integral omo el límite onforme L → ∞ dela integral sobre el uadrado CL = {(x, y) ∈ R2 : −L ≤ x ≤ L,−L ≤ y ≤ L}.Entones
I = ĺım

L→∞

∫ ∫

CL

e−x2
−y2

dx dyY podemos alular esta integral en oordenadas arteianas, utilizando el teo-rema de Fubini
I = ĺım

L→∞

(

∫ L

−L

e−x2

dx

)(

∫ L

−L

e−y2

dx

)

= ĺım
L→∞

(

∫ L

−L

e−x2

dx

)2

=

(
∫

∞

−∞

e−x2

dx

)2Por otro lado el valor de I puede obtenerse omo el límite de la integral en losírulos CRde radio R entrados en el origen
CR = {(x, y) ∈ R

2 : x2 + y2 ≤ R2}(Como el integrando es positivo, es posible probar que el valor de la integralimpropia obtenido por ambos proesos de límite, debe ser el mismo). Entones:1



I = ĺım
R→∞

∫ ∫

CR

e−x2
−y2

dx dyy podemos alular failmente esta integral utilizando oordenadas polares:
I = ĺım

R→∞

∫ R

0

∫ 2π

0

e−r2

r dr dθHaiendo la sustituión u = r2 tenemos que:
∫ R

0

e−r2

r dr =

∫ R

0

e−u du

2
=

1

2
(1 − e−R)y uando R → ∞vemos que:

I = πComo los valores de I alulados por ambos proedimientos deben oinidir,deduimos que:
(
∫

∞

−∞

e−x2

dx

)2

= πy tomando raíz uadrada, obtenemos el resultado busado.Obs: Si haemos el ambio de variable x =
√

bu, podemos deduir que:
∫

∞

−∞

e−bu2

du =

∫

∞

−∞

e−x2 du√
b

=

√

π

bEjeriio 7 - Prátia 7Calular la integral de Gauss
∫

∞

−∞

eiax−bx2

dxsiendo a, b > 0 reales, ompletando uadrados en el exponente y apliando elteorema de los residuos en retángulo on vérties −R, R , R − b
2a i , −R − b

2a i(ver �gura en la prátia). Llamemos h = a
2ba la altura de diho retángulo.Comenemos omo die el enuniado, ompletando uadrados en el expo-nente:

ia − bx2 = b

[

(ix +
a

2b
)2 − a2

4b2

]Por onsiguiente, 2



∫

∞

−∞

eiax−bx2

dx =

∫

∞

−∞

e−a2/4beb(ix+ a

2b
)2dx = e−a2/4b

∫

∞

−∞

e−b(x−ih)2dx (1)Consideramos la funión f(z) = e−bz2 . Diha funión es entera (holomorfaen todo el plano omplejo). Por lo tanto, por el teorema de Cauhy la integralsobre todo el ontorno se anula. Diha integral se ompone de uatro integralesa lo largo de ada uno de los lados del retángulo:
0 =

∫

−R

R

e−bz2

dz +

∫

−R−ih

−R

e−bz2

dz +

∫ R−hi

−R−hi

e−bz2

dz +

∫ R

R−hi

e−z2

dz(Hemos esrito las integrales siguiendo la orientaión del ontorno que apareeen la prátia)Entones, parametrizando ada lado del retángulo y apliando la de�niiónde la integral, tenemos que:
0 = −

∫ R

−R

e−bx2

dx+

∫ h

0

e−b(−R−yi)2(−i)dy+

∫ R

−R

e−b(x−hi)2dx−
∫ h

0

e−b(R−yi)2(−i) dyPor lo tanto si podemos probar que la suma de las integrales sobre los ladosvertiales del retángulo
V (R) =

∫ h

0

e−b(−R−yi)2(−i)dy −
∫ h

0

e−b(R−yi)2(−i) dytiende a ero, obtendremos en el límite uando R → +∞, que:
∫

∞

−∞

e−b(x−hi)2dx =

∫

∞

−∞

e−bx2

dx =

√

π

by por onsiguiente utilizando (1). onluimos que el valor de la integral Gausses:
∫

∞

−∞

eiax−bx2

dx =

√

π

b
e−a2/4b (2)Resta probar que V (R) → 0 uando R → ∞: para ello desarrollemos los ua-drados de binomios que apareen en los exponentes

V (R) =

∫ h

0

e−bR2
−2bRyi+by2

(−i)dy −
∫ h

0

e−bR2+2bRi+by2

(−i) dy

V (R) = e−bR2

∫ h

0

[

e−2bRyi − e2bRyi
]

(−i)eby2

dyAhora, reordando la fórmula de Euler:3



sin t =
eit − e−it

2ideduimos que:
|V (R)| ≤ e−Rb2

∫ h

0

|sin (2bRy)|eby2 ≤ e−Rb2
∫ h

0

eby2

dy → 0uando R → +∞, omo queríamos ver.Obs 1: Cambiando a por −a, es fáil ver que (2) ontinúa siendo verdaderaen realidad, también para valores negativos de a.Obs 2: Reordamos que si f : R → Ces una funión integrable, se de�ne sutransformada de Fourier mediante la fórmula:
f̂(ω) =

∫

∞

−∞

f(x)e−ixωdxEntones la fórmula (2) establee que la transformada de Fourier de una funióngaussiana es una funión del mismo tipo: si f(x) = e−bx2

(b > 0) entones
f̂(ω) =

√

π

b
e−ω2/4b

4


