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1. La ecuaciéon de Laplace

Consideramos el siguiente problema: encontrar una funciéon v = u(z,y) que
sea armonica (esto es: que resuelva la ecuacion de Laplace, Au = gy +uy, = 0)
en el semiplano

RY = {(z,y) € R" 1y > 0}
v que tome valores prefijados en la frontera:
u(z,0) = uo(x)

donde ug : R — R. Este problema se conoce como Problema de Dirichlet
para la ecuaciéon de Laplace en un semiplano.

Para resolver esta ecuacion, consideramos la transformada de Fourier de la
funcién u en la variable z, es decir:

a(w,y) = / u(z, y)e~ " da

— 00

Utilizando las propiedades de la transformada de Fourier', podemos transformar
las derivadas de u que aparecen en la ecuacién diferencial: las derivadas en la
variable x se transforman en una multiplicacién

u/\m(wvy) = (iw)2ﬁ(wa y) = —UJQ’G,((U,y)
mientras que derivando bajo el signo de integral, obtenemos que:

Uyy(@,y) = (@)u(w,y)

(Como no estamos transformando en la variable ¢, las derivadas respecto a ¢
conmutan con la transformada de Fourier). La ecuacion transformada queda:

1Haremos la hipotesis provisional de que la funcién incégnita u sea la suficientemente
buena, como para que todas las manipulaciones formales que realizaremos sean correctas.



7"‘)2&(“}; y) + (ﬁ)tt(wa y) =0

Esta es una ecuacién ordinaria, ya que solo aparecen las derivadas respecto a
la variable y de la funcion incoégnita @ (w sélo interviene como un parametro).
Podemos expresar la solucion general de esta ecuacion de la siguiente forma:

i(w,y) = c1(w)e™Y + co(w)e*?

donde las constantes ci, co seran funciones del parametro w.

Recordemos que segtn el lema de Riemman-Lebesgue, la transformada de
Fourier de cualquier funcién integrable tiende a cero cuando |w| — 4o00. En
consecuencia, para que 4(w,y) — 0 cuando w — oo resulta razonable suponer
que 7 es de la siguiente forma:

N _f a)e™¥ si w>0
lw,y) = { co(w)e*?y s w<0

Podemos expresar esto en una séla formula de la siguiente manera:
o —_ —Yy|w
i(w,y) = c(w)e V!

Podemos determinar la funciéon ¢(w) utilizando la condicién de contorno: u(z,0) =
uo(x). De hecho como estamos transformando en la variable z, debemos tener:

(x,0) = p(x)

y en consecuencia: ¢(w) = Go(x). Por lo que podemos expresar la transformada
de la solucién de la siguiente manera:

i(w,y) = tig(w)e V!

Nuestro objetivo serd ahora anti-transformar esta expresiéon, para obtener la
solucién u buscada.

Para anti-transformar un producto recordamos que la transformada de Fou-
rier transforma la convolucion en producto:

Frgw) = fw)jw)

En nuestro caso, la solucién se extresard entonces, en la forma de una convolu-
cién entre el dato inicial upy una funcién P,que queremos encontrar tal que:

—

Py(w,y) = eVl (1)

del siguiente modo:

u(z,y) = (uo * Py)(x) (2)



Para encontrar la funcion Py, recurrimos a la tabla de transformadas de Fourier,
donde leemos que:

—

1

=
xr

La funcién que queremos anti-transformar e~“!¥ es muy similar a esta funcion
salvo por una dilatacion (cambio de escala). Por ello, nos sera ttil analizar como
cambia la transformada de Fourier cuando cambiamos la escala:

Sea f € L'(R) y notemos fo(2) = f(£) donde a > 0. Entonces

faolw) = afa(w)
Demostracion: Por definicion de la transformada,

= [ (&) e

o0

y haciendo el cambio de variable u = z/a
faw)= [ r@eadu=Fiw) = a folw)

1

Aplicando este lema a la funcion f(z) = obtenemos que:

14+x2?
/‘2\
a _
L = el
a“ +x

o (utilizando la linealidad de la transformada):

—

1 a

_ ,—alw|
——— =
T a2+ x?

Volviendo a la ecuacion (1), y cambiando a por y vemos que esta es exactamente
la funcién P, que estdbamos buscando:

Ly
Py (IL’) = _ 5 2
TY* +
Esta funcién se conoce en la literatura matemética como el niicleo de Poisson.
Entonces volviendo a la ecuacion (2) podemos escribir explicitamente la solucion
obtenida como una integral:

) = (o x P)@) = - [ o)t yds

Esta férmula se conoce como férmula de Poisson para la solucién del problema
de Dirichlet en un semiplano. También podemos expresar esta integral como:



u(z,y) = %/00 uo(xfw)de

o Y2+ w?

(Haciendo un cambio de variable de la forma w = x — 2, o recordando que la
convolucién es conmutativa).

Notemos sin embargo, que tal como lo hemos planteado el problema de
Dirichlet no posee soluciéon tinica. De hecho, si u es una solucién, cualquier
otra funcion de la forma u(x,y) + cy para alguna constante ¢ serd también una
solucion.

Lo que sucede es que se trata de un problema en una regién no acotada
y para tener unicidad deberiamos imponer alguna condicién de frontera “en el
infinito”, por €j. es facil ver que la solucién dada por la formula de Poisson (si
ug € L(R)) verifica que

u(z,y) — 0 cuandoy — 400

2. La ecuacion de Ondas

(Falta escribir esta parte)



