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Capitulo 1

Teoria de la medida en R¢

En este capitulo, desarrollaremos la teoria de la medida de Lebesgue en el espacio euclideo
d-dimensional®

R = {z = (z1,72,...,74) : 7; € Rparai=1,2,...,d}

Nuestro objetivo es asignarle a cada conjunto £ C R (de una cierta clase que vamos a definir,
que llamaremos la clase de los conjuntos medibles), un ntimero m(A) (su medida de Lebesgue) que
generalizara las nociones intuitivas de longitud (en d = 1), 4rea (en d = 2) y volumen (d = 3).

Realizaremos esta construccion en varias etapas, extendiendo la nocién de medida a clases cada
vez mas generales de conjuntos, comenzando por los intervalos.

Existen dos notaciones usuales para la medida de un conjunto m(E) o |E|, que usaremos indis-
tintamente. La primera de ellas tiene la ventaja de hacer claro que la medida es una funcién que se
aplica a conjuntos (en una clase determinada). Cuando querramos hacer explicita la dependencia
de la dimensién, lo indicaremos con un subindice como mq4(FE).

Nota sobre la bibliografia: La presentacién que he elegido sigue esencialmente mis notas del curso
del profesor N. Fava, con quien yo cursé la materia, por lo que una referencia recomendada es el libro de N.
Fava y F. Z6 [FZ96]. El principal mérito de esta construccién, en contraste con el de otras presentaciones
maés abstractas de la teoria, es el de tener un claro significado geométrico, por lo que creo que es mas facil de
comprender para los estudiantes. El cldsico libro de Wheeden y Zygmund [WZ77] presenta una construccién
similar, quizas algo mds directa (aunque omite algunos detalles).

1.1. Intervalos en la recta:

Definicién 1.1.1 Los intervalos de la recta real R = R son los conjuntos de los cuatro tipos
stguientes:

[a, b)) ={x e R:a <z <b}

(a,)) ={r eR:a <z <b}

[a,b) ={x €R:a <z <b}

1Reservaremos en lo sucesivo la letra d para la dimensién del espacio.
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(a,b)={zeR:a<z<b}

siendo a,b numeros reales con a < b. En cualquier caso la medida de un intervalo I se define por:
m(I)=b—a

Propiedades de los intervalos de la recta

1.
2.

El conjunto vacio es un intervalo: () = (a,a)
La interseccién de dos intervalos es un intervalo?.

La diferencia de dos intervalos I; y I se puede escribir como unién de dos intervalos Jy y Jo

disjuntos:
Il—IQZJlLJJQ con JlﬂJQZQ)

4. La tnica manera de escribir un intervalo como unién de k intervalos disjuntos consiste en

elegir k puntos interiores de subdivisién (esto es: una particién del intervalo).

5. Consecuencia: (Aditividad de la medida) Si un intervalo se escribe como unién finita de

intervalos disjuntos
I=LULU...UI

entonces
m(I) =m(l) +m(l) + ...+ m(ly)

1.2. Intervalos en R¢

Definicién 1.2.1 Un intervalo en R? es el producto cartesiano de d intervalos lineales:

don

I=L xLx..xIj={zeR:2;€l;(1<j<d)}

de los I; son intervalos de R. Si todos los I; son cerrados, I es un intervalo cerrado. Si todos

los I; son abiertos, I es un intervalo abierto.

Observacién: La representacién de un intervalo en R? como producto cartesiano de intervalos

line

ales es tnica (salvo para el intervalo vacio).

Propiedad 1.2.2 La interseccién de dos intervalos de R es un intervalo de R2.

Demostracién: Sean I,.J intervalos de R? entonces se escriben como producto cartesiano de d
intervalos lineales:

I=I) xIrx...x1I4
J=J1 x Jy x ... x J4

entonces:

IﬂJZ(Ilﬁjl)X(IQQJQ)X...X(IdﬂJd)

Como I; N Jy, I, N Ja, ..., 14N J4q son intervalos de la recta, I N J es un intervalo en RY. O

2Para que esto sea cierto sin excepciones es necesario considerar al conjunto vacio como un intervalo.
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1.3. Conjuntos Elementales

Definicién 1.3.1 Un conjunto elemental es un conjunto que puede representarse como union
de un numero finito de intervalos disjuntos:

donde los I; son intervalos disjuntos de RY.
Propiedad 1.3.2 Si A y B son conjuntos elementales, también lo es AN B.

Demostracion: Sean A, B conjuntos elementales

n
A=JL
=1

donde los I}, son intervalos disjuntos de R¢

donde los J; son intervalos disjuntos de RY. Entonces:

n m
AnB=JJ @nJy
i=1j=1
y los conjuntos I; N J; son intervalos disjuntos = AN B es un conjunto elemental. d

Corolario 1.3.3 La interseccion de cualquier familia finita de conjuntos elementales es un conjunto
elemental.

Propiedad 1.3.4 Si A y B son conjuntos elementales disjuntos entonces AU B es elemental. (Es
una consecuencia obvia de la definicion.)

Propiedad 1.3.5 Si A es un conjunto elemental de R* y B es un conjunto elemental de R%2
entonces A x B es un conjunto elemental de R34z,

Demostracion: Sean:

A=JL

=1

donde los I} son intervalos disjuntos de R%

5-Us

j=1
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donde los J; son intervalos disjuntos de R%2. Entonces:
n m
AxB:ULJ@x%)
i=1j=1

Ademas la unién es disjunta, y I; x J; es un intervalo de R¥%92 = A x B es un conjunto elemental
de R%tdz O

Propiedad 1.3.6 Si I y J son intervalos de R?, entonces I —J es un conjunto elemental de R9,

Demostracién: Hacemos induccién en la dimensién d. Para d = 1 (en la recta) vale. Sid > 1y
suponemos que vale en R?~1, sean:

I=1I xIrx...x1I

J:J1><J2><...><Jd

donde I;, J; son intervalos de R. Podemos escribir esto como
I=IxI'J=JxJ

donde
I,:IQXng...XId_l

J =Jyx J3x ... x g1
son intervalos en R4~!. Tenemos que:
I—-J=[L—-J)xI'NMU[[;nJy) x (" —=J)]
donde
(L= J) x IIN[(LnJ) x (I'=J)] =0

Por la hipétesis inductiva, I’ — J' es un conjunto elemental de Re~!, y I, N J; es un intervalo
de R, entonces (I3 NJy) x (I’ — J') es elemental (por la propiedad 1.3.5). Por otra parte I; — J; es
unién de dos intervalos de la recta. Por la propiead 1.3.5, (I; — J1) x I’ es elemental = I — J es
elemental (por la propiedad 1.3.4). O

Propiedad 1.3.7 Si A y B son conjuntos elementales, entonces A — B es elemental.

Demostracion: Sean

A=JL

=1

donde los I; son intervalos disjuntos de R¢, y

5-Us

j=1
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donde los J; son intervalos disjuntos de R?. Entonces:

A-B=

-

I
-

(I; — B)

3

siendo la unién disjunta, y por la ley de De Morgan, tenemos que:
m
Li—B={()-J)
j=1

Cada I; — J; es elemental (por la propiedad 1.3.7), por lo tanto I; — B es elemental para cada i (por
la propiead 1.3.2), y en consecuencia, A — B es as{ mismo elemental (por la propiedad 1.3.4). O

Propiedad 1.3.8 Si A y B son conjuntos elementales, entonces AU B es elemental.

Demostraciéon: AU B = AU (B — A) siendo la unién disjunta. Por la propiedad 1.3.7 A — B es
elemental. En consecuencia, AU B es elemental (por la propiedad 1.3.4). O

Resumen: Si A y B son conjuntos elementales entonces también lo son ANB, AUBy A— B

Observacion 1.3.9 La diferencia simétrica de conjuntos elementales es elemental:
AAB=(A-B)U (B - A)

St consideramos la clase € de los conjuntos elementales con A como suma y N como producto
(E,A,N) es un anillo (en el sentido del dlgebra). Se dice que los conjuntos elementales forman un

anillo de conjuntos. El conjunto vacio es el cero de este anillo. El inverso aditivo de A es A ya
que AAA = 0.

Observacién 1.3.10 Un conjunto elemental es acotado (es union finita de conjuntos acotados).
Por lo tanto el complemento de un conjunto elemental no puede ser elemental (sino el espacio R?,
que es unidn del conjunto y su complemento, seria acotado).

1.4. Medida de intervalos en R¢

Definicién 1.4.1 Si [ = I} x Iy x ... x I3 es un intervalo en R? (siendo los I; intervalos en R)
definimos la medida (o volumen) de I por:

m(I) =m(l)-m(l2)---m(ly)
Observamos que m(P) = 0.

Teorema 1.4.2 (Aditividad de la medida de intervalos) Si un intervalo I se escribe como
union finita de intervalos disjuntos I;, la medida de I es la suma de las medidas de los I;:

n n

I= U I; (I; disjuntos) = m(I) = Zm(fz‘)

i=1 i=1
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Demostracién: Hacemos induccién en n (el nimero de partes en que se parte el intervalo). Su-
pongamos primero n = 2
Cuando un intervalo de R? se descompone como unién de dos intervalos disjuntos es porque se
parte uno de los lados.
Supongamos que I = J; X Jo X ... x Jg y que: Iy = HU L (siendo H,L intervalos disjuntos) de
modo que I = I; U I5 donde:
L=HXxJyx...xJy,

y
L=LxJyx...xJ,

Tenemos que:
m(I) =m(J1) - m(J2)---m(Jn) = (m(H) + m(L)) - m(J2) - m(J3) - - - m(Ja) =
=m(H)-m(Jz) - m(Js)---m(Jg) + m(L) - m(Jz) - --m(Js) - - - m(Ja) = m(I1) + m(I2)

Esto prueba el teorema en este caso.

Observemos que si I y J son intervalos disjuntos de RY, al proyectar sobre alguno de los ejes
tenemos que obtener intervalos disjuntos: Si

I=1 xIr x...x1I4

J:J1XJ2><...><Jd

entonces: INJ = (I1NJ1) x (IsNJ2) X ... x (I4N J4). Si para todo 7 fuera I; N J; # 0, entonces
INJ # (. Supongamos por ejemplo que I N Jr = @, entonces existe un hiperplano de ecuacién
xr = c que deja a I y J en semiespacios complementarios:

T < c, T > C

T < C,Tp > C

0 sea existen semiespacios complementarios S’ y S tales que I, C S’y Jp C S”.
Si H C R? es un intervalo, notaremos

H=HnS, H'=HNS"

entonces H' y H” son intervalos disjuntos, y se tine que H' ¢ Sy H" C S".[B

Utilizando estas ideas, vamos a demostrar el teorema: Supongamos n > 2, y que el teorema vale
para descomposiciones en n — 1 intervalos. Consideramos ahora, una descomposicién en n intervalos
disjuntos:

n
I= U I; (I; disjuntos)
i=1
Podemos claramente suponer que I; # () para todo ¢, sin perdida de generalidad. Como I; N Io =
existe un hiperplano de ecuacién z; = ¢ que deja a I; e I en semiespacios complementarios S’ y
S’

Tenemos que:
n n

I'=ins=Juns)=1

i=1 i=1
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donde la union es disjunta, y como I; C S’, deducimos que I1 = I e I/ = () pues Iy C S".
Anélogamente,

IHZIQSHZCJ ImS// UI//
=1

donde la unién es disjunta, e I' = I, I" = {).
Tenemos pues:
I'=[urjulyu...I,

I"=IJUljuIyuI!

que son dos descomposiciones en n — 1 intervalos disjuntos, y por lo tanto por la hipotesis
inductiva:

m(I') = m(Il1) + m(I) + m(I}) + ...+ m(I},)
m(I") = m(Izy) +m(I3) +m(Iy) + ... +m(I;)

Tenemos que I =I'UI" con I'NI" =0, luego m(I) = m(I') + m(I"), en consecuencia:
m(I) =m(Iy) + m(I5) + m(I}) + ...+ m(I)) + m(Ix) + m(I5) + m(I}) + ...+ m(I})

=m(l) +m(L) + (m(I) + m(I3)) + (m(1y) + m(I) + ... + (m(I3) + m(I})))
=m(lL)+m(l) + ...+ m(l,)
como queriamos demostrar. O

La aditividad es la propiedad clave de la medida que intentaremos mantener al extender la medida
a clases mas generales de conjuntos.

1.5. Medida de Conjuntos Elementales

Definicién 1.5.1 Si A = J;_, I; es un conjunto elemental (donde los I; son intervalos disjuntos
de R?) definimos su medida elemental m(A) (también notada a veces |A|) por:

<.
Il
_

es otra descomposcion de A como unién de intervalos disjuntos. Entonces, en virtud de la propiedad
distributiva,

&~

I

=~

D)
WCS

Qo
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Esta es una unién disjunta de intervalos. Por lo tanto, por la aditividad de la medida de intervalos,

=1 =1 j=1
Analogamente,
n m m n
Ji=U@mng) =Y m) =) minJ)
i=1 i=1 i=1 k=1
Por lo tanto: . .
Y mL) =Y m(J;)
i=1 j=1

En consecuencia, las dos descomposiciones dan el mismo valor para m(A).

Corolario 1.5.2 (aditividad) Si Ay, A, ..., A, son conjuntos elementales disjuntos y A = J,_, Ay
entonces: m(A) = > _, m(Ag).
Demostracion: Cada Aj serd unién de ny intervalos disjuntos I;:

Nk 2

Ay = U Ii = m(Ag) = Zm(fki)

i=1 i=1

Tenemos:

n Nk

A= U U Ij; (unién disjunta)
k=1i=1
luego
n Nk n
m(A) =Y m(Ik) =Y _ m(Ax)
k=1 i=1 k=1

Corolario 1.5.3 Si A y B son conjuntos elementales, y A C B entonces:

m(B — A) = m(B) —m(A)

m(A) < m(B) (La medida elemental es creciente)
Demostracién: Tenemos que:
B=AU(B - A) (union disjunta)

Luego,
m(B) =m(A)+m(B — A) = m(B — A) = m(B) — m(A)

Como
m(B —A) > 0= m(A) <m(B)
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Corolario 1.5.4 Si A y B son conjuntos elementales
m(AUB)+m(ANB) =m(A) + m(B)
Demostracién: Tenemos que:
A= (A-B)U(AN B)(unién disjunta)

Luego,
m(A) =m(A— B)+m(ANB)

Anélogamente,
m(B) =m(B — A)+m(ANB)

Sumando estas relaciones:
m(A) + m(B) =m(A— B) +m(B — A) +2m(AN B) (1.1)

Pero
AUB=(A-B)U(B—-A)U (AN B) (union disjunta)

luego
m(AUB)=m(A—-B)+m(B—-A)+m(ANB) (1.2)

De (1.1) y (1.2) deducimos que:

m(A) +m(B) =m(AUB)+m(ANB)

Corolario 1.5.5 (subaditividad)
m(AU B) < m(A) +m(B)
(yva que m(AN B) >0 ). Por induccién en k deducimos que:
m(A; UAsU...UAL) <m(Ar) + m(As) + ... +m(Ag)

Observacién 1.5.6 Sea I C R? un intervalo. Entonces, dado € > 0 existen un intervalo cerrado
F C I tal que m(F) > m(I) — ¢, y un intervalo abierto G D I tal que m(G) < m(J) + «.

Lema 1.5.7 Si A es un conjunto elemental y e > 0, entonces existen un conjunto elemental cerrado
F C A y un conjunto elemental abierto G O A tales que:

m(G) <m(A)+¢

m(F) >m(A) —¢
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Demostracién: Sea A = |J;_, I; (donde los I; son intervalos disjuntos de R%. Dado ¢ > 0, para
cada i con 1 < i < n, existen un intervalo cerrado F; C I; y un intervalo abierto G; D I; tales que:

m(F;) > m(I;) —

3o

m(G;) < m(L;) + <

Definimos entonces, los conjuntos F' y G por:

3

Desde luego, F' C A C G. F es cerrado por ser union finita de cerrados y G es abierto por ser unién
de abiertos.

Por otra parte, los F; son disjuntos por serlo los I; (los G; no tienen porqué serlo), en consecuencia
F' es elemental, y

n n

PILDEDS (m(r) - %) - zn:m(li) —e=m(d)—¢

i=1 =1

m(F) =

5 i=1

Notemos también que G es elemental por ser unién finita de elementales, y que:

m(G) < Zm(Gi) < Z (m(Ii) + %) = Zm([i) +e=m(A)+e

Esto prueba el lema.

O
Teorema 1.5.8 (o-subaditividad de la medida elemental) Sea A, Ao, ..., Ak, ... una suce-
sion infinita de conjuntos elementales y sea A un conjunto elemental tal que

o0
Ac | Ax
k=1

FEntonces:

m(A) <Y m(A)
k=1

Demostracion: Si la serie es divergente no hay nada que probar. Suponemos pues:

im(Ak) < 00

k=1

Dado € > 0, existe F' C A elemental cerrado tal que:

m(F) > m(A) —¢
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y para cada k € N, existe un G D Ay elemental abierto tal que:
€

Entonces,
FcAc|JArc Gk
k=1 k=1

F es un conjunto cerrado y acotado (estd incluido en A, que es elemental) y por lo tanto compacto,
y los G forman un cubrimiento por abiertos, luego existe un subcubrimiento finito, es decir: existe
un n > 0 tal que:

F C U Gy

k=1

En consecuencia,
m(F) <m (U Gk> <) m(Gy) < Z (m(Ak) + 2?) = Zm(Ak) +e
k=1 k=1 k=1 k=1
Resulta entonces que:
m(A) —c <m(F) <3 m(Ar) +e
k=1
o0 sea que:
m(A) —e <Y m(A) +e

k=1

Como € > 0 es arbitrario, obtenemos el teorema. O

Corolario 1.5.9 (o-aditividad de la medida elemental) Si un conjunto elemental A se des-
compone como la union numerable de conjuntos elementales disjuntos Ay:

entonces:

m(A) =Y m(Ap)

k=1
Demostracién: Por el teorema anterior, como
oo o0
Ac A= m(A) <) m(Ay) (1.3)
k=1 k=1

Por otra parte tenemos que

IN

OAkCA$m<0Ak> m(A)
k=1

k=1
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y como la unién es disjunta:

m (U Ak> = m(Ay) = > m(Ar) < m(A)
k=1

k=1 k=1

Cuando n tiende a infinito resulta:

> m(Ay) <m(A) (1.4)

k=1

(Notemos que la serie converge pues sus sumas parciales forman una sucesion creciente y acotada).
De (1.3) y (1.4) se obtiene el teorema. O

1.6. Conjuntos o-elementales

Definicién 1.6.1 Un conjunto o-elemental es el que puede representarse como una union nume-
rable de conjuntos elementales disjuntos:

U= GAZ'
i=1

Observacion 1.6.2 Si U = J;2, A; donde los A; son elementales (no necesariamente disjuntos)
= U es o-elemental. En efecto definamos una nueva sucesion B; poniendo:

n—1
Bl = AhBQ = A2 —Al,Bg = A3 —A1 U1427 Yy en geneman = An - U Ak
k=1

entonces:

(@

(o)
U= Ai:UBk
k=1

donde los By, son elementales pero ahora la union es disjunta. En consecuencia, U es o-elemental.

=1

Proposicion 1.6.3 Si U = Uzozl Uy, donde cada Uy, es o-elemental entonces U es o-elemental.
(La unién numerable de numerables, es numerable)

Proposicion 1.6.4 Si U y V son o-elementales, entonces U NV es o-elemental.
Demostracién: Sean

oo
v=|J4, V=B
j=1

donde los A;, B; son elementales. Entonces,
vnv={JUJ inB)
i=1j=1

Esta es una unién numerable de conjuntos elementales (por la propiedad 1.3.2), en consecuencia,
U NV es o-elemental. O
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Observacion 1.6.5 En cambio la interseccion numerable de conjuntos elementales puede no ser o-
elemental. Contraejemplo: el conjunto ternario de Cantor (definido en la prdctica 0). Este conjunto
no puede ser o-elemental pues, como tiene interior vacio, si lo fuera tendria que ser numerable.
Pero tiene la potencia del continuo. El mismo ejemplo prueba que el complemento de un conjunto

o-elemental puede no ser o elemental. En efecto, si C¢ denota el complemento del ternario de
Cantor, entonces C¢ es o-elemental, mientras que (C°)° = C no lo es. Se deduce que en general la
diferencia de dos conjuntos o-elementales, puede no ser o-elemental (pue C* =R —C.)

1.7. Medida de conjuntos c-elementales

Definicién 1.7.1 SiU =J2, A; (A elementales disjuntos) definimos su medida m(U) (a veces
notada también |U|) por:
U) = Zm(A
i=1

Esta serie no siempre converge (La medida de un o-elemental puede valer +00).

Hay que probar que esta definicién es correcta: Si
o0
= U B
j=1

es otra descomposicién de U como uniéon numerable de elementales disjuntos tenemos como antes:

A:G(A N B;) :>Zm :iimA N B;)
j=1 i=1 i=1 j=1

5= Uinm) = Yos) = 33 m(ain )
=1 j=1 Jj=11i=1

Dado que una serie doble de términos no negativos puede sumarse en cualquier orden sin que cambie
el valor de sus suma, siendo m(A; N B;) > 0; resulta que:

Z m(4;) = Z m(B

Por lo que ambas descomposiciones dan el mismo valor para m(U).
Teorema 1.7.2 Cualquier conjunto abierto en R? es o-elemental.

Demostracién: Sea G un abierto. Para cada punto x de GG existe un cubo abierto @), contenido
en G que lo contiene ( hay una bola centrada en x contenida en G, y dicha bola contiene un cubo).
Los cubos Q. forman un cubrimiento abierto de GG, y como R? es un espacio separable podemos
extraerle un subcubrimento numerable. O
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Teorema 1.7.3 (o-subaditividad para c-elementales) Si

siendo U,Uy, conjuntos o-elementales, entonces
o0
m(U) <) m(Us)
k=1
En particular, si U C V entonces, m(U) < m(V).

Demostracion: Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que

m(Uy) < +oo
k=1
Sean
U= U Aj  (Ay elementales disjuntos)
k=1
Uy = U By; (Para cada k : By; elementales disjuntos)
j=1

entonces

[0 oo o}
Arc U U B

k=1 k=1j=1

C8

U A c
k=1

Notemos que |J;_, Ay es un conjunto elemental que estd incluido en la unién de la sucesion infinita
de elementales By;. Por el teorema 1.5.8, deducimos que:

A(VEA B » SCHES e
k=1j=1 k=1
O sea . -
> om(Ay) < m(Uy)
k=1 k=1
Haciendo que n — oo resulta que:
Z m(Ag) < Z m(Ug)
k=1 k=1

(La serie del primer miembro converge por formar sus sumas parciales una sucesién creciente y
acotada). Pero, por definicién, esto es:

U) < i m(Uk)
k=1
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1.8. Medida exterior de Lebesgue

Definicién 1.8.1 Dado un conjunto E C R?, definimos su medida exterior (de Lebesgue) notada
me(E) como el infimo de las medidas de los o-elementales que incluyen a E:

me(E) = mf{m(U): U D E, Uo — elemental }
Observacién: Cualquier conjunto E C R? tiene una medida exterior.
Otra Observacién: Si m.(F) es finita y € > 0, existe un Uo-elemental tal que:
m(U) <me(E)+e
(Por la definicién de infimo)
Proposicién 1.8.2 (Propiedades de la medida Exterior) La medida exterior de Lebesgue tie-
ne las siquientes propiedades:
1) 0 <m(F) < +oo.
i) me(0) = 0.
iti) Si By C Es, entonces me(F1) < me(E2).
i) La medida exterior es o-subaditiva:

Me (U Ek) < me(Ex)
k=1 1

k=

v) Si U es o-elemental m(U) = m,(U)

(Para un conjunto o-elemental la medida y la medida exterior coinciden)

Demostracién:

i) Es evidente por definicién, ii) también ya que el conjunto vacio es o-elemental.

Para demostrar iii) observemos que, si U es un o-elemental y U D Fs, entonces U D E; =
me(E1) < m(U). Pero esto vale para cualquier o-elemental U que incluya a Es, luego:

me(Er) < if{m(U) : U D Es,U o — elemental } = m.(FE2)

Esto prueba iii).

Demostremos ahora la afirmacién iv): Sea

(G

E= Ey,

k

1

Si algiin Ej, tuviera medida exterior 400 no hay nada que probar. Supondremos pues que m.(Ey) <
+o0 Vk. Entonces dado € > 0 existird para cada k un o-elemental U, D Fy tal que:

g
m(Ug) < me(Ey) + ok
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Definimos: -
= U U
k=1

Entonces U es o-elemental y U D E. Por otra parte, m.(E) < m(U) (por definicién), entonces:

me(E) < Y m(U) si(me B+ 55) =
k=1

k=1

M2

me(Ey) +¢

S
Il
-

y como ¢ es arbitrario:

B) < me()
k=1

Finalmente, demostremos la afirmacién v): Como U es un conjunto o-elemental que incluye a
U,
me(U) <m(U) (1.5)

Por otra parte, si V' es un o-elemental con V' O U, entonces m(U) < m(V). Pero esto vale para
cualquier o-elemental que incluya a U luego:

m(U) <inf{m(V):V DU, V o — elemental } = m.(U) (1.6)
Como probamos las dos desigualdades (1.5) y (1.6), vale la igualdad. O

Observacién 1.8.3 La medida exterior no es aditiva en general: puede demostrarse que existen S
yT con SNT =10 tales que: me(SUT) < me(S) + me(T)

Un resultado positivo es el siguiente:
Ejercicio 1.8.4 Si S y T son tales que d(S,T) > 0 [donde d(S,T) es la distancia entre S y T,

entonces: me(SUT) =me(S) +me(T) (ejercicio 1 de la prictica 1)

1.9. Conjuntos Medibles (Lebesgue)

Definicién 1.9.1 Diremos que un conjunto E C R? es medible (en el sentido de Lebesgue) si
para cada € > 0 existe un conjunto o-elemental U tal que U D E ym (U — E) <e.

Notacion:
M = {E C R?: E es medible Lebesgue }

Propiedad 1.9.2 Todo conjunto o-elemental es medible. En particular todo conjunto abierto es
medible.

Demostracién: Si E es o-elemental, tomamos U = E. Entonces m.(U — E) =m.(0) =0<¢e O

Definicién 1.9.3 Diremos que un conjunto E C R? tiene medida cero o medida nula si m.(E) =0
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Observacion: Todo conjunto numerable tiene medida nula. El ternario de Cantor es un ejemplo
de conjunto de medida nula que tiene la potencia del continuo.

Observacién 1.9.4 Si E C R? tiene medida nula, entonces es medible.

Demostracién: Como m.(E) =0, dado € > 0 existe un Uo-elemental tal que U D E, y m(U) < €.
Como U —E CU = me(U—E) <m(U) < e Como ¢ es arbitrario, concluimos que E es medible.
|

Propiedad 1.9.5 Si Ex, € M (k=1,2,...) es una sucesion finita o infinita de conjuntos medibles
entonces

UEkEM
k=1

En otras palabras: la unién numerable de conjuntos medibles es medible.
Demostracién: Sea -
E:UEk
k=1

Dado € > 0, para cada k podemos encontrar un o-elemental Uy D Fy, tal que m (U — Ej) < 2%
Consideremos entonces, el conjunto:
oo
U=JU
k=1

Es un conjunto o-elemental y U D E. Ademas:

U—-FEC U(Uk_Ek)
k=1

(Siz € Uy x ¢ E estd en alguno de los Uy y en ninguno de los Ey). En consecuencia:

me(U — E) <m, (U(UkEk)> <> me(Ux — Ex) SZ% =¢
k=1 k=1 k=1

(Utilizamos que la medida exterior es creciente y o-subaditiva)
Como ¢ es arbitrario, esto prueba que E es medible. O

Propiedad 1.9.6 Si E; y Es son conjuntos medibles entonces E1 N Ey es medible.

Demostracion: Sean £ = E1 N Ey y € > 0. Como E; es medible, existe un conjunto o-elemental
Ui tal que Uy D By y me(U1 — E1) < 5.

Del mismo modo, como Es es medible existe otro conjunto conjunto o-elemental Us tal que
Uz D Ey y me(Us — E2) < 5.

Consideremos el conjunto: U = Uy NUs. Entonces, U D Ey U—E C (Uy — E1)U(Uy— Es) (Pues
si x € U — E entonces estd en Uy en Us pero o no estd en F10 no estd en Us). En consecuencia,

g e
me(U—E) < me(Ul —El) +me(U2 _EQ) = 5 + 5 =€

Como ¢ es arbitrario, esto prueba que E es medible. O
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Definicién 1.9.7 Si E € M (es medible) definimos su medida de Lebesgue m(E) por:
m(E) = me(E)

(Es decir que para un conjunto medible, su medida es por definicion, su medida exterior.)

Definicién 1.9.8 Diremos que E C R? es finitamente medible si es medible y m(E) < +00.

El siguiente lema da una caracterizacién ttil de los conjuntos finitamente medibles:

Lema 1.9.9 FE es finitamente medible si y sélo si, para todo € > 0 existe un conjunto elemental A
tal que m.(AAE) < ¢

Demostraciéon: =) : Supongamos FE finitamente medible. Entonces, dado ¢ > 0, existe U o-
elemental tal que U D E'y m.(U — E) < e. Como U es o-elemental se puede escribir como una
unién disjunta de intervalos

(o]
Ik:U:UI,»
=1

Tenemos que:
UCEUWU—-E)=m{U)=mU) <m¢(E)+m.U —E)

Tanto m.(F) como m.(U — E) son finitas, entonces m(U) < 400, y
m(U) = m(L)
i=1

Como m(U) < 400 esta serie converge, por lo tanto es posible elegir un iy tal que:

Hecho esto llamemos:

U
=1

v

i=ig+1

entonces A— F C U — E, pues A C U, entonces

me(A—FE)<m.U—FE) <

| ™

vyvE—ACU-—-A=V,V es o-elemental, y por otra parte,
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luego:
me(E—A) <m(V) <

| ™

Por ultimo:
AAE=(A-—E)U(E-A)
En consecuencia,

me(AAE) < me(A— E) +me(E — A) < %+ % —c

<) Supongamos que para todo £ > 0 existe un conjunto elemental A tal que:
me(AAE) < ¢

Dado € > 0 sea A tal que m.(AAFE) < . Entonces, por la definicién de la medida exterior, existe
V O AAE, o-elemental tal que m(V) < m.(AAE) + ¢ < 2¢
Sea U = AUV, entonces A es elemental y V' es o-elemental, en consecuencia, U es o-elemental

U-EcCcU-AU(A-E)
U-ACVyA—FECAAE CV,luego U — E C V. En consecuencia,
me(U —E) <m.(V) < 2
Como ¢ es arbitrario, esto prueba que E es medible. Ademéas como E C U,
me(E) <m((U) <m(A) +m(A) <m(A) + 2 < +oo

yva que la medida de un conjunto elemental es siempre finita. Esto prueba el lema. O

El lema anterior admite una interpretacion interesante. Consideramos la clase

F={ECR¥:m.(FE) < +oc}
Si M es la clase de los medibles y M la de los finitamente medibles:
Mp=MnNF

y si € es la clase de los elementales £ C F.
Vamos a convertir a F en un espacio seudo-métrico. Para ello, si S,T € F, definimos la distancia
de S a T por:

d(S,T) = m.(SAT)

Notamos que se verifican las propiedades de la distancia:
d(S,T)=4d(T,S)
d(S,T) < d(S, Z) + d(Z,T)

Demostraciéon:
SAT C (SAZ)U (ZAT)

En consecuencia,

me(SAT) < me(SAZ) +m(ZAT)
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d(S,S) =0

pero dos conjuntos pueden estar a distancia cero sin ser iguales Con este concepto de distancia el
lema se puede enunciar de otra manera:

Lema 1.9.10 E es finitamente medible si y sélo si, para todo € > 0 existe A elemental tal que
d(A, E) < e. En otras palabras: My = & (Los finitamente medibles son la clausura de los elemen-
tales)

Teorema 1.9.11 Si E y F' son medibles cualesquiera, entonces E — F' es medible.

Demostraciéon: 1) Supongamos primero que E y F son finitamente medibles entonces por el lema
existe una sucesiéon Ay de conjuntos elementales tal que Ay — E cuando k — oo (A tiende a E en
la pseudo-distancia d) y existe una sucesién By, de conjuntos elementales tal que By, — F' cuando
k — oo,

(Ak — Bk)A<E - F) C (AkAE) U (BkAF> =
me((Ak — Bk)A(E — F)) < me(AkAE) + me(BkAF)

o sea: d(Ay — By, E — F) < d(Ag, E) + d(Bg, F)
Por lo tanto Ay — By — E — F. Como Ay — By es elemental, por el lema E — F es finitamente
medible.

Observacion: Incidentalmente hemos probado que la diferencia de conjuntos, considerada como
una funciéon de F x F en F, es una funcién continua.

En el caso general en que E y F' son medibles que pueden tener medida +oc procedemos asi: sea

Qr={z eR?:|z;| <k(i=1,2,...,n)} el cubo cerrado centrado en el origen de lado 2k entonces:
R = Qs
k=1
En consecuencia,
E-F=|JIE-F)nQs=JUENQ) - (FNQx)
k=1 k=1

FE es medible, @y es finitamente medible, por lo tanto £ N Qj es medible y como:
m(ENQr) <m(Q) es finitamente medible.

Analogamente F'N @y es finitamente medible.

Por lo antes demostrado (E N Q) — (F' N Qy) es finitamente medible, por lo tanto F — F' es unién
numerable de medibles, y en consecuencia, es medible.

Esto prueba el teorema. O

Corolario 1.9.12 El complemento de un conjunto medible es medible.
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Dem: E¢ = R? — E (R? es medible)
Corolario 1.9.13 La interseccion numerable de conjuntos medibles es medible.

Demostracién: Sean Ej(k = 1,2,...) conjuntos medibles y sea E = (1, E} entonces:

E° = E;
k=1
por la ley de De Morgan. Cada Ej, es medible, en consecuencia UZO:1 E} es medible, y por lo tanto
FE es medible. d

Resumen: La clase M de los conjuntos medibles (Lebesgue) forma una o-algebra, es decir es
cerrada bajo uniones e intersecciones numerables y complemento.

1.10. Propiedades de la medida de Conjuntos Medibles

Recordamos que para un conjunto medible su medida no es otra cosa que su medida exterior.
Recordamos también que en el espacio F de los conjuntos de medida exterior finita introdujimos la
distancia d(A, B) = m.(AAB)

Proposicién 1.10.1 Supongamos que Ay, A € F y que Ay, — A en la seudo-distancia d, entonces:
me(Ai) = me(A) (En otras palabras; la medida exterior, como funcidn de F en R, es una funcién
continua)

Proposiciéon 1.10.2 Si E; y Es son conjuntos medibles entonces:
m(E1 U EQ) + m(E1 N EQ) = m(El) + m(EQ)

Demostracion: Si fuera m(E;) = 400 0 m(E3) = +oo entonces m(F; U Es) = +00. Podemos pues
suponer que F; y Fs son finitamente medibles. En tal caso existen sucesiones Ay, By de conjuntos
elementales tales que Ay — E; y By — Es. de modo que m(Ag) — m(A) y m(Br) — m(B).
Entonces, tenemos que:

(Ak U Bk)A(El U EQ) C (AkAEl) U (BkAEQ)
En consecuencia,
me(Ak U Bk)A(El U EQ)) < me(AkAEl) + me(BkAEg)

y por lo tanto
d(Ak U Bk, Fi U EQ) < d(Ak, El) + d(Bk, EQ)

Luego Ay U By, — E1 U Es, en consecuencia m(Ay U By,) — m(E; U Es)
(A U By, es elemental , Fy U F es medible)
Analogamente tenemos que:

(Ak n Bk)A(El n EQ) C (AkAEl) U (BkAE2>
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entonces
d(Ak N B, E1 N Eg) < d(AkAE;L) + d(BkAEQ)

luego Ax N Br — E1 N Es, en consecuencia: m(Ag N By) — m(FE1 N Ey) Como ya se probé anterior-
mente, tenemos que

y al hacer que k — 0o, se obtiene el teorema. O

Observacién: Incidentalmente se ha probado que la unién y la interseccién de conjuntos (como
funciones de F x F en F son funciones continuas.

Caso particular: Si £y N Ey = (), entonces

m(E1 U E2) = m(El) + m(EQ)

Corolario 1.10.3 (Por induccion) Si Eq, Es, ..., E, son conjuntos medibles disjuntos entonces si

n

E = U E, = m(E) = Zn:m(Ek)

k=1 k=1

Proposicién 1.10.4 (c-aditividad de la medida de Lebesgue) Sea (Ex) una familia nume-
rable de conjuntos medibles disjuntos y

k=1 k=

—

Este es el resultado fundamental de la teoria de Lebesgue.

Demostracién: Tenemos que

Por lo tanto,

Al hacer que n — oo, se obtiene que:
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que es la otra desigualdad. O

Ejercicio: Probar que la proposicién 1.10.4 continda siendo ciera si los conjuntos (Fy)ken son
“casi disjuntos” en el sentido de que m(E; N E;) =0sii # j.

Otro ejercicio: Probar que si F; C R} y Fy C R§ son medibles, entonces F1 x E3 es medible
en R4+42 |y se tiene que:
m(E1 X EQ) = m(El) X m(Eg)

(donde hacemos el convenio de que 0- (+00) = (+00)-0 = 0. jPorqué es necesario este convenio?

1.11. Propiedades de continuidad de la medida

Teorema 1.11.1 Sean (E,)nen es una sucesion creciente de conjuntos medibles

FiCE;,CEsC...CE,CE,;1C...

E:UEn

neN

FEntonces
m(E)= lim m(E,)

n—-+o0o

Demostracién: Notamos que si algin E,,, tuviera medida infinita, entonces también serfa m(E,,) =
+oo para n # ng y m(E) = 400 pues E,, C E,, C E para n > ng, y la medida es creciente. En
consecuencia, el teorema se verifica trivialmente en este caso.

Podemos suponer pues que todos los E,, tienen medida finita. Pongamos Ey = (). Notamos que
entonces:

E=|J(En—En)
neN

donde la unién es ahora disjunta. En consecuencia por la o-aditividad de la medida de Lebesgue,

m(E) =Y m(E, — E,_1)

n=1

Pero como E,,_1 C E,,
m(E, — En—1) = m(E,) —m(Ep_1)

En consecuncia tenemos (serie telescopica):

oo k
ﬂm(En —Epo1) = lim Zlm(En —En_1)
k
= Jm n:1[m(En) —m(Bn-1)] = lim m(Ej)

pues m(Eg) = m(0) = 0. O
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Teorema 1.11.2 Si (E,)nen es una sucesion decreciente de conjuntos medibles

EyDFE;,DE;sD...DE, DE41D ...

E:ﬂEn

neN

Entonces si m(Ey,) < 400 para algin ny,

m(E)= lim m(E,)

n—-+4oo

Demostracién: Tomando complemento con respecto a E,,, tenemos que:

Epny — E = () (En, — En) (ley de De Morgan)
neN

Utilizando el teorema 1.11.1 tenemos entonces que:

m(En, — F) = lim m(E,, — E,)

n—-+4oo
Como E, C E,,,y E C E,,, todos tienen medida finita y se tiene que
m(En, — E) = m(Ey,) —m(E), m(En, — Ey) =m(Ep,) —m(E,)

Por lo tanto:

m(En,) —m(E) = lim m(E,,) —m(E,) =m(Ey,,) — ( lim m(En)>

n—-+oo

Concluimos que:

O

Observacion: Esta ultima propiedad no es valida si los F,, tienen todos medida infinita. Con-
tragjemplo: F,, = [n,+00) en R, £ = (.
1.12. Caracterizaciones de los conjuntos medibles

Definicién 1.12.1 Diremos que A C R es un conjunto de clase G5 si es interseccién numerable
de abiertos: A = ﬂzil Gy, donde los G son abiertos.

Definicién 1.12.2 Diremos que B C R? es un conjunto de clase F, si es unién numerable de
cerrados: B = U;ozl Fy, donde los F}, son cerrados.

Observacion 1.12.3 El complemento de un F, es un G5 y reciprocamente.

Ejercicio: (de Céalculo Avanzado)
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1. Probar que todo cerrado es de clase Gs.

2. Probar que Q no es un Gs.

Observacién 1.12.4 Como todo abierto es medible = todo cerrado es medible (ya que la clase de
los medibles es cerrada por complemento), en consecuencia todo conjunto de clase F, o de clase G
es medible (ya que la clase de los medibles es cerrada por uniones e intersecciones numerables)

Teorema 1.12.5 Para E C R? son equivalentes las siguientes afirmaciones:
a) E es medible
b) Para todo € > 0 existe un abierto G tal que E C G y me(G—E) <e¢
¢) Ezisten G, N C R? tales que G es G5, N tiene medida cero y E = G — N

d) Ezisten F,N; C RY tales que F es F5 , Ny tiene medida cero y E = F U N,

Demostracion:
a) = b) : Dado € > 0, existe U o-elemental tal que U D E y m.(U — E) < . Como U es
o-elemental serd -
U:UQ
i=1

donde los Ij son intervalos disjuntos. Para cada intervalo I; podemos tomar un intervalo abierto J;
tal que: I; C J; y m(J;) <m(l;) + 5.
Definimos entonces el conjunto:

Como los J; son abiertos, G es abierto; y se tiene que G D U D E. Ademés,
G-E=(G-U)U(U-E)

(@) () e

i=1 =1 =1

Por lo tanto,

TmG—WSEZmUr40=Z]mWH—m@DS§:§:E
=1 k=1 k=1

En consecuencia,
m(G—-—E)<m(G-U)+m(U—-FE)<e+e=2

Como ¢ es arbitario, esto prueba a) = b).
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b) = ¢): En b) eligimos ¢ = 1/k resulta que existe (para cada k € N) un abierto Gy, tal que
Gr D E'y m¢(Gr, — F) < 1/k. Definimos entonces:

Resulta entonces que G es de clase Gs y G D E.
Sea N=G—E. Como G C G, =G —E C Gy — E, luego:

me(N) =me(G—FE) <m.(Gr — E) <1/k

Como k € N es arbitrario debe ser m.(N) = 0. Claramente £ = G — N

¢) = a): Si G es Gs y N de medida nula = son medibles y si E = G — N = E es medible por ser
diferencia de medibles.

a) = d): Si E es medible = E° = R? — E es medible. Como ya probamos que a) = ¢) deducimos
que existen G de clase G5 y N de medida nula tales que E° = G — N. Sea F = G° = R? — G
entonces F' es de clase F, (complemento de un Gs). Como G D E¢ = F C E. Tenemos F = FUN;

N=E-F=E-RYN -G =ENG=N=m(N;)=0

d) = a):Si E=FUN donde F es F, y N de medida nula, es medible por ser unién de medibles.
a

Ejercicio 1.12.6 (otra caracterizacién de los conjuntos medibles) C. Caratheodory probd que
un conjunto E C R es medible si y sélo si para cualquier conjunto A C R* (medible o no) se cumple
que:

me(A) =me(ANE) 4+ m(ANE°)

(ejercicio de la prdctica 1). Toda la teoria puede basarse en esta definicidn alternativa de conjunto

medible (ver por ejemplo el libro de P. Halmos [Hal50]).

En el teorema anterior probamos que en la definicién de conjunto medible es posible cambiar
los o-elementales por los abiertos. Vamos a probar que lo mismo puede hacerse al definir la medida
exterior:

Teorema 1.12.7
me(E) = nf{m(G) : G abierto, G D E}

Demostracién: Notaremos
a(E) = inf{m(G) : G abierto,G D E}
Todo abierto es o-elemental, entonces

{m(G) : G abierto, G D E} C {m(U) : U D E, Uo — elemental }
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En consecuencia,
inf{m(G) : G abierto, G D E} > inf{m(U) : U D E, Uo — elemental }

o0 sea,

a(E) = me(E)

Ahota queremos probar que: a(E) < m.(E). Sim.(E) = +00 no hay nada que probar. Supondremos
pues que m.(E) < +o0. Dado € > 0 por la definicién de la medida exterior existe un o-elemental
U D E tal que m(U) < m.(E) + ¢. El conjunto U se escribird en la forma:

oo
U=JIL
i=1
donde los I; son intervalos disjuntos. Para cada i € N consideramos un intervalo abierto J; tal que:

y definimos
G=JJ
i=1

Entonces G D U D E y G es abierto por ser unién de abiertos. Ademés:

o0 o0 € o0
7MG)SZ?ML)gﬁﬂmua+§;:Z;mu0+a:ma0+a<m4Ey+%
Ahora por definicién «(E) < m(G), luego: a(E) < me(E) + 2 y como € es arbitrario resulta:

a(E) < me(F) Por lo tanto, af

=

= m(FE) como querfamos probar. O

1.13. Otras propiedades de la medida de Lebesgue

Teorema 1.13.1 (Invariancia por traslaciones) Si E C R? es medible, entonces E + x es me-
dible y m(E + z) = m(E)

Teorema 1.13.2 (efecto de una dilatacién) Si E C R? es medible, entonces N\E es medible y
m(AE) = [A[*m(E)

Teorema 1.13.3 (efecto de una transformacién lineal) Si E C R? es medible y T : RN — R?
es una transformacion lineal, entonces T(E) es medible y m(T(E)) = det(T) - m(E)

Teorema 1.13.4 (regularidad de la medida) Si £ C R? es medible, entonces
m(E) = inf{m(G) : G D E, G abierto }

m(E) =sup{m(K): K C E,K compacto }

Demostracion: Como la medida de un conjunto medible no es otra cosa que su medida exterior,
la primer propiedad se deduce inmediatamente del teorema 1.12.7. La segunda parte la dejamos
como ejercicio. 0
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1.14. EIl conjunto de las diferencias de un medible
Definicién 1.14.1 Sea E C R un conjunto medible, definimos su conjunto de diferencias por

DE)={z—y:z,y€c E}

Teorema 1.14.2 (Teorema de Steinhaus) Si m(E) > 0, existe un § > 0 tal que (—6,9) C
D(E).

Demostracion: Notamos que en virtud de la regularidad de la medida, existird un compacto
K C E con 0 <m(K) < 400,y como D(K) C D(FE), bastara probar el teorema para K.
Como K es cerrado, si llamamos U, = {z € R : d(z, K) < 1}, tendremos que

K=()Un

neN

y en consecuencia,
K)y= 1
m(K) = lm m(Un)
por lo que podremos elegir ng tal que m(U,,) < 3m(F).
Tomamos entonces § < nio Afirmamos que si |z| < d, entonces K N (K + x) # 0: si suponemos
que no, tendremos que:

m(Un, — [KN (K +2)]) <mUn, = K) +m(Un, — (K + 1))

o Uno = [KN(K + )] € (Uny = K) U (Uny — (K + 1))

pero por la eleccién de §, K + z C U,,, en consecuencia obtenemos que:

m(Un, — [K 0 (K +2)]) <m(Un,) = m(K) +m(Un,) —m(K + z)
=2m(U,,) — 2m(K) < m(K)

utilizando la invariancia por traslaciones de la medida de Lebesgue, y nuestra eleccién de U, .
Esto es una contradiccién, pues como K C U,,, debe ser m(K) < m(U,,). Esta contradiccién
provino de suponer que K y K +z eran disjuntos, en consecuencia existird y € K tal que x+y € K,
y por lo tanto z = (y + ) —y € D(K) C D(E).
O

Corolario 1.14.3 Si E C R es medible y m(E) > 0, entonces E tiene la potencia del continuo
(esto es tiene cardinal ¢ = #(R)).

Demostracién: Claramente E es infinito no numerable (pues sino m(FE) = 0). Por el teorema
1.14.2, deducimos que ¢ = # ((—0,9)) < D(E) < #(FE) - #(E) = #(E), por ser #(F) un cardinal
infinito®. O

3Notemos que esta prueba utiliza el axioma de eleccién (que se requiere para probar que a? = « para todo cardinal

infinito o), pero no la hipétesis del continuo. (Si aceptdramos dicha hipétesis, la conclusién serfa trivial)
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1.15. Existencia de conjuntos no medibles

Teorema 1.15.1 (G. Vitali) Existen conjuntos no medibles (Lebesgue). Mds atin: cualquier con-
junto medible E C R con medida positiva contiene un conjunto no medible.

Demostracion: En el conjunto F definimos una relacién de equivalencia:
r~ysr—yeQ

Consideramos esta relacién restringida al conjunto E. Esto determina una particién del conjunto
E en clases de equivalencia*

Utilizando el axioma de eleccién, formamos un conjunto V eligiendo un elemento en cada
clase de equivalencia de E. El conjunto asi “construido” recibe el nombre de conjunto de Vitali®.
Vamos a probar que V no es medible.

Fijamos una numeracién del conjunto de los nimeros racionales: Q = (qx)xen (lo cual es posible
dado que Q es numerable), y consideramos los conjuntos trasladados de V' por niimeros racionales :

Vii=V +qx
Notamos que:
FE C U |
keN

Pues si z € F, entonces © ~ v para algiin v € V, dado que V contiene un elemento en cada
clase de equivalencia. Luego z — v € Q, es decir x — v = ¢; para algin k y por consiguiente = € Vj.

Si V fuera medible, cada Vj, seria medible y m(V}) = m(V') (por la invariancia por traslaciones
de la medida de Lebesgue). Por lo tanto, por la o-subatividad:

m(E) <> m(Vi) <Y m(V) (1.7)
k=1 k=1

Si m(V) = 0, resultaria que m(E) = 0 contra la hipdtesis. Queda pues analizar qué sucede si
m(V) > 0.

Por otra parte si fuera m(V') > 0, D(V') deberia contener un intervalo de la forma (—d,0) para
algiin 0 > 0, en virtud del teorema 1.14.2.

Pero por la definicién de V', tenemos que

D(V)nQ = {0}

Esto es una contradiccién, dado que por la densidad de los racionales en el intervalo (—§,d) hay
infinitos ntimeros racionales.

Este absurdo provino de suponer que V era medible. En consecuencia V' no puede ser medible.
O

Observacion 1.15.2 El mismo argumento muestra que cualquier subconjunto medible del conjunto

de Vitali mide cero®.

4En el lenguaje del 4lgebra: consideramos el grupo cociente R/Q.

5Ponemos la plabra ”construido” entre comillas pues precisamente esta demostracién que emplea de modo esencial
el axioma de eleccién es un ejemplo paradigmético de demostracién no constructiva.

6Esto dice que la medida interior, definida como m; (V) = sup{m(F) : F C V, F cerrado }, del conjunto de vitali
es nula.
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Nota sobre esta demostracién: La construccién de conjuntos no medibles depende de manera esencial
del axioma de elecccién. El matemdtico Robert Solovay consiguié construir en [Sol70] un modelo de la
teoria de conjuntos (de Zermelo-Fraenkel) en el que no vale el axioma de eleccién para familias arbitrarias
de conjuntos, pero en el que todo conjunto es medible. (Se trata de una prueba de consistencia relativa: si
la teoria de Zermelo- Fraenkel tiene un modelo, es posible construir otro modelo en que todo conjunto sea
medible Lebesgue).

El teorema 1.14.1 fue demostrado por H. Steinhaus en [Ste20].

Nota sobre la bibliografia: Existen diversas presentaciones de la teoria de la medida en la Bibliografia.
Ademés de la construccién geométrica que hemos seguido (ver los libros de Fava y Zé [FZ96], y Wheeden
y Zygmund [WZ77]), existen otros procedimientos més abstractos que permiten construir la medida (y la
integral) de Lebesgue.

Por ejemplo, podemos mencionar la del cldsico libro de Halmos [Hal50] (que se apoya en la definicién
de Carathéodory de los conjuntos medibles, que permite formular un teorema de extensién de medida en el
contexto de las dlgebras y o-dlgebras de conjuntos), o la de Rudin [Rud87] (que introduce primero la medida
en un espacio abstracto, y desarrolla a partir de alli toda la teoria de la integracién, para después recién
obtener la medida de Lebesgue; a partir de un teorema de F. Riesz que representa las funcionales lineales
continuas sobre el espacio de funciones continuas con soporte compacto, como integrales con respecto a
una medida). Estas tltimas presentaciones son ciertamente interesantes para profundizar en el estudio del
tema, pero creo que son demasiado abstractas para una primera aproximacién.

Finalmente, cabe mencionar la presentacién de F. Riesz-Sz. Nagy [RSN90], en la que se recorre el camino
inverso del que seguimos nosotros: construye primero la integral de Lebegue utilizando una aproximacién
por funciones continuas de soporte compacto, que son integrables en el sentido de Riemann, para después
introducir la medida de Lebesgue a partir de ella. Una variacién de este enfoque aparece en un articulo de
V. Komornik [Kom18], donde se parte de la integracién de funciones escalonadas.

El libro de Billingsley [Bil95] contiene una interesante presentacion de la teorfa, motivada desde la teorfa
de probabilidades.



Capitulo 2

Funciones Medibles

Nota: En mis cursos anteriores de andlisis real (en 2007 y 2009) vimos primero los conceptos de funcién
medible e integral en R?, y después su generalizacién al contexto de espacios de medida abstractos. En R?,
la integral puede definirse geométricamente (para funciones no negativas) como medida del conjunto bajo
el grifico de la funcién, como pueden vern en los libros de Fava y Z6 [FZ96], o de Wheeden y Zygmund
[WZ77].

En estas notas, desarrollamos estos conceptos directamente en el marco de un espacio abstracto. Adopté
este enfoque en el curso de 2017, ya que ahora se asume que los alumnos cursaron la materia Probabilidades
y Estadistica, y por eso ya estan familiarizados con los espacios de probabilidad abstractos.

2.1. Algebras y o-dlgebras de conjuntos

Sea 2 un conjunto al que llamaremos el espacio. Sus elementos seran llamados puntos del espacio.
En lo sucesivo consideraremos solamente conjuntos que sean subconjuntos de €.

Definicién 2.1.1 Una coleccion de conjuntos A C P(Q)[P(Q): partes de ) se llama un dlgebra
de conjuntos si:

1. 0eA

2. SiAe A, entonces A=Q—Ac A

3. Si A,B € A, entonces AN B € A.

Corolarios:

1. Qe A Q=109

2. Si A,B € A, entonces AU B € A (pues por la ley de De Morgan, AU B = (A°N B€)¢)
3. SiA,B e A, entonces A—Be A[A— B=ANB.

Ejemplo: Los conjuntos elementales de R? forman un algebra.

34



Notas de Anélisis Real - ©2007-2025 Pablo L. De Népoli 35

Definicién 2.1.2 Un dlgebra de conjuntos A que es cerrada bajo uniones numerables se llama

una o-algebra. Es decir un dlgebra A es una o -dlgebra si para cualquier sucesion infinita (Ay,) de
conjuntos de A, |, A, € A

Corolario 2.1.3 Una o-dlgebra es cerrada bajo intersecciones numerables. O sea si (A,) es una
sucesion infinita de conjuntos de A, entonces (), A, € A

Ejemplo 1: Los conjuntos medibles Lebesgue en R? forman una o-4lgebra.

Ejemplo 2: {0, Q} es una o-dlgebra. P(£2) es una o-dlgebra.

Ejemplo 3: Sea A la coleccién de los A C 2 tales que A es numerable o A° es numerable. A es
una o-algebra.

Observacion: La interseccién de una familia arbitraria de dlgebras (o-dlgebras) de subconjuntos
de Q es un édlgebra (o -dlgebra). En particular dada una coleccién C C P(2) podemos considerar
la interseccién de todas las dlgebras (o-algebras) que contienen a C (Hay por lo menos una: P(2)).
El dlgebra (o-dlgebra) asi obtenida se llama el dlgebra (o- dlgebra) generada por C.

Definicién 2.1.4 La o-dlgebra de Borel en R% es la o-dlgebra generada por los abiertos. Sus

elementos se denominan conjuntos borelianos!.

Ejemplo: Los conjuntos cerrados son conjuntos borelianos. También lo son los conjuntos de
clase F, y de clase Gj.

El 4lgebra (o-dlgebra) generada por C estd caracterizada por ser la més pequefia dlgebra (o-
algebra) que contiene a C.

2.2. Medidas sobre un algebra de conjuntos

Definicién 2.2.1 Sea A un dlgebra de conjuntos. Una funcion p : A — [0,00] se llama una
medida (positiva) si:

1 u@ =0

2. u es o-aditiva, es decir: para cualquier sucesion Ay, As, ..., Ay, ... de conjuntos disjuntos de
A cuya union |J;—_, Ay, pertenezca a A se cumple que:

K <U An) = ZM(An)

Ejemplo 1: Sea A la o -algebra de los conjuntos medibles Lebesgue y p la medida de Lebesgue.
Entonces las condiciones 1) y 2) se cumplen.

Ejemplo 2: Sea Q un conjunto cualquiera, A = P(Q), y

#(A) (cantidad de elementos de A) siA es finito
+oo si A es infinito

) = {

IM4s generalmente, podriamos definir los conjuntos bolerianos si §2 es ademas de un espacio medible, un espacio
métrico o topolégico en el que los abiertos son medibles, lo que sucede en muchas aplicaciones de la teoria de la
medida.
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1 se llama medida de contar. Es trivialmente una medida.

Ejemplo 3: Sea Q = N, A = P(N) y (a,)nen una sucesiéon de niimeros reales no negativos.
Pongamos
n(A) = Z Gn

Es facil ver que p es una medida. Reciprocamente toda medida sobre N es de esta forma.

Corolario 2.2.2 Una medida es finitamente aditiva.

Demostracién: Supongamos que Ag, As, ..., A, es una sucesién de conjuntos disjuntos de A cuya
union A = |J;_, A, pertenezca a A entonces pongamos A, = 0 para k > n, y resulta: A =

Unzo Ax = 1(A) = 3707, i(Ax) = 375, n(Ax)pues pu(Ax) = p(0) = 0 para n >k. O
Corolario 2.2.3 Una medida positiva es creciente
Demostracion: Si A C B(A, B € A, entonces
B=AU(B—-A)= u(B)=puA)+puB—A) = u(A)
(Notar que B — A € A). O

Corolario 2.2.4 Una medida positiva es o-subaditiva: Si AyAy, As, ... A,, ... son conjuntos del
dlgebra A tales que

AC | An=p(A) <) uA)
n=1

n=0
Demostraciéon: Podemos formar una nueva sucesion By de conjuntos del dlgebra A poniendo:
By = A
By = Ay — Ay
B3 =A3— A1 U A,
y en general:

k—1
Bp=A,— ] Ai

i=1

Los conjuntos By estédn en A, son disjuntos y se tiene que:
o0 o0
AC U B, = U Ay
k=1 k=1
Por otra parte, para todo k, By C Ag, entonces:

(Br) < pu(Ax)
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y se tiene que:
A= J@AnBy)
k=1

donde la unién es disjunta. Luego:

p(A) =D u(ANBE) <> u(Br) <> u(Ax)
k=1 k=1

k=1
U

En lo sucesivo: trabajaremos en el siguiente contexto abstracto. Consideramos un conjunto 2
y una o-dlgebra M de subconjuntos de . Al par (Q, M) lo llamamos espacio medible. A los
cojuntos de M los llamaremos conjuntos medibles (representara la clase de aquellos conjuntos a
los que asignaremos medida). Si fijamos una medida p : M — R, a la terna (2, M, p) la llamaremos
espacio de medida.

Las propiedades de continuidad de la medida que vimos en la secciéon 1.11, continuan valiendo
en el contexto abstracto, sin mas que adaptar la notacién:

Teorema 2.2.5 Sea (2, M, u) un espacio de medida. Si (Ep)nen C M es una sucesion creciente
de conjuntos medibles
FiCE,CEsC...CE,CE,;1C...

E:UEn

neN

FEntonces

Teorema 2.2.6 Sea (Q, M, 1) un espacio de medida. Si (Ey)nen € M es una sucesion decreciente
de conjuntos medibles
EyDFE;,DE;D...DE, DE41D ...

E= ﬂEn

neN

Entonces si pu(En,) < +00 para algin ng,

W(E) = lin p(E,)

n—+o0o
2.3. Funciones Medibles

Posteriormente definiremos la integral de una funcién con respecto a una medida. Las funciones
que vamos a integrar deberan satisfacer una condicién técnica, a saber que podamos medir ciertos
conjuntos asociados a la funcién.
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Definicién 2.3.1 Sea (2, M) un espacio medible y sea f : Q — R una funcién. Diremos que f es
una funcién medible (respecto a la o-dlgebra M) si para todo a € R el conjunto {f > a} ={w €
Q: f(w) > a} es medible, es decir pertenece a M.

Observacién 2.3.2 La funcidén caracteristica’ de un conjunto E C ) se define por:

1 si wekFlE
xp(w) =

0 si w¢kFE
Entonces xg es medible si y sélo si E € M (esto es: si E es medible).

Observaciéon 2.3.3 El ejemplo cldsico es 2 = RY, M= conjuntos medibles en el sentido de Lebes-
gue. En este caso, las funciones respecto a la o-dlgebra M reciben el nombre de funciones medibles
en el sentido de Lebesgue. En ese caso, cualquier funcion continua f : R — R serd medible, pues
si f es continua {f > a} es un conjunto abierto de R y por lo tanto medible.

En lo sucesivo, usaremos con frecuencia las notaciones abreviadas {f > a} = {w € Q: f(w) >
a}, etcétera). Comencemos observando que la nocién de funcién medible puede formularse de varias
maneras equivalentes:

Lema 2.3.4 Sea f:Q — R una funcion. Son equivalentes:
i) f es medible.
it) Para todo a € R, {f > a} es medible.
ii) Para todo o € R, {f < a} es medible.

iv) Para todo o € R, {f < a} es medible.

Demostracién: i) = ii):
{(fza}={f>a-1/n}
neN
Como f es medible, cada uno de los conjuntos {f > a — 1/n} pertenece a M, y como M es una
o-algebra, es cerrada por intersecciones numerables. Concluimos que {f > a} € M.
i1) = ii): Notamos que {f < a} = Q — {f > a}, y como M es cerrada por complementos,
{f <a} eM.
1i1) = iv) : Escribimos
{(f<a}={f<a+1/n}
neN
y utilizamos que M es cerrada por intersecciones numerables.
iv) = i) : Notamos que {f > a} = Q — {f < a}, y utilizamos que M es cerrada por comple-
mentos. 0

Proposicién 2.3.5 Sean f,g:Q — R funciones medibles. Entonces:
{f<gl={weQ: fw) < g(w)} es medible.

2En la teoria de probabilidades se denomina indicador, ya que el término funcién caracterisitica tiene en dicho
contexto otro significado.
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Demostracion: Notamos que
{f<gy=Ulf<a<gt=J{f <adn{a<g}
q€Q q€Q
y usamos que M es una o-dlgebra y que Q es numerable. 0

El hecho de que la g-dlgebra M sea cerrada por operaciones conjuntisticas numerables, tendra
como consecuencia que la clase de funciones medibles sera cerrada por las operaciones algebrai-
cas, y por las operaciones de tomar supremo o limites. Mas precisamente tenemos las siguientes
propiedades:

Lema 2.3.6 Sean f,g: Q) — R funciones medibles Entonces:
i) f+k ykf son medibles para todo k € R.
it) f+gy f—g son medibles.
iii) f? es medible.
i) f-g es medible,
v) Sig#0, f/g es medible.

Demostracién: i): {f +k > a} ={f >a—k} Sik > 0: {kf > a} = {f > a/k} mientras que si
E<0:{kf>a}={f<a/k}

ii): {f+g>at={f>a—g}ya—gesmedible por i)

iii): Sia >0, {f2>a}l={f>ValU{f < —va} (sino {f?>a}=0Q).

iv): Se deja como ejercicio (por iii) basta ver que 1/g es medible) O

Observacion: El lema se puede adaptar al caso en que f o g toman los valores +o00. f + g esta
bien definida, salvo cuando es de la forma (400) 4+ (—00) 0 (—00) + co. Para definir f - g, hay que
utilizar las convenciones 0 - (+00) = (+00)-0=0

Lema 2.3.7 Sea (fn)nen una sucesién de funciones medibles. Entonces

sup fn(x) inf fu ()

liminf f,,(z) limsup f,(z)
neN neN

son medibles.
En particular si f, converge, entonces:

f(@) = lm f,(z)

n—-+o0o

es medible.
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Demostracion: Notamos que

{z € Q:sup fu(z) > A} = U{fn > A}

neN neN

Por lo que si cada f,, es medible, {f,, > A\} € M V n € N, y en consecuencia como M es una
o-algebra, {sup, cy fn(z) > A} € M. Esto prueba que sup,, f,,(x) es medible.
Del mismo modo, se prueba que inf,, f,(z) es medible, ya que:

{reQ: f fu(w) <A} =J{f <A}

neN

Para probar que limsup f, es medible, notamos que
limsup f,, = inf sup f,
k k>n

Pero para cada k, supy~,, f, es medible por lo que ya probamos, y en consecuencia limsup f,, es
medible. De modo analogo, de que

liminf f, = sup inf f,
k k>n

Se deduce que lim inf f,, es medible. Finalmente notamos que si la sucesién (f,,) converge, entonces
limy, s oo fr(x) = liminf f,(z) = limsup f,, (), por lo que la funcién limite de las f, es medible.
O

En general, no es cierto que la composiciéon de dos funciones medibles sea una funcién medible.
(Un ejemplo se da en la préactica 3). Para poder formular un resultado positivo en este sentido,
introducimos la clase de funciones medibles Borel:

Definicién 2.3.8 Sea ¢ : R — R una funcion. Diremos que ¢ es medible Borel si es medible con
respecto a la o-dlgebra de Borel B(R), generada por los intervalos. Es decir si para todo intervalo
(a,b], su pre-imagen por o, ¢~ *((a,b]) es un conjunto boreliano de la recta.

Lema 2.3.9 Sean (2, M) un espacio medible y f : Q@ — R una funcién. Entonces f es medible si
y sélo si f~1(B) € M para todo B € B(R).

Demostracién: Notamos que:
A={BCR:fYB)eM}

es una o-dlgebra. Si f es medible, entonces A contiene a los intervalos. Por lo tanto contiene a toda
la o-dlgebra de Borel (que es la menor o-dlgebra que contiene a los intervalos). O

Corolario 2.3.10 Si (2, M) es un espacio medible, f: Q — R es medible y ¢ : R — R es medible
Borel, entonces po f:Q — R es medible.

Demostracién: Sea B un boreliano de la recta, entonces ¢ ~!(B) es boreliano, y en consecuencia
como f es medible:

(poH)TH(B) = (¢ (B)eM

Como esto vale para todo B boreliano, concluimos que ¢ o f es medible. 0
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2.3.1. Funciones Semicontinuas

Supongamos que ademds de ser un espacio de medida, 2 es un espacio métrico (o topologico).
Podemos entonces considerar la clase de las funciones semicontinuas.

Definicién 2.3.11 SiQ es un espacio métrico (o topoldgico) y f : & — R es una funcion. Diremos
que Q es semicontinua inferiormente si para todo a € R el conjunto {f > a} es abierto. Diremos
que f es semicontinua superiormente si ara todo o € R el conjunto {f < a} es abierto.

Observacion 2.3.12 FExisten otras maneras de definir la nocion de funcion semi-continua. Por
ejemplo si (2, d) es un espacio mérico, la semicontinuidad superior equivale a que

limsup f(x) < f(xo)

T—xTo

para todo xg € Q, y la semicontinuidad inferior a que:

f(z0) < liminf f(z)

rT—rxo

para todo xg € . También es posible formularlo en términos de una definicion € — 6. Pero la
defincion anterior serd la mds til para nuestros propdsitos inmediatos.

Una consecuencia inmediata es:

Observacion 2.3.13 En un espacio donde todo abierto es medible, toda funcion semi-continua es
medible. En particular, si 0 = R? cualgquier funcién semi-continua es medible borel.

2.4. Aproximacion por funciones simples

Definicién 2.4.1 Llamamos funcién simple a una funcion medible f : Q — R que toma un nimero

finito de valores {ci,ca,...,c,}. Podemos representarla entonces como:
n
f= ZCiXEi E;e M (2.1)
i=1
donde
E,={weQ: fw) =c¢}, (2.2)

Yy XE; s la funcién caracteristica de E; dada por

(W) = 1 si weE;
XA =0 si weE,

Notamos que los F; son entonces conjuntos medible disjuntos que forman una particién finita de
Q.

Observacién 2.4.2 Cualquier funcion que se pueda representar en la forma (2.1) (es decir: como
una combinacion lineal finita de funciones cardcteristicas de conjuntos medibles) serd una funcién
simple, atn si los E; no fueran disjuntos. Pero cuando los conjuntos E; estén dados por (2.2)
diremos que (2.1) es la representacién candnica de la funcién simple f.
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El siguiente lema de aproximacién por funciones simples, serd de gran utilidad para la teoria de
la integral:

Lema 2.4.3 Si f: Q — [0,4+00] es una funcidn medible no negativa, entonces existe una sucesion
creciente p,(x) de funciones simples no negativas tales que

lim ¢,(z)=f(z) Ve

n—-+oo

Demostracién: Para cada n € N, definimos:

n2"—1 .

on(r) =Y Zz_nlmsn,i(x)Jrn.XFn(x)
i=1

siendo

.1 )
Em-:{xGQ:ZQn gf(x)<22n}

F,={ze€Q: f(x) >n}

Es decir que:

i1 o i=1 i
_J) o Sl ow < flz) < on
(@) { n si f(z)>n

Se prueba facilmente que ¢, (x) tiene las propiedades del enunciado. O

2.4.1. El caso de funciones que cambian de signo

Si f:Q — R es una funcién medible que puede cambiar de signo, hacemos la descomposicién:
f=ft—f (2.3)
como diferencia de dos funciones medibles no negativas, siendo

_f fl@) si f(x)>0
f+(“"”)_{ 0 si f(z)<0

_ 0 si z)>0
F(@) = { —f(z) si ;Ex; <0
Notamos que:
[fl=F"+ 1
y que fT y f~ nunca son simultdneamente infinitas por lo que (3.6) tiene sentido en cualquier

punto x € Q.

Aproximando entonces fT y f~ por funciones simples, deducimos:

Corolario 2.4.4 Si f : Q — R es una funcién medible, existe una funcion de funciones simples
©n que converge puntualmente hacia f [pero no ya en forma creciente] y que verifica que |on ()| <

|f ()]
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4.0
— fix)=2 +sen(x)-(x/6)
354 ?
— P2
3.04 ¥
— P4
2.5 1
N N
1.5 4
1.0 4
0.5 1
O.G T T T T T T T
0 2 4 6 a8 10 12

Figura 2.1: Ilustracién del lema 2.4.3. Notemos que en este ejemplo los conjuntos E), ; serdn con-
juntos o-elementales. Pero en general, los E,, ; pueden ser conjuntos medibles arbitrarios.

2.4.2. El caso en que f es acotada

Volviendo a la construccién en la prueba del lema 2.4.3, es interesante notar que si f estuviera
acotada, o sea:
|f(z)] < C paratodo z € 2

Entonces

1
ngn_@n(m)SQ_n

cuando n > C'. Por lo que la sucesion ¢,, converge en este caso uniformemente hacia f. Razonando
como antes, deducimos el siguiente corolario:

Corolario 2.4.5 Si f : Q — R es una funcion medible acotada, existe una funcion de funciones
simples p, que converge uniformemente hacia f.
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2.5. La convergencia en casi todo punto y el teorema de
Severini-Egorov

Definicién 2.5.1 Sea (2, M, u) un espacio de medida, y fn, f : @ = R funciones medibles. Diremos
que fn(x) converge a f(x) en casi todo punto x € Q (con respecto a ) si

n({x € Q: fulw) A f2)} =0

Nota: En general, se emplea la terminologia en casi todo punto cuando una propiedad se
verifica salvo en un conjunto de medida nula. Por ejemplo, la funcién de Cantor-Lebesgue (ver
apéndice B), tiene derivada cero en casi todo punto. Esto es asi ya que esta propiedad se verifica
en el complemento del conjunto ternario de Cantor, que es un conjunto de medida nula.

Teorema 2.5.2 (Severini-Egorov) Sea (2, M, 1) un espacio de medida tal que p(2) < 4o0.
Supongamos que tenemos una sucesion de funciones medibles (fn)nen :  — R que converge en
cast todo punto de 2 (con respecto a p) hacia una funcion medible f(x).
Entonces, dado § > 0, existe un subconjunto medible Es C ) tal que f,, converge uniformemente
a fenEs, yu(Es) <d.

Nota: Aunque este teorema se conoce generalmente por el nombre de teorema de Egorov, por
el matemdtico ruso Dimitry Egorov que lo publicé en 1911 [Egoll], el matemético italiano Carlo
Severini lo publicé independientemente en 1910, en [Sev10].

Demostracion: Dados j, k € N definimos los conjuntos
j 1
El = :I:EQ:|fn(x)—f(;1c)|<;paratodon2kz

Claramente cada Ei es medible pues:

Bi= N {re:inw - sl <1}

n>k J

y las f, y f son funciones medibles. .
Observamos que cuanto mayor es k menos restrictiva es la condicién que define EY, es decir que
la sucesién _ _ _ _
J j J J
E{CEjC...CE|CE],,C...

es creciente. Por consiguiente, si llamamos
o0
E=|)FE]
k
k=1

tendremos que:

lim p(E]) = p(EY)

k—+oo
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En consecuencia, para cada j podemos elegir un kg = ko(j) de manera que
- - )
J _ R —
Hecha esta eleccién, pongamos
o0
_ J
Es = ﬂ Bots)
j=1
Es claro que Ej es medible. Notamos que si x € Fg, entonces x € Eio(j) para todo j € N, por
consiguiente existe un ko = ko(j) tal que si n > ko(j) se tiene que
1

|[fn(z) = f(2)] <3

Como j es arbitrario, esto prueba que f,(x) converge uniformemente a para x € Ej.
Nos queda estimar p(E§). Ahora bien, por la ley de De Morgan:

oo

c __ J ¢
zi=U () 24
=1
Pero _ .
(Ely)) < (B) U (B - B ) (2.5)

y se tiene que
(B9)" c{z € Q: fule) £ f(2)}
pues si * ¢ E7, para todo k existirdA un n > k tal que |f,(z) — f(z)] > % Por consiguiente,
w((E7)¢) = 0, ya que por hipdtesis que que f,, converge a f en casi todo punto de .
Entonces por (2.5) tenemos que:

w((Bl) ) <n((B)) + (B — Bl ) =0+ u(B — Bl ) < 23

y utilizando (2.4) y la o-subaditividad de la medida, deducimos que:

w(Bs) < i“ ((Bl)) < i% =9

Jj=1
como queriamos ver. O

Observacion 2.5.3 La hipétesis de que §2 es un espacio de medida finita es necesaria. Para verlo
consideramos en @ = R (con la medida de Lebesgue) la siguiente sucesion de funciones: f, =
Xin,n+1]- Esta sucesion converge a cero puntualmente, pero no converge uniformemente a cero en
R — FE para ningin E de medida finita.

En muchas situaciones, necesitamos considerar un espacio que es a la vez un espacio métri-
co (o topoldgico ?) y un espacio de medida. La siguiente definicién establece una condicién de
compatibilidad entre ambas estructuras:

3Los espacios topolégicos son una generalizacién de los espacios métricos, donde no esté necesariamente definida
una métrica, sino una topologia: esto es una coleccién 7 de partes de F con las siguientes propiedades: i) § € 7, E € T,
ii) 7 es cerrada por intersecciones finitas. iii) 7 es cerrada por uniones arbitrarias. Entonces por definicién los abiertos
de E son los elementos de .
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Definicién 2.5.4 Sea Q un espacio métrico (o topoldgico). Una medida p definida en una o-dlgebra
M C P(Q) se dice regular si se cumplen las siguientes condiciones:

1. Los abiertos del espacio Q) pertenecen a M, por consiguiente:
B(E)c M

donde o-dlgebra B(E) denota la o-dlgebra de subconjuntos de E generada por los abiertos
(o-dlgebra de Borel).

Esta condicidn implica que las funciones f : Q@ — R continuas (o semi-continuas), resultan
medibles (respecto a la o-dlgebra M).

2. Se cumple que

w(B) =sup{K C B: K es compacto} = inf{U D B : U es abierto} VB e M

Por ejemplo, la medida de Lebesgue en R™ es una medida regular.

Corolario 2.5.5 Si la medida p es regular, en el teorema de Egorov (teorema 2.5.2), Es puede
tomarse compacto.

Demostracién: Por el teorema 2.5.2 (cambiando § por §/2) podemos encontrar Es C E tal que

1)
HWE — Es) < 3

v fo(z) = f(x) uniformemente para x € Ej.

Pero entonces, por la regularidad de p podemos encontrar un compacto Ks C Es tal que
u(Eg — K(;) < g

Entonces, f,(z) converge uniformemente a f(z) en Ks, y se tiene

WE — Ks) < p(E — Es5) + p(Es — Ks) <0
Esto prueba que en el enunciado, podemos suponer que Es es compacto, cuando p es regular

(sustituyendo a Ejs por Kjy). O

2.5.1. Teorema de Lusin

Teorema 2.5.6 Dado un conjunto medible E C R* y una funciéon f : E — R las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

i) f es medible.

i) Para cada € > 0 existe un conjunto cerrado F' C E con m(E — F) < ¢ tal que fip (esto es: f
restingida a F) es continua.
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2.6. Convergencia en medida

Definicién 2.6.1 Sea (Q, M, i) un espacio de medida (frn)n—n : 2 = R una sucesion de funciones
medibles finitas en casi todo punto. Se dice que (f,) converge en medida a la funcién medible f
st para todo € > 0, tenemos que

w{lf — fal > e} = 0 cuando n — +oo
Notacién:

fo 2 f

Observacién: Si (f,,) converge en medida a f, cualquier subsucesién de (f,,) también converge
en medida a f.

Veamos algunas propiedades de la convergencia en medida:

Proposicién 2.6.2 (Unicidad del limite) Si f, s fy fn 5 g, entonces f = g en casi todo
punto con respecto a .

Demostracion: Por la desigualdad triangular,
lf =gl <1f = fal +1fn — gl

Entonces
p{lf =gl > et < p{|f = ful > €/2} + pf{lfn — gl > £/2}
Deducimos que para todo & > 0,
w{lf —gl>eb=0

Como

{r#gt=U {f—g|>i}

neN

Por la o-subaditividad de u, deducimos que:

n({f # g}) Séu({lf—g > 711}) =0

O

Teorema 2.6.3 Si () < 400 y (fn) : @ = R es una sucesion de funciones medibles finitas en
cast todo punto que converge en casi todo punto a f: Q — R, entonces f, converge en medida.

Demostracién: Notamos que:

N=penifuw) - f@d=U N U feensine-rwi> 1}
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también verifica que p(Ny) = 0 para cada k, pues N C N. Como los conjuntos
1
Ay = U {2 €0 1fu@) — f@)] > 1
n>no
son decrecientes, deducimos que:
lim  p(Agn,) =0

ng——+o00

Vale decir que si elegimos ng suficientemente grande, u(Ay n,) < J, y en consecuencia

1
u{x €N |fulx) — f(z)| > k} <9
para todo n > ng. Deducimos que f,, converge en medida a f. O

Observacién 2.6.4 Este resultado no es cierto si pu(2) = 4o00. Para verlo consideramos @ = R
con la medida de Lebesgue, y frn = Xnnt1]- Entonces fn(x) converge a cero para todo x, pero f,
no converge a cero en medida.

Definicién 2.6.5 Una sucesion de funciones medibles (fn) : Q@ — R finitas en casi todo punto, se
dice de Cauchy en medida o fundamental en medida si para cada § > 0,

p({z € Q: |fu(x) — fm(x)| = 6}) = 0
cuando n,m — 400.

Teorema 2.6.6 (F. Riesz) Si(f,) es de Cauchy en medida, entonces existe una subsucesion (fy, )
que converge hacia una funcion finita en casi todo punto de ). Ademds la sucesion entera converge
en medida a la misma funcion limite.

Demostracién: Como (f,,) es de Cauchy en medida para cada k € N existe otro entero ny, tal que:
p({z € Q: | ful@) = fm(2)] > 27%}) < 27 % sin,m > ny

Obviamente podemos suponer que n; < ng < ... < ng < ..., con lo que queda determinada la
sucesion (fn, )ken. Y si llamamos Fj, al conjunto

By ={z € Q: |far, (@) = fan(2)] 2 27,
tendremos que u(Ey) < 27%. Consideramos entonces el conjunto:
N =limsup Ey, = ﬂ U Ey
i=1k=i

Para cada i, N est4 contenido en el conjunto | J,-_; Ey, de donde se deduce que:

o0 oo 1
7]@ _
H(N) < kzzjiuwk) < gz = o
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por lo tanto deducimos que p(N) = 0. Si x € N, existe un entero i tal que = & | J,—; E, y por lo
tanto si k > 1,

|f”k+1 (J;) - fnk (.13)| < 27]6
Esto implica que la serie
fri (@) + (fro (2) = fry (2) + oo+ (Friin (2) = fi (2)) +

cuyas sumas parciales forman la sucesion

frr (@), fra (@), oy frn (),

es absolutamente convergente si ¢ N. Podemos definir entonces una funciéon

f@)= lm f, (x)sizgN

k—+o00

Y fn,(x) converge a f(x) siz & N.
Si completamos la definiciéon de f poniendo

f(z) =limsup fr(z) V2 eQ

n— 0o

Entonces f es medible, y f,, (z) converge a f(x) en casi todo punto*
A continuacién probaremos que la subsucesion f,, que hemos construido converge en medida a
f- Notamos que también tenemos que si © &€ N,

f(@) = fo (@) + (Frir (@) = frio (2) + (Fripo () = frpa (2)) + .
f(CL') - fnk(x) = (fnk+1 ({E) - fnk(x)) + (fnk+2(x) - fnk+1 (.’E)) +.o.

Dado 6 > 0 elegimos i tal que < 4. Entonces:

2L0 2ig—1

(zeQ:|f(z) = fu(x)] =06} C DEksiiZio

k=i

pues six € Ny |[fn,y, — fu.(2)] < 27F para todo k > i, se deduce de lo anterior que

|f(m)_fn1 |,Z2_ <(5Sl7,>20

mientras que si x € N, z € |J;—; Ex por la definicién de N.
En consecuencia:

pw{zx e |f(x) — fu, (@) > d}) < Z (Ex) Szik: i T <dsii >
k=i

k=i

48i estuviéramos trabajando con la o-dlgebra y la medida de Lebesgue podriamos completar la definicién de f
definiéndola en los puntos de N de cualquier manera, y obtendriamos una funcién medible. Pero esto no es cierto
si se trabaja con una medida no completa (para la que que no valga que un subconjunto de un conjunto de medida
nula es medible). Por eso optamos por completar su definicién como el limite superior de las fy(z).
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Esto prueba que la subsucesién (f,,) que hemos construido converge en medida a f.

Finalmente demostraremos que toda la sucesién (f,,) converge en medida a f, para ello volvere-
mos a utilizar la hipdtesis de que (f,,) es de Cauchy en medida. Como consecuencia de la desigualdad
triangular, tenemos que:

(@) = £ > 8) < {1$@) = £ @] > 3} 0 { ) - 501> 3

y en consecuencia:

p({[f (@) = fa(@)] > 6}) <

w ({0 = ot > 1) o ({10 - s > 5})

El primer término es menor que 3 eligiendo k > ko(e) pues f,, converge en medida a f, y el

segundo término también es menor 5 si k,ny > ni(e) [notamos que ny > k] pues (fy,) es de Cauchy
en medida. En conseguncia si k > médx(ng, n1),

{If(2) = fa(2)(2)| > 6} <e

Esto demuestra que f,, converge en medida a f. O

Corolario 2.6.7 Si la sucesion f,(x) converge en medida a f(x), existe una subsecion fn, (x) que
converge a f(x) en casi todo punto.

2.6.1. Un ejemplo para ver que la convergencia en medida no implica
convergencia casi en casi todo punto

En este ejemplo, vamos a considerar, el como espacio de medida, el intervalo [0, 1] con la medida
de Lebesgue.
Para n € N, definimos los intervalos

Jj J+1
In= [zkﬂ
donde k = k(n) = [logy(n)] y j = j(n) cumple que n = 2* + j con j € {0,1,2,...,2971}.

Definimos f,, : [0,1] — R como la funcién caracteristica (o indicadora) del intervalo .J,,.

1 sized,

f"(x):{ 0 sixéJ,

En este ejemplo, observamos que dado 0 < § < 1,
1
m({zx € [0,1] : |fu] > 0}) = oF 0 cuando n — +o00

Entonces f,, converge en medida a cero.

Pero dado cualquier € [0, 1], hay infinitos n tales que = € J,, o sea f,(z) = 1. Por lo que f,
no converge a cero en ningin punto (jmucho menos en casi todo punto!).
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Figura 2.2: Graficos de las funciones f,, que convergen a cero en medida pero no en casi todo punto.
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Capitulo 3

Integral de Lebesgue

3.1. Introduccion: El problema del paso al limite en la inte-
gral

Uno de los problemas centrales en la teoria de la integraciéon es bajo qué condiciones podemos
garantizar que si tenemos una sucesion de funciones f,, : Q@ — R (donde Q C R™ es un conjunto)
que converge (en algin sentido, por ejemplo puntualmente) a una funcién f : @ — R podemos
garantizar que

/Qf(:c) dz = lim /an(x) da (3.1)

n——+4oo

La integral de Riemann posee importantes limitaciones para abordar este problema. Para com-
prenderlo consideramos una numeracién {g,} de los nimeros racionales en = [0,1] y definimos
la sucesion

Jn = X{q1,q92,-,qn}

Entonces las f,, tienen integral cero en [0, 1] pero convergen puntualmente a la funcién caracte-
ristica de los racionales en [0, 1] (funcién de Dirichlet) que es el ejemplo cldsico de una funcién no
integrable Riemann. Con lo que en este ejemplo, el lado izquierdo derecho de (3.1) es cero, mientras
que el lado derecho de no tiene sentido.

Sin embargo, el matemético francés Henri Lebesgue (en su tesis de 1902), propuso una definicién
diferente (més general) de integral basada en la teoria de la medida que hemos desarrollado ante-
riormente. La o-aditividad de la medida de Lebesgue conduce entonces a teoremas que permiten
justificar el paso al limite en la integral bajo condiciones muy generales.

En este capitulo, expondremos esta teoria de la integraciéon trabajando en un espacio de medida
abstracto. Esto resulta titil para muchas aplicaciones (por ejemplo, en la teorfa de probabilidades).
Por supuesto que el ejemplo mas importante es cuando dicho espacio de medida es un sub-conjunto
medible de R" y la medida que consideramos es la medida de Lebesgue.

3.2. La Integral de Lebesgue en Espacios de Medida

Consideramos ahora un espacio de medida (2, M, u) es decir un espacio medible, donde ademds
estd definida una medida (o-aditiva) u: M — [0, +00].

52
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Queremos definir la integral de f con respecto a la medida p. Lo haremos en tres etapas:
1. Integral de funciones simples no negativas.
2. Integral de funciones medibles no negativas.

3. Integral de funciones medibles que pueden cambiar de signo.

Como notacién, utilizaremos
fdp
Q

o veces, una notacién mas expliticta con respecto a qué variable estamos integrando como:
/ f(z) du o incluso / f(z) du(zx)
Q Q

Cuando la integral es un subconjunto de R? con respecto a la medida de Lebesgue m, es usual

/Qf(x) dx

escribir

entendendiendo que dx = dm(x).

3.2.1. Integral de Funciones Simples No Negativas

Si f:Q — R>g es una funcién simple no negativa, representada por su representaciéon canénica
(2.1) definimos su integral de la siguiente manera:

/ fdM:ZCi'M(Ei)
Q i=1

En esta definicién, hacemos el convenio de que si u(E;) = 400 para algin 4, la interpretamos
asi:

» Sic¢; # 0, entonces ¢; - u(E;) = +0o (y en consecuencia la suma da por resultado +00)
= Mientras que si ¢; = 0 entonces ¢; - u(F;) = 0. (y este término puede omitirse en la suma)

Este convenio esté de acuerdo con el significado geométrico de la integral, y es importante para la
validez de los teoremas que veremos a continuacién.
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Integral de funciones simples

100 ~

80

60

40 -

20

Figura 3.1: Tlustraciéon de la definicién de la integral de una funcién simple, f = 40 - xg, + 100 -
XE, + 30 - xg, + 55 - xg, imaginando que los conjuntos E; fueran intervalos en la recta real (En
realidad, pueden ser conjuntos medibles arbitrariamente complicados.). En el caso cldsico en que
X =Ry u es la medida de Lebesgue, la integral puede entonces interpretarse como el area bajo el
grafico de la funcién.

La integral de las funciones simples no negativas tiene las siguientes propiedades, que pueden
verificarse facilmente:

Proposicién 3.2.1 1. linealidad: Si f y g son funciones simples no negativas:

/Q(f+g)du=/ﬂfdu+/ﬂgdu

Si f es una funcién simple, y k > 0 una constante:

Jeydu=r [ 1

2. Monotonia: si f y g son funciones simples no negativas y f < g, entonces:

/Qfduﬁ/ﬂgdu
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Para probar este lema, es til observar que si f se representa de cualquier manera como una com-
binacién lineal finita de funciones caracteristicas (aunque los conjuntos F; no sean necesariamente
disjuntos), el valor de la integral es el mismo, como consecuencia de la aditividad de la medida.
3.2.2. Integral de funciones no negativas

Definicién 3.2.2 Sea (Q, M, u) un espacio de medida, y f : Q — [0, +00] una funcidn medible no
negativa. Definimos la integral de f de la siguiente manera:

/f@nww{/wmuoﬁwéﬁwﬂm%}
Q Q

Una consecuencia inmediata de la definicién es la siguiente:

Proposicién 3.2.3 Si f,g : Q@ — [0,+00] son funciones medibles no negativas tales que f < g,

entonces
/f@ﬁ/gw
Q Q

Definicién 3.2.4 Si A € M es un conjunto medible, y f : Q — [0, +00] es una funcién medible no
negativa, definimos la integral de f sobre A como:

Afdu=/§lf-XAdu

Lema 3.2.5 Sea ¢ una funcion simple no negativa. Entonces la funcion A = X\, : M — [0, +0o0]
definida por:

Mmszw
A
es una medida.

Demostracién: Supongamos que un conjunto medible A se representa como una unién disjunta
numerable de una sucesién (A, )nen de conjuntos medibles:

A={]J A,

neN

Queremos probar que:
AA) =D MAy)
n=1

Como ¢ es una funcién simple, podremos representarla en la forma

N
Y= Z Ci XE;
=1

siendo F; conjuntos medibles disjuntos.
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Notamos que ¢(x)xa, (z) es una funcién simple, que toma el valor ¢; en el conjunto A, U F;, es
decir que su representacién canénica es:

N

p(x)xa, (@) =D ci xmna, (@)

i=1

En consecuencia,

Y por lo tanto

Il
-
3
Il
-
-
Il
-

n

Como en esta suma doble los términos p(F; N A,
en cualquier orden. En consecuencia,

%S N e’}
Z)\(A ZZCZ (E;NA,) :ZCZZuE NA,)
n=1 i=1 n=1

i=1n=1

~

son no negativos, da lo mismo efectuar la suma

Ahora notamos que:
E,NA= U (E;iN A,)
neN

siendo esta unién disjunta. En consecuencia, como p es una medida,
o0
w(E; N A) g (E;NA)

y concluimos que:

oo N
3N =3 n(in ) = /Q o(z) xalz) du = /A o(z) dp

O

Teorema 3.2.6 (Teorema de la Convergencia Monétona ) ' Sea f,(z) : Q — [0,+00] una
sucesion creciente (o sea: fn(x) < fny1(x)) de funciones medibles no negativas. Entonces,

[ i s du= i [ @) d

ITambién conocido como teorema de Beppo Levi.
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Demostracion: Consideramos la funcién medible no negativa f dada por

f(l‘): lim fn( )—Supnfn(x)7

n——+oo

donde la segunda igualdad se debe a la monotonia de la sucesién f,,. Y por la monotonia de la

integral es claro que:
| @y dn< [ 1w du
Q Q

Jim [ f@du< [ fie) au (3.2)

Por otra parte, sea ¢ una funcién simple tal que ¢ < f. Dado a € (0,1), consideramos los
conjuntos (medibles)

Y por lo tanto que:

Ap ={z € Q: fu(z) = ap(z)}

Entonces la sucesion (A, )nen es mondtona creciente (o sea A, C Apt1) y
0= J 4.

Para ver esto, supongamos primero que ¢(x) > 0. Entonces ap(x) < ¢(x), y por lo tanto para
algin n € N, f,(z) > ap(z) por la definicién de supremo, luego « € A,,. Por otra parte si p(z) = 0,
x € A, para todo n debido a que las f,, son no negativas.

Ademés la funcién A, definida en el lema anterior, es una medida, por lo tanto:

AQ) = lim A(Ay)

n—-+oo
es decir,
in [ @) dn= [ ole) au

n—-+o0o A

Por otra parte, para cada n € N, por la definicion de A,

a/,4n*”(x> dMS/Anfn(w) dMS/an(x)d

a/ﬂ () dp = a lim o(z)dp < lim /fn

n—-+oo A n—-+oo

De modo que,

[donde el tltimo limite y coincide con un supremo en R]. Haciendo tender o a 1 deducimos que:

<
/Q( dp < ngrfoo/fn

y por lo tanto como esto vale para toda funcién simple ¢ con 0 < ¢ < f, por la definicién de

integral, deducimos que:
dp < lim n(x) du 3.3
/Q i) = ntoo /Q fa(@) (3:3)

Las desigualdades opuestas (3.2) y (3.3) establecen el teorema. O
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Observacién 3.2.7 Tomemos Q = [0,1] y p = m (medida de Lebesgue). Consideremos las funcio-
nes simples no negativas

fu(z) = - X[0,1/n]

cuyo limite puntual es la funcion

0 st 0<z<1

f(x):{ oo si z=0

Vemos que
1
/ fn(x) dx =1 para todon € N
0

pero

/Olf(:r)d:rO

Este ejemplo muestra que la conclusion del teorema 3.2.6 puede no valer si la convergencia mo es
mondtona.

Proposicién 3.2.8 (Linealidad de la integral) Si f,g : Q — [0,4+00] son funciones medibles
no negativas y A1, A2 > 0 son numeros reales no negativos, entonces:

[ as@) + dag@)] dn = [ fGa) dus 2 [ g(a) dn
Q Q Q

Demostracién: Utilizamos el lema de aproximacion por funciones simples: sabemos que existen
una sucesién creciente (fy,(x)) de funciones simples que converge a f(x), y una sucesién creciente
(gn(z)) de funciones simples que converge a g(x). Entonces por la linealidad de la integral de
funciones simples,

/Q () + Aagn ()] dpt = A /Q Ful) dp+ Ao / () dp

Y el teorema de convergencia mondtona implica entonces que:
[ @)+ rag@) du =1 [ @) du+ e [ (o) d
Q Q Q
O
Corolario 3.2.9 Sea f,, : M — [0, +00] una sucesion de funciones medibles no negativas. Sea:

S(@) =Y ful2)

n=0

FEntonces

/QS(w) dui/ﬂfn(x);dﬂ

n=1
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Demostracion: Aplicamos el teorema de convergencia monétona a la sucesién de sumas parciales:

k
= fala)
n=0

O

Teorema 3.2.10 (Lema de Fatou) Sea f,, : Q@ — [0, 4+00] una sucesidn de funciones medibles no
negativas. Entonces:

/hmlnffn( d,u<11m1nf/ fn(z (3.4)
Q

n—-+oo n—-+oo

Demostracion: Llamemos

Ie) =t fo(2) = sup ( uf £, )

n—+4oo kEN

y consideremos la sucesion creciente de funciones no negativas:

gr(x) = mf fr.(z)

n>k

Entonces la sucesién gi converge en forma monétona creciente a I. Luego, por el teorema de
convergencia monotona:

[ 1@ dn= [ i o) du= tim [ ou(o) du (3.5)

Por otra parte si n > k, tenemos que

%ShiA%@@SLh@w
Jovte) e <t [ 1)

SUP/ gx(z) dp = lim gk (z) du < hmmf/ folz
k Ja

k—4o00 n—-+oo

y en consecuentcia:
Y por lo tanto:

En consecuencia utilizando (3.5), deducimos que:

/I( Ydu < liminf fn( ) dp
Q

n—-+oo



Notas de Anélisis Real - ©2007-2025 Pablo L. De Népoli 60

3.2.3. Funciones Integrables
Si f:Q — R es una funcién medible, hacemos la descomposicion:
f — f+ _ f'— (36)
como diferencia de dos funciones medibles no negativas, que introdujimos en la secciéon 2.4.1.

Definicién 3.2.11 Diremos que una funcién medible f : Q@ — R es integrable si son finitas las

integrables
/ fH(z) dp
Q

/Q f~ (@) dp

En ese caso, definimos la integral de f con respecto a u en el espacio ) por:

[ @ an= [ Fr@dut | 5@ au

Observaciéon: De la definicién de funcién integrable, deducimos que f es integrable si y so6lo si

/ (@) |y < +oo
Q

Ademés:

‘ / f(w)du‘ < [ 15 da

Proposicién 3.2.12 (Linealidad de la integral) Si f,g : Q@ — R son funciones integrables y
A1, A2 son numeros reales, entonces A1 f + Aag es integrable, y se tiene que:

/Q (@) + Aog(@)] du = A / F(2) i+ Ao / o(e) du

Demostracion: Primero probaremos que es posible sacar escalares de la integral: En efecto si
A > 0, tenemos que:

(AT =AfT
(Af)” =Af"

Entonces es claro por la definicién y la linealidad de la integral para funciones no negativas, que si
f es integrable, Af también lo es y se verifica que:

Jardu= [ opan= [ ) d

=/\/Qf+du—)\/ﬂf‘du

=X{ fdu
Q
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Si A < 0, notamos que:

AT =N

(A~ = (=Nf*
y de nuevo, vemos usando la definicién y la linealidad de la integral para funciones no negativas,
que si f es integrable, \f también lo es y se verifica que:

Akfwwiéﬂﬂ+mriéﬁﬂ’du
:—A/Qf*d;u—/\/gf*du

:AAf@

(El caso A = 0 es trivial porque la integral de la funcién nula d4 0).

Ahora probaremos que la integral distribuye la suma: Para ello notamos que (3.6) proporciona
una escritura de f como diferencia de dos funciones no negativas. Pero que si tenemos otra escritura
de f como diferencia de dos funciones medibles no negativas:

f=h—-1/e
Entonces de fT — f~ = f1 — f2, deducimos f+ + fo = f1 + f—, entonces por la linealidad de la
integral para funciones no negativas:

Aﬁw+4hw=4ﬁm+4rw
Afw=4ﬁw—4hw

Vale decir que si en lugar de (3.6), utilizéramos cualquier otra descomposicién de f como diferencia
de funciones medibles no negativas obtendriamos el mismo valor de la integral.
Hecha esta observacion, notamos que

fr9=r"—f"+g"—g =("+9H - +97)

y que esta ultima expresion proporciona una escritura de f 4+ g como diferencia de funciones no
negativas. En consecuencia, por la observacion anterior, y la linealidad de la integral para funciones
no negativas:

En consecuencia,

_ + gt _ - -
l¥f+wdu—lkf-+g)WLtLU‘+g)du

=/f*dwr/g*du—/f’du—/g’du:
Q Q Q Q
=/f@+/gw

Q Q
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Teorema 3.2.13 (de convergencia uniforme) Sea f,(z) : Q@ — R una sucesién de funciones
integrables. Supongamos que f, converge uniformente a f en Q y que p(QY) < +oo. Entonces f es

z'ntegmble Yy
lin fn du = f d
N 1 / (33) 1% / (33) 7

Demostracién: Como f, converge uniformemente a f, dado £ > 0 existird ng = ng(e) [jque no

depende de z!] tal que si n > ny,
€

1(9)
(Podemos asumir que u(2) # 0 porque sino el resultado es trivial, pues todas las integrales del
enunciado son nulas.) En particular, como

[fulz) = f2)] <

3

(@) < | o ()] + O]

Integrando en €2 se deduce que:

/|f($)|dﬂﬁ/\fno(a:)|du+6<+oo
Q Q

luego f es integrable. Y si n > ny,

‘/an(:c) dﬂ/ﬂf(ﬁﬂ)dﬂ‘g/ﬂ|fn(l’)f(x)|dl£§/ﬂu(€mdlu€

Como € > 0 es arbitrario, esto prueba el teorema. O

Teorema 3.2.14 (de Fatou-Lebesgue) Sea f,(z): Q — R una sucesion de funciones medibles.
Supongamos que existe una funcion integrable g de modo que

| fn(x)] < g(z) para todo x € Q
[La funcidn g, se denomina una mayorante integrable de las gy ]. Entonces las funciones

I(z) = liminf f,(x), S(z)=1limsup f,(x)

n—-+00 n——+oo

son integrables, y

/ I(z) dp <liminf [ f,(z) dp < h'msup/ frn(x) du = / S(x) du
Q Q Q Q

n—-+00 n—-+oo

Demostracion: Notemos en primer lugar, que la existencia de una mayorante integrable implica
que las f,, son también integrables pues

/ | fr ()] dp < / g(x)du < +o0
Q Q
Como —g(x) < fu(x) < g(z) tendremos

—g(x) < I(z) < S(z) < g(x)
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con lo que
H(z)| < g(x),[S(z)] < g().
Se deduce de modo similar que I(x) y S(x) son integrables. Ademaés las funciones g(z) — f,(x)
y fn(z) + g(x) son no negativas, y

lim inf(fn () + g(2)] = [lm inf f,,(2)] + g(z) = I(z) + g(x)

n—4o0o

lim inf[g(z) — fn(2)] = g(z) — [lmsup fu ()] = g(z) — S(x)

n—+00 n—-+oo

Usando el lema de Fatou

t/U@0+g@Hdu<hmnﬂ/ﬁ%@)+gwﬂdu
Q

n—-+o0o

o sea por la linealidad de la integral

/Qf(z)duﬂL/Q( d,U<L1§+H;£/fn u+/ g(z) dp

y cancelando la integral de g (lo que es admisible pues todos los términos en esta desigualdad son

finitos) obtenemos que:
I(x) du <1 f n
J, 16w < i [ o

Similarmente por el lema de Fatou

n—-+oo

/wm*ﬂﬂmﬁﬁmﬂ/M@fh@Mu
Q Q

o sea por la linealidad de la integral

/Qg(x)du*/ﬂs( )du</ *hmsup/fn

De donde cancelando la integral de g

H%wﬁnwwsﬁﬂ@d

Finalmente notamos que la desigualdad

h’minf/ frn(x) du < hmsup/ fulx) d

n—+o0 n—+o0

es trivial. 0
Como corolario, obtenemeos el siguiente resultado fundamental de la teorfa de la integral de
Lebesgue:
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Teorema 3.2.15 (De convergencia mayorada, de Lebesgue) Sea f,(z) : 2 — R una suce-
sidn de funciones integrables, que converge puntualmente a una funcion f(x)

f@) = lm fu(2)

n—-+oo

y tal que existe una funcidén integrable g de modo que |fn(x)| < g(x) (en casi todo punto con respecto
a la medida ). Entonces

lfm /Q Fula) — F(@)] du =0

n—-+oo

En particular,

i [ pula) dn= | @) d

n—-+4oo

Observacion 3.2.16 Cuando = N y p es la medida de contar, una funcion f : QQ — R no es
otra cosa que una sucesion. En este ejemplo, todas las funciones son medibles, puedes la o-dlgebra
M estd formada por todas las partes de N. La integral

/Nfdu

> fn)

neN

coincidird con la serie

siempre que sea absolutamente convergente (que es la condicién para que [ sea integrable con
respecto a ). Esta observacion permite aplicar los teoremas de convergencia anteriores a las series
absolutamente convergentes.

3.3. Comparacion con la intergral de Riemann

En esta seccién buscaremos comparar la integral de Riemann con la de Lebesgue. Méas especifi-
camente probaremos el teorema siguiente:

Teorema 3.3.1 Sea f : [a,b] — R una funcién acotada. Entonces f es integrable en el sentido de
Riemann en [a,b] sty sélo si f es continua en casi todo punto (es decir: su conjunto de puntos de
discontinuidad tiene medida cero en el sentido de Lebesque). En ese caso, la integral de Riemann
con la integral de Lebesgue.

Para demostrar este teorema, necesitamos recordar previamente los conceptos fundamentales de
la teoria de la integral de Riemann.

Dada una funcién f : [a,b] € R — R una funcién acotada, para cada particién 7 del intervalo
[a,b] en subintervalos (i.e. particiones de la forma 7 : a = 29 < 21 < ... < Tp_1 < T, = b) se
definen las sumas inferior y superior de Riemann por las formulas

Sw(f) = Zmz(% - ﬂfi—l) y Sﬂ(f) = ZMz(xz - »Tz'—l)
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donde
m; = inf  f(x) v M;:= sup f(x).

TE[Ti—1,T4] x€[wi_1,24)

Se definen a continuacion las integrales inferior y superior de Riemann como
Ir(f) = sup{s:(f) : 7 particién de [a,b] en subintervalos}

Sr(f) = Inf{S,(f) : = particién de [a,b] en subintervalos}.

Por tltimo, decimos que f es Riemann integrable si las integrales inferior y superior de Riemann
coinciden. En tal caso se define la integral de Riemann de f como

/ f(x) dz == In(f) = Sa(f).

Definimos también la norma de una particién 7 como el médximo de las longitudes de los intervalos
en dicha particién:
7] = méx (z; —zi-1)
1<i<n

Tenemos el siguiente criterio de integrabilidad en el sentido de Riemann (que se ve en cursos
anteriores)

Proposicién 3.3.2 f es Riemann integrable en [a,b] si y sélo si para cada € > 0 existe una
particion w del intervalo [a,b] por subintervalos tal que Sr(f) — s.(f) < e

Podemos interpretar las sumas inferior s, (f) y superior S;(f) como integrales (en el sentido de
Lebesgue) de funciones en escalera (funciones simples que son constantes en intervalos). En esfecto
si definimos

n
gﬂ' = Z miX[a:i,l,wi]
i=1

hﬂ' - Z MiX[zi,l,zi]
=1

Entonces

Definimos las envolventes superior M (z) e inferior m(z) de Baire por

— inf
M (x) ggo\fﬁaﬂy)

m(z) =sup f f(y)
§>0 |lz—y|<d

(En esta definicién, consideramos puntos z,y € [a, b].)
La siguiente proposicion resume sus propiedades:
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Proposicién 3.3.3 1. Si f es acotada, m y M son finitas en todo punto. Ademds m(z) <
fx) < M(a).
2. f es conitnua en un punto xg € [a,b] siy sdlo si m(xg) = M(xo)
8. m es semicontinua inferiormente y M es semicontinua superiormente. En particular, M ym

som medibles.

Demostracion:

Veamos que M es semicobntinua superiormente, es decir que el conjunto Ay = {z € [a,b] :
M (z) < A} es abierto (relativo al intervalo [a, b]). Si M () < A, entonces por la defincién de M(x),
existird un dg > 0 tal que

sup  f(y) <A
|zo—y|<do

Entonces si z € [a,b] N (xg — do, ¢ + Jp) existird un §’ > 0 tal que
(x =8, 2408") C(xg— 0,20+ )

y por lo tanto

sup  f(y) <A
|z—y|<d’

Se deduce que
M(z) < A

Por lo tanto [a,b] N (xg — d,20 + J) C Ay. Como lo hicimos con cualquier z, probamos que M es
semicontinua superiormente. Andlogamente se prueba que m es semicontinua inferiormente. O
Finalmente necesitamos un lema:

Lema 3.3.4 Sea (my) una sucesidn de particiones de [a,b] tal que su norma tienda a cero. Entonces
9 (2) = m(2)

hay () = M(x)

en todo de [a,b] que no sea un punto de subdivision de ninguna particion wy,. En particular, en casi
todo punto.

Aplicando el teorema de convergencia mayorada, obtenemos
Corolario 3.3.5 ,
In(f) = [ miz) do

b
Sr(f) z/ M(z) dx

Finalmente observamos que entonces f es integrable en el sentido de Riemann en [a, b] si y s6lo
si

b
/ [M(z) —m(x)] de =0
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Como el integrando es no negativo, esto ocurre si y sélo si m(x) = M(z) en casi todo punto, es
decir si f es continua en casi todo punto.

Ademss, en dicho caso f(x) = m(x) = M(x) en casi todo punto, luego f es medible, y la
integral de f coincide con la de m(z) y M (x) en el sentido de Lebesgue. Se deduce que la integral
de Lebesgue coincide en este caso con la de Riemann.

El teorema 3.3.1 se generaliza sin otra dificultad que la de adaptar la notacién a integrales de
funciones acotadas en intervalos de R? con d > 1.

3.3.1. Intergrales impropias

En los cursos elementales de andlisis se consideran también integrales de funciones no acota-
das o en intervalos infinitos, habitualmente denominadas “integrales impropias”. Consideremos por
ejemplo, integrales en una semirrecta [a, +00).

Definicién 3.3.6 Supongamos que f : [a,00) = R es una funcion tal que f es acotada e integrable
en el sentido de Riemann en cada intervalo compacto [a,b] con a < b. Entonces, decimos que la

integral
| @ ds

existe como integral impropia en el sentido de Riemann-Cauchy, si existe el siguiente limite (que
es por definicion el valor de la integral en este sentido)

(RC) / " f@) do = 1im / " f(2) de (B)

b—+o00

En la teoria de Lebesgue, las integrales impropias absolutamente convergentes pueden conside-
rarse como integrales en el sentido ordinario. Mas precisamente, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 3.3.7 En las condiciones de la definicion anterior, si

(7O) [ 1) <+

entonces f es integrable en el sentido de Lebesgue en el intervalo [a,00) y su integral de Lebesgue
coincide con su valor como integral impropia.

Demostracion: Consideremos cualquier sucecién b, que tienda en forma mondtona creciente a
400, y definamos las funciones

fu(x) = f(2)X(a,p) ()

Entonces: . -
[ @ da= [ g de @)

donde la primera integral puede pensarse tanto en el sentido de Riemann como en el de Lebesgue,
por el teorema anterior. Similarmente:

/ " ) da = / @) de (L),
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Haciendo que n 4 oo y usando la hipdtesis, vemos aplicando el teorema de convergencia mondétona
que f es integrable en el sentido de Lebesgue. Y se deduce por el de convergencia mayorada que:

lim /OOO fn(z) dox = /aoo f(x) dx (L).

n—-+oo

Como esto vale para toda sucesién (b,,) que tienda a infinito, deducimos que:
b b
lfm / f(z) da::/ f(z) dx (L).
b—+o00 J, a

0

Ejemplo 3.3.8 En cambio, existen integrables impropias no absolutamente convergentes que pue-
den interpretarse en el sentido de Riemann-Cauchy pero no en el de Lebesque. Consideremos por
ejemplo la célebre integral de Dirichlet

(RC) / ST =T
0 2

T

Notemos que el integrando tiene una singularidad evitable en el origen (Si lo redefinimos como 1
en x = 0 obtenemos una funcion continua e incluso analitica). Esta integral no es absolutamente

convergente, es decir:
*senx
dr = +oo
0 xr

Por lo tanto, esta integarl no puede pensarse en el sentido de Lebesgue. Existen integrales mds

generales que la de Lebesque que permiten considerar este tipo de ejemplos, como la de Henstock-
Kurzweil (ver [Bri08], [Mon08]). Pero no desarrollaremos este tema en este curso.

Un tratamiento similar podemos darle a las integrales de funciones que tengan una singularidad
aislada en un punto. Si consideramos la integral de una funcién f en un intervalo finito I = [a, ]
de la recta real, y nuestra tiene una tnica singularidad en un punto ¢ € I, en los cursos elementales
se toma como definicién de integral impropia (en el sentido de Riemann-Cauchy)

b c—eq b
(RC)/ f(z)dr = lim [/ f(z) de + f(z) dx]

€1,e2—0 cteo

y con un argumento similar al de antes, podemos ver que esta integral coincide con la Lebesgue,
siempre que sea absolutamente convegente. Por ejemplo:

'l
—dr =0
e
tanto en el sentido de Riemann-Cauchy como en el de Lebesgue. Algo similar ocurre cuando tenemos

una singularidad en un extremo del intervalo.

Sin embargo, la integral de Lebesgue admite funciones integrables con singularidades en un
conjunto denso, como muestra el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 3.3.9 Sea (¢n)nen una numeracion de QN [0,1], consideramos la funcién f(z):[0,1] —
[0, 4+00] definida por:

o0

1 .
f(x):;m siz ¢ Q

y por ejemplo f(x) =5 si x € Q (En realidad no interesa como la definamos en Q pues es un
conjunto de medida nula). Entonces usando el corolario 3.2.9, se ve fdcilmente que f es integrable
en [0,1] en el sentido de Lebesque. En cambio esta funcidn no puede ser integrada en el sentido de
Riemann (por ser no acotada), ni en el de Riemann-Cauchy (porque sus singularidades en los gy,
son no aisladas).

3.4. Ejemplos para los teoremas de paso al limite

En esta secciéon veremos con algunos ejemplos que las restricciones en los teoremas de paso al
limite son esenciales.

Ejemplo 3.4.1 En Q = [0, 1], consideremos la sucesion de funciones
fo(z) =na"?
cuyo limite puntual es la funcion

f(x){ 0 si 0<z<l1

1 st =1

FEntonces como f,, es la derivada de ™, usando la regla de Barrow encontramos que:
)

1
/ fu(z)de =1
0
mientras que f tiene integral cero en [0,1] ya que es nula en casi todo punto.

Ejemplo 3.4.2 Un ejemplo similar puede lograrse con funciones simples. Consideramos en §) =

[—1,1] la sucesion
n
fn(z) = 97 X[—1/n,1/n]

Entonces nuevamente las f, tienen integral 1, pero convergen puntualmente a una funcién que es
nula en casi todo punto, y que por lo tanto tiene integral cero.

Notamos que en estos ejemplos consideramos funciones no negativas, pero la convergencia no es
mondtona. Asi mismo muestran que la desigualdad en el lema de Fatou (3.4) puede ser estricta.

3.5. La Interpretacion Probabilistica

Los conceptos desarrollados en este capitulo tienen una interpretacién natural en el contexto de la
teoria de probabilidades. Para una exposicién detallada, vean mis notas de la materia probabilidades
y estadistica.
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= Un espacio de probabilidad es simplemente un espacio de medida (92, &, P) donde P(Q)) =
1. Los elementos de la o- dlgebra £ se denominan eventos. Corresponden a sucesos que pueden
ocurrir o no cuando se realiza el experimento aleatorio que queremos modelar. Si E es un
evento, la medida P(F) representa la probabilidad asignada a dicho evento.

= Una variable aleatoria es una funcién medible X : 2 — R. Representa un nimero asociado
a la realizacién de un experimento aleatorio. Por ejemplo: el resultado de una medicién.

Cabe mencionar que en el contexto del analisis real, se piensa generalmente la medibilidad
como una condicién meramente técnica. Dicha condiciéon es necesaria para la validez de los
resultados, pero todas funciones que aparecen en la préctica verifican. Sin embargo, en la
teoria de probabilidades este concepto adquiere una nueva dimension: las o-algebras se usan
para representar la informacién disponible (por ejemplo en un instante de tiempo dado, en el
contexto de la teorfa de procesos estocdsticos). Entonces las funciones medibles son aquellas
cuyo valor puede determinarse con la informacién disponible.

= En particular, las funciones simples corresponden a variables aleatorias discretas que
toman s6lo un nimero finito de valores.

= La integral de una variable aleatoria respecto a la medida P es lo que en la teoria de probabi-
lidades se denomina la esperanza matematica de dicha variable. Representa un promedio
de dicha variable, ponderado de acuerdo a las probabilidades asignadas.

= La nocién de convergencia en medida se denomina en el contexto probabilistico convergencia
en probabilidad.



Capitulo 4

Construccion de medidas

4.1. Medidas Exteriores

En este capitulo, queremos describir un general procedimiento para construir medidas. Recor-
damos que para cosntruir la o-dlgbera y la medida de Lebesgue en R, partimos de la nocién de
medida exterior. Ahora generalizaremos esta construccién a espacios abstractos.

Definicién 4.1.1 Una medida exterior p* es una funcién de P(X) (el conjunto de partes de X)
en [0,00] con las siguientes propiedades:

1. (@) =0
2. u* es creciente: si A C B, entonces pu*(A) < p*x(B)
3. u* es o-subaditiva: para cualquier sucesion F C X se cumple:
(oo} oo
" (U E> <>
k=1
Constantin Carathéodory probé que en R? vale la siguiente propiedad:
Teorema 4.1.2 E C R? es medible Lebesgue si y sélo si para todo conjunto S se cumple que:
me(SNE) +me(SNE) =me(S)

(me(S) es la medida exterior de Lebesgue de S, E€ es el complemento de E)
Basandose en esto propuso tomar esta propiedad como definicion en el caso de la medida abstracta:

Definicién 4.1.3 Diremos que un conjunto E C X es p*-medible (o simplemente medible) si para
cualquier conjunto S C X se cumple:

pH(SNE)+p* (SN E) = p*(S)
Equivalentemente: E es medible si y solo si para todo A C E y todo B C E€, se tiene que:

i (AU B) = p*(A) + 1" (B)

71
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Observacién 4.1.4 Como S = SE U SE® tenemos:

pr(S) < p (SNE) +p™(SNE)
luego para ver que E es medible basta ver que:

W (S OVE) + (S0 E°) < ' (S)

(para todo S C X) Esto basta verlo cuando p*(S) < +oc.

Notacién: M = M- es la clase de los conjuntos p*-medibles.
Corolario 4.1.5 ) € M,,« (0 es medible)

Observacién 4.1.6 Si E es medible, también lo es su complemento. (Esto estd claro ya que E y
E¢ intervienen simétricamente en la definicion)

Proposicién 4.1.7 La interseccion de dos conjuntos medibles es medible (por lo tanto M,, es un
dlgebra de conjuntos)

Demostracién: Sean EyF medibles. Queremos ver £ N F es medible. Tenemos que:
(ENF)Y=(ENF)YU(E°NF)U(E°NF°)
luego, para cualquier S C X tenemos:
wW(SNENE)+p*(SN(ENF))
<P (SNENFE)+u (SNENF°)
+u*(SNE°NF)+ " (SNE°NF°)
por ser u* sub-aditiva. Pero como F' es medible:
p(SNENFE)+u (SNENF) =p*(SNE)

Similarmente:
p(SNE‘NFE)+p*(SNE‘NF) = p*(SE)

Luego,
wW(SNENE)+u (SNENFE)) <u*(SNE)+u* (SN E°

Pero como Ees medible, u*(S N E) + p*(SNE°) = p*(S), luego tenemos:
p(SOENE)) +p (SN (ENF)) < p(5)
y como ésto vale para todo S C X, concluimos que E N F es medible. O

Lema 4.1.8 Si Fh, Es, ..., E, son conjuntos medibles disjuntos, entonces para cualquier conjunto

S C X se tiene:
S (o0 ()
k=1 k=1
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Demostracién: Se prueba por induccién sobre n. Si n = 1 es trivial. Si n > 1 y lo suponemos
valido para n — 1 conjuntos medibles disjuntos vamos a probar que también vale para n. Separando
el término con k = n, y utilizando la hipdtesis inductiva, tenemos que:

n n—1
> w(SNER) =u (Sﬁ (U Ek)) +p (SN Ey,)
k=1 k=1
Sea E el conjunto:

E=||E,

C:=

k

1

entonces: FNE, =F,y

n—1

ENES = U Ej,
(ya que los Ej, son disjuntos), luego:
n
> w(SNE) =p(SNENE,) +p (SNENE;) = p*(SNE)

k=1

por ser E,, medible, o sea:

Srisnmse (s0(Us)

como afirma el lema. O
Lema 4.1.9 M« es una o-dlgebra.

Demostracion: Basta probar que es cerrada bajo uniones numerables disjuntas:
Sea (F%) una sucesién conjuntos de M,, y pongamos: By = E; By = Ej, — Uf;ll FE; entonces los
By, € M,, (pues ya sabemos M, es un algebra), son disjuntos y tenemos que

Jr=Um
k=1 k=1

Como toda unién numerable de medibles, se puede reescribir como una unién numerable disjunta
de medibles bastard entonces probar que M, es cerrada bajo uniones numerables disjuntas.

Sea pues (E}) una sucesién de conjuntos de M, disjuntos. Vamos a probar que |J;-; Ej también
pertenece a M. En virtud del lema anterior, para cualquier S C X:

iu*(smEk)-‘rM* <Sm (0 Ek) )

k=1 k=1

o)) o ()

=
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ya que ;_, E) es medible (M, es un dlgebra).

Como por otra parte:
SN (U Ek> csn (U Ek>
k=1 k=1
k=1 k=1

Z“ (SN E) + (SH<UEk>
k=1
Cuando n — oo resulta la desigualdad:

iu* (SN Ek)+p* (Sﬂ (G Ek:) ) < u(S)
k=1

(08 oo (2)

<§: (SN Ey) + p* ((GEk>>< (S)

por la o-subaditividad de p*, luego como vale para todo S C X resulta que |J;-; E) es medible.
O

Tenemos,

Luego obtenemos que:

Tenemos que:

HC8

Lema 4.1.10 p* restringida a M~ es una medida.

Demostracién: Solo falta ver que es o-aditiva. Sea £ = (J,—, By domde los Ej, son disjuntos.

Entonces: -
< Z w (B
k=1

pues u* es o -subaditiva. Por otra parte, para todo n € N se tiene:

> wi(EBy) =yt (U Ek) < p*(E)
k=1

k=1

Haciendo que n — oo obtenemos:

D w(EBy) < pr(E)

Como probamos las dos desigualdades opuestas, vale la igualdad. O
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4.2. Medidas exteriores métricas

Definicién 4.2.1 Sea (X,d) un espacio métrico y sea p* una medida exterior definida en X.
Decimos que p* es una medida exterior métrica, o que satisface la condicion de Carathéodory, si

W (AUB) = i (4) + 1" (B)
siempre que d(A, B) > 0.

Teorema 4.2.2 Si u* es una medida exterior métrica en (X,d), entonces cualquier conjunto bo-
reliano de X es pu* medible. Es decir:

B(X) C M,-

Ademds definimos la o-dlgebra de Borel de X como la o-dlgebra generada por los conjuntos abiertos.

Demostracién: Dado que M- es una o-algebra, es suficiente probar que todo cerrado de X es
w* medible.

Sea pues F' C X un conjunto cerrado, y £ C X arbitrario. Hemos de probar que:

W(ENF) +p*(ENF°) < p'(E)

Para ello, llamamos B=FNF y C = EN F° e introduzcamos los conjuntos
1
Cpn=<RzeC:dzF)>—
n

de modo que los conjuntos C,, forman una sucesién creciente, d(C,,, F') > % y

c=|Jcn

neN

En virtud de la condicién de Carathéodory, tenemos que:
p(E) =2 p*(BUC) = p*(BUCy) = p(B) + p* (Cr)
Luego, bastard probar que: p*(C,) — p*(C), o dado que C,, es creciente, que

pr(C) < lim pt(Ch)

n—-+00
Llamemos D,, = Cp41 — C,,. Afirmamos que d(D,,+1,C},) > 0, si ambos son no vacios.
Para verlo, supogamos que 2 € D, 11 y que y € C,, entonces como = €€ Cp 41, d(z, F) < ﬁ,

y como y € Cy, d(y,F) < 1, entonces como d(y,F) < d(z,F) + d(z,y) resulta que: d(z,y) >
1 1

L_ 159

n n+1

Entonces, utilizando la condicién de Caratheodory extendda inductivamente, tenemos que:

n

1 (Copg1) > p* <U D2k> = ZH*(D%)
k=1

k=1
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y que:
1 (Cap) > p* (U D2k—1> = Z,U*(D2k—1)
k=1 k=1

Mientras que por la o-subaditividad, tenemos que:

pH(C) < i (Can) + D w*(Dax) + > 1 (Dax-1)
k=n k=n

Si alguna de las series
Z 1" (Dak), Z w (Dak—1)
k=n k=n

diverge, entonces se sigue de las dos primeras ecuaciones que

lim p*(C,) =400

n—-+4o0o

y la desigualdad buscada se verifica trivialmente.
Si esto no ocurre, dado £ > 0, podremos elegir ng > 0 tal que si n > ng, se tenga que:

Z (Do) < e, Z p(Dog—1) <€
k=n k=n
En consecuencia,
p*(C) < lim p*(Ch)

~ n—=+4+oo

como afirmamos.

4.3. Las medidas de Lebesgue-Stieltjes

Consideramos un intervalo de la recta I = (a,b], y F : [a,b] — R una funcién creciente. Stieltjes
tuvo la idea de asociarle a F' una nocién generalizada de medida de un intervalo de la siguiente
manera: a cada subintervalo (c,d] C I semiabierto!, le asignamos la longitud generalizada

Ar ((¢,d]) = F(d) = F(c)

Notamos que esta nocién generalizada de medida de un intervalo, es creciente y finitamente aditiva.
Stieltjes utiliz6 esta nocién, para generalizar la integral de Riemann de esta manera: Si ¢ — [
es una funcién, queremos definir la integral

b
/ o(x) dF(z) (R - S) (4.1)

1En esta seccién consideraremos siempre intervalos semiabiertos. Esto es importante, pues resultard que, a dife-
rencia de lo que sucedia con la medida de Lebesgue, para la medida de Lebesgue-Stieltjes los puntos pueden tener
medida positiva; con lo que el intervalo (c,d] y el intervalo [c, d] por ejemplo, pueden tener medidas diferentes.
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Para ello, tomamos una particion 7 : a = xg < 1 < ...xp_1 < &, = b de [ y elegimos puntos
intermedios? &; € (v, z;41]. Consideramos las sumas de Riemann-Stieltjes

Sa(r0) = 3 EMr((mina]) = 3 0l€) (Frinn) — Flan))
1=0 1=0

Si cuando la norma de la particién

7l = Jdx |wipr — il

tiende a cero, las sumas Sy (f,¢) convergen a un limite I (independientemente de como hayamos
elegido los puntos intermedios), decimos que la integral (4.1) existe, y que su valor es I. Se puede
probar que la integral (4.1) existe si ¢ es continua y F es creciente®.

Nuestra intencion es generalizar esta nociéon de integral. Para ello nos preguntamos si existe
alguna medida Ap, que corresponda la nocién generalizada de medida Agp de un intervalo. Para
ello, imitando lo que hicimos antes con la medida de Lebesgue, comenzamos definiendo una medida
exterior asociada a Ap:

Definicién 4.3.1 Dado E C I, no vacio, definimos:
Ap(E) =inf > Ap((en,dn]) = inf Y F(d,) — F(cn)
n=1 n=1

donde la suma se toma sobre todos los posibles cubrimientos de E, por una familia de intervalos
semiabiertos:

o0
E c | J(cn dn]
n=1
Ponemos A5,(0) = 0.
Teorema 4.3.2 A}, es una medida exterior métrica.

Demostracién: Para comprobar que A}, es una medida exterior, hemos de demostrar que si

entonces:

Ap(B) < 3 AH(E,) (1.2)

Podemos suponer que A} (E,) < +oo. Entonces, para cada n podemos considerar un cubrimiento

o0

E, C U In,k
k=1

2En realidad, estamos trabajando con particiones con puntos marcados.
30 maés generalmente, de variacién acotada.
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por intervalos semiabiertos I,  tales que

Entonces:

n=1k=1
y en consecuencia
. oo o0 o0 . € oo .
ARE) S 30D An(lr) €37 (Mp(Ba) + ) = S Ak(Ba) +
n=1k=1 n=1 n=1

Como ¢ es arbitrario, se obtiene (4.2).
Finalmente, queda comprobar que si d(E7, E2) > 0, entonces A% (E1 U E2) = AL(E1) + AL (Es).
Si E = Eq U Es, ya sabemos que Lambda}(E) C A} (E1) + A% (Es. Queda pues demostrar que

AL(E) > AR (Er) + AR(E») (4.3)

y para ello podemos suponer que A% (E) < +oo. Consideremos entonces un cubrimiento de E por
intervalos semiabiertos:

Ec|JmL
tal que
D Ar(L) < Ap(E) +e (4.4)
n=1

Sea § = d(Ey,Es) > 0. Subdividiendo si es necesario los intervalos I,,, podemos suponer que
|I,] < d (por la subaditividad finita de A, esta subdivisién no afectard la relacién (4.4). Entonces
ningtn intervalo puede cortar simultaneamente a E; y Es, y podemos separar la suma anterior,
en los intervalos que cortan a F; y los que cortan a Es (los que no cortan a ninguno podemos
descartarlos:

i >\F(In)+ i )\F(In)+<A*F(E)+E

n:I,NEy n:Il,NE>

pero los intervalos I, que cortan a Eq, cubren a F; y los que cortan a Fy cubren a Fy (pues todos
juntos cubrian a F). Luego, resulta

Ap(Er) + Ap(E2) < Ap(E) +¢

y siendo € arbitrario, obtenemos (4.3). O

Dado que hemos demostrado que A% es una medida exterior métrica, en virtud del teorema
4.2.2 todo subconjunto boreliano del intervalo I es Aj-medible. Si llamamos Ar a la restriccién de
A% alos borelianos, vemos que es una medida definida sobre la o-algebra de Borel que siempre es
finita.
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Reciprocamente, es posible probar que toda medida de Borel (esto es definida en la o-algebra

de Borel) finita en un intervalo I = (a,b] de la recta, es de la forma A, donde F(x) = u((a,z]) es

su funcién de distribucién®.

Nos queda comprobar que A}, exitende a Ap. Para que ello sea cierto, necesitaremos hacer una
hipétesis adicional: que F' sea continua por la derecha.

Teorema 4.3.3 Si F' es creciente y continua por la derecha, se tiene que
Ap(J) = Ap(J) (4.5)
para cualquier intervalo semiabierto J C I.

Observacién: Sea J = (c,d] un intervalo semiabierto, J C I. Entonces, dado € > 0 existen
intervalos semiabiertos K, L tales que o
KcJclL®

)\F(L) < /\F(L) +e€
Ar(K) > Ap(L) — ¢

(simplemente basta tomar L = (¢,d + ¢1] donde §; es el que corresponde a € por la continuidad de
F ala derecha en el punto d; y K = (¢+ 2, d] donde 5 es el que corresponde a & por la continuidad
a la derecha de F en el punto c).

En base a esta observacién, podemos demostrar la o-subaditividad de Ar en la clase de los
intervalos:

Lema 4.3.4 Siun intervalo semiabierto J C I, estd contenido en la union de una familia numerable
Jn C I de subintervalor abiertos de I,
o0
Jc |
n=1

entonce

Ar(J) < i Ar(Jn)

Demostracién: En virtud del lema, podemos encontrar un intervalo semiabierto K tal que K C
J, Ap(K) > Ap(J) — € e intervalos semiabiertos L,, tales que

Jn CL° Ap(Ln) < Ap(J) + 2%

Entonces

FCDL;
n=1

4En el mismo sentido en que este concepto se emplea en la teoria de probabilidades. Incluso se puede generalizar
al caso I = (—o0,4+00] =R
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y por compacidad de K, existird un ng tal que

no
KclJrL;

n=1
y en particular,
no
Kc|JLn
n=1

Entonces, como Ag es finitamente subaditiva:

En consecuencia,

Ar(]) —e <Ap(K) < S Ap(Ly) €3 <)\F(Jn) n 2%) =3 Ar(Ja) +e

Como ¢ es arbitrario, se obtiene el teorema. O

Una vez demostrado este lema, estamos en condiciones de demostrar el teorema 4.3.3. Para ello,
observamos que si (J,)nen €s un cubrimiento de J por intervalos semiabiertos tenemos en virtud
del lema,

oo
Ar() < 30 Ar( )
n=1
y al tomar infimo sobre todos los posibles cubrimientos de J obtenemos que:
Ar(J) < A%(J)

Por otro lado, J es en s{ mismo un cubrimiento de J (podemos tomar J; = J, y J, = (a,a] =0
para n > 2, si queremos que esté indexado por N), con lo que

Ap(J) < Ap(J)

En consecuencia, se verifica (4.5).

Ejercicio: Probar que si ¢ : (a,b] — R es continua entonces la integral de Riemann-Stieltjes
(4.1) coincide con la integral respecto de la medida de Lebesgue-Stieltjes

/a " o) dAr (@)

4.4. El teorema de Extension de Medidas

Presentaremos en esta seccién una construccion que generaliza la que hicimos antes de las
medidas de Lebesgue-Stieltjes, a un contexto mas abstracto.
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Definicién 4.4.1 Supongamos que p es una medida definida sobre un dlgebra de conjuntos A C
P(X). Queremos definir una medida exterior p* asociada a p. Para ello, dado un conjunto E C X
definimos:

w*(E) = inf {Z w(Ag) donde E C U Ag ylos Ay, € A}
k=1 k=1

donde para formar el infimo se consideran todas las formas de cubrir E por una cantidad numerable
de conjuntos de E. [

Lema 4.4.2 p* es efectivamente una medida exterior, y si A € A entonces p*(A) = u(A) ,es decir
w* restringida a los conjuntos del dlgebra A coincide con p.

Demostracién: Probemos que p* es creciente: Supongamos que A C B.
Si B C Upe; Bk. donde los By € A, entonces A C (J;—, By, luego por definicién de p*(A)
tenemos que:

w(A) <Y u(By)
k=1
pero esto vale para cualquier cubrimiento de B por miembros del dlgebra A luego por definicién de
w*(B) tenemos que: p*(A) < pu*(B).

Probemos que u* es o — subaditiva:
Dada una sucesién (Fj)reny C X queremos ver que:

¢ (Us) < e
k=1 k=1

Si para algtiin Ej, se tiene p*(Ex) = +00 no hay nada que probar. Podemos pues suponer p*(Ey)
es finita para todo k. Dado entonces € > 0 para cada k (por definicién de p*(E))) podemos encontar
conjuntos Ay; € A tales que:

E, C U Akj
k=1
y o
. £
> (Ary) < pr(Br) + o"
=1

Entonces si E = |J;—, Ex tenemos que:
o0 o
E C U U Akj
k=1j=1

Es decir: tenemos un cubrimiento de E por una cantidad numerable de conjuntos del algebra A,
entonces por definicién de p*(E) tenemos que:

i (B) <303 (A) £ 30 (1 (B + 55 ) = Dot (B + e
k=1

1

ES
Il
—
<.
Il
-
B
Il
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Como ¢ era arbitrario, haciendo que £ — 0 se obtiene la desigualdad buscada.

Finalmente, probemos que p* extiende a u: Si A € Ay A C Jp—, Ak (Ax € A), entonces
oo
<D u(A
k=1

por ser po-subaditiva. Como esto vale para cualquier cubrimiento de A por miembros de A, de la
definicién de p*(A) resulta que p(A4) < p*(A)
Por otra parte, un cubtimiento particular de A por miembros de A es

A=AUPUPU...UDU...

entonces
1 (A) < pl(A)

Corolario 4.4.3 p*(0) =0 (puesh € A).

Lema 4.4.4 A C M,. Es decir: todo conjunto del dlgebra A es p-medible.

Si por analogfa con RY, llamamos conjuntos elementales a los del dlgebra, este enunciado dice
que todo conjunto elemental es medible.

Demostracion: Sea S C | J -, A, entonces SA C (Jpo; Ax N A (Como A es cerrada por intersec-
ciones Ay NA € A)
Anélogamente S N A° C (Jro; Ax N A° (donde Ay N A¢ € A) por lo tanto:

pr(SNA)+p (SNA°) i AkﬁA)+i,u(AkﬁAc)
k=1 k=1
pero u es una medida sobre A, luego:
1 (Ar NV A) + p*(Ap N A) = p(Ak)
por lo que obtenemos: N
(SN A)+ p* (SN A% Z
k=
pero como esto vale para cualquier cubrimiento de S resulta:
p(SNA) + 7 (SN AY) < p(S)
Luego, A es medible. O

En resumen: hemos partido de la medida p definida sobre un dlgebra A y hemos construido la
medida p* definida sobre la o-dlgebra M, que coincide con u en A. Asi hemos probado que toda
medida sobre un algebra se puede extender a una medida sobre una o-algebra que la contiene.
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En particular si o(.A) es la g-dlgebra generada por A tenemos o(A) C M,,. Asi pues, cualquier
medida sobre un 4lgebra se puede extender a una medida sobre la o-dlgebra generada (La ventaja
es que esta o-dlgebra no depende de la medida).

Nos preguntamos: ;jEn qué condiciones podemos asegurar que la extensién sea tnica 7
Sea v una medida sobre o(.A) que coincide con p en A (para todo A € A, v(A) = u(A)). {puede
ser v # p* en o(A) ?

Sea E € o(A). Si E C Uz, A donde los Ay, € A entonces:

por ser v o-subaditiva. O sea,

Como esto vale para cualquier cubrimiento de E por miembros de A, concluimos que v(E) < p*(E)
Sean F € 0(A) , Ac A, u(A) < +o0

v(A) = v(ANE) +v(ANE®) < p*(ANE) + 1" (AN E°) = p*(A)

ya que A es medible. Pero como A € A, u*(A) = u(A), luego v(A) < u(A)
Si suponemos que p*(ANE) y p*(AN E°) son finitas resulta:

V(ANE) < u*(ANE)
V(AN E®) < p*(ANE°)
Luego v(AN E) y v(AN E°) son finitas, y ademds en realidad:
v(ANE)=u"(ANE)
v(ANE®) = u* (AN E°)
porque si por ejemplo fuera v(AN E) < u*(AN E) entonces:
v(4) =v(ANE)+v(ANE°)
< H(ANE) + p* (AN E%) = *(A) = p(A)
contra la hipétesis de que p y v coinciden en A (idem si fuera v(A N E€) < p*(AN E°) )

(Nota: este razonamiento no es vélido si intervienen valores infinitos: por ejemplo:
1 < 400,400 < +00; pero 1+ (+00) = (+00) + (+00) = +00)

Definicién 4.4.5 La medida p : A — [0,+00] se llama o-finita si existe una sucesion (Ay) C A

tal que
X = U Ay
k=1

con uw(Ag) < oo Es decir: p es o-finita si el espacio se descompone como la unidn numerable de
conjuntos de medida p finita. Observacion: se puede suponer que los Ay, son disjuntos.
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Ejemplo: La medida de Lebesgue en RV es o-finita.

Si suponemos que u es o-finita y (Ag) es una sucesién disjunta de conjuntos de A tales que

X = U Ay con p(Ag) < o0
k=1

teneomos que:
v(E) =Y w(ENA) =Y p (BN Ay) = 1 (E)
k=1 k=1

pues p* es una medida en o(A)).
Como Ay N E C A, entonces

p(Ax N E) < p*(Ar) = p(Ag)
y resulta que:
1 (Ax N E) < +o00
Andlogamente:
w (A N E°) < 400

Entonces, podemos aplicar el razonamiento anterior y concluir que: v y p* coinciden en o(A) (en
realidad en M,,)
En definitiva, hemos probado el siguiente teorema de extensién de medidas:

Teorema 4.4.6 (Carathéodory-Hahn) Toda medida sobre un dlgebra de conjuntos se puede
extender a una medida sobre la o -dlgebra generada. Si la medida es o-finita dicha extension es
unica.



Capitulo 5

Espacios LP

5.1. Funciones equivalentes

Sea (E, M, u) un espacio de medida. Estamos interesados en la clase F de las funciones medibles
medibles f : E — C. En el conjunto F introducimos la siguiente relacion de equivalencia: f ~ g si
f(z) = g(x) en casi todo punto de E con respecto a la medida p. Es decir si u((E € E : f(x) #
g(z))) = 0.. Facilmente se comprueba que ~ es efectivamente una relacién de equivalencia.

Es importante el hecho de que esta relacién de equivalencia es compatible con las operaciones
algebraicas con funciones:

Proposicién 5.1.1 Si f1 ~ fo y g1 ~ g2 y A € C, entonces:
L fitfe~g+g
2. fi-fa~g1.92
8. A fi=)Afo
Demostracién: Probaremos por ejemplo la primera afirmacién (Las otras son andlogas):
{fi+f2# 0 +g} C{fi #0}U{f2 # g2}

Como los conjuntos del segundo miembro tienen medida nula por hipétesis, lo mismo ocurre
con el del primero. O

Por comodidad identificaremos (consideraremos iguales) a las funciones que son iguales en casi
todo punto, y escribiremos f = g en lugar de f ~ g.

5.2. Normap (1 <p< )

Definicién 5.2.1 Sea 1 < p < oo un nimero real. Dada una funcion f € F, definimos la norma
p de f (sobre el espacio E) con respecto a la medida (1, 0 mds brevemente la norma p de f por:

1/p
171l = 1F 1o = ( /E P du)

85
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Observacion: puede ocurrir que || f||, = +0o (cuando la integral valga +o00)
Observemos que si f ~ g entonces || f||, = ||lg]l, (Ya que dos funciones iguales en casi todo punto
tienen la misma integral).

5.3. Norma Infinito

Definicién 5.3.1 Dada una funcion f € F definimos su norma infinito por:
I fllc = nf{C € R:|f(x)| < C en casi todo punto x de E respecto de pu}

Este {nfimo siempre existe como un elemento de la recta real extendida R, pudiendo valer even-
tualmente +o0o (Notar que C' = +00 es una de las posibles constantes). Si || f||cc # 400 podemos
escribir:

{re B i@ > 1/l = U {x € B [f(@)] > flloe) + jl}

n=1
De la definicién de || f]|oo se sigue que los conjuntos del segundo miembro tienen medida nula. Por
lo tanto el del primero también es decir:

| FIS 1l

en casi todo punto de E. Pero esto significa que || f|| es en realidad un elemento del conjunto sobre
el que tomamos infimo, es decir es el minimo de dicho conjunto:

I/ llco = min{C : |f(x)| < C en casi todo punto x de E respecto de pu}
La norma infinito de f esta caracterizada pues, por las siguientes propiedades:
L. 1f] < Iflleo en casi todo punto de E respecto de u
2. Es la minima constante con esta propiedad.

Nuevamente si f ~ g, entonces || f ||co=]l g ||oo-

Notacion: Una constante C tal que ||f| < C en casi todo punto se llama una cota superior
esencial de |f|. Las funciones de L™ se llaman esencialmente acotadas.

El siguiente teorema da una explicaciéon del por qué del nombre “norma infinito”:
Teorema 5.3.2 Si [, | f [P dpu < 400 para algin p > 0, entonces
= 1/
1o = M [1f]lg
Demostracién: Tenemos que:

Qd: q—p , pd< q—p pd
/Elfl 4 /Em 1P d < 11 /Em y

pues |f| < ||f|loo en casi todo punto de E con respecto a u. Elevando ambos miembros a la potencia

1/¢: y
1-p/q rq ) !
1l < 111 (/Elf "
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Hacemos ahora que p — oo, y resulta:

Jim |l < 1/l (5.1)

Si ||fllec = O entonces f = 0 (en casi todo punto), ||f|l; = 0 y el teorema es trivial. Podemos
suponer pues que || f||c # 0.

Ahora elegimos una constante ¢ con 0 < ¢ < ||f]|oo arbitraria, y consideramos el conjnto A =
{z € E:|f(x)] > ¢). Afirmamos que 0 < u(A) < +00. Que u(A) > 0 estd claro por la definicién de
la norma infinito. Si fuera p(A) = +oo se tendria:

Jaranz [ 11 du= [ e dp=c uia) = +oo
E A A
lo que contradice la hipétesis. Andlogamente tenemos que:

Jisirdn= [1nanz [ o dp= et

Elevando ambos miembros a la potencia 1/¢:

1Fllg = e n(A)

y ahora hacemos que ¢ — oo:
lim inf||f|l, > ¢
q—o0

pero como esto vale para cualquier constante ¢ con 0 < ¢ < || f]|oo resulta que:

L > -
s 17 > 11/ 52)
De las desigualdades (5.1) y (5.2) se sigue el teorema. O

5.4. Espacios L? (o LP(E,u)) (1 <p < o0)
Llamamos LP a la clase de las funciones con norma p finita.
Lr ={f e F:l fllp< +oo}
Es decir que:
fel? siys()losi/E|f|p dp < oo

Observacion: LP estd en realidad formado por las clases de equivalencia respecto a la relacién ~,
pero como convenimos en considerar iguales a las funciones que estan en la misma clase podemos
pensar LP como una clase de funciones.

Lema 5.4.1 Si1 < p < oo, entonces

1A Fllp = AL £l
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Demostracién: Probaremos primero el lema para 1 < p < oo:

1/p
1A fll, = (/Eu-f”du)

1/p
- ( J du)
E
1/p
N ( i du) = N1/l

Probemos ahora el lema cuando p = co. Tenemos:
A fI=1AL- AT < A 1l
en casi todo punto de E[u], por lo tanto
1A Flloo < AL 1 flloo

Por lo que |A]- || f ||l €s una constante que mayora a |A - f| en casi todo punto y ||A - f]l es,
por definicién, la minima de tales constantes.

Lema 5.4.2
”f +9Hoo < ”f”oo + 19llo

Demostracion: Tenemos que:

[f + gl < 1f1+ gl < A flleo + llgllo

en casi todo punto de E respecto de u. Notemos que C' = || f|loo + ||9]|co €S entonces una constante
tal que |f + g| |[< C en casi todo punto de E con respecot a p, y por definicidn,

1 + 9l
es la minima de tales constantes, en consecunecia: ||f + g||co < C' Es decir:
1+ glloo < 1 lloc + llglloo
g

Teorema 5.4.3 Si f,g € LP(1 < p < o0) y A € C entonces f + g € LPy\- f € LP. En otras
palabras, LP es un espacio vectorial sobre los nimeros complejos.

Demostraciéon:
[ frgP<(fl+1glP)P <@méx(] f1],]g])" <27 (méx(] f[P,]g ")

Por lo tanto,
[ f+glP<2? ([ fIP+1g1")
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Integrando miembro a miembro resulta:

/E\f+9|p dug?p(/EW’ du+/E|g|p du)

Luego si las integrales del segundo miembro son finitas, también lo es la del primero. Luego si
fyg€ LP con 1< p < oo, entonces f+ g € LP.
Que lo mismo vale para p = oo se deduce inmediatamente del 5.4.2.
Finalmente por el lema 5.4.1, si || f ||, es finita (1 < p < o) entonces || A- f ||, también lo es, o sea
si f € LP entonces \- f € LP O

Ejemplos:

1. El caso m4s frecuente es el siguiente: Consideramos E C R? un conjunto medible en el sentido
de Lebesgue, y tomamos g como la medida de Lebesgue (restringida a los subconjuntos
medibles de E, que formaran la o-algebra M).

Por ej si f(x) = z® y E = [0,1] tendremos que f € LP([0,1]) si pa + 1 > 0; mientras que si
tomamamos E = [1,+o0], f € LP([1,+0o0]) cuando pa+ 1 < 0.

2. Otro ejemplo de utilidad es tomar £ como un conjunto medible Lebesgue en R¢ y
J(A) = / w(z) do (5.3)
A

siendo w(z) una funcién medible no negativa (una funcién de peso) y A C E medible. Se
obtiene un espacio LP “pesado” cuya norma es

1/p
||f||LP(E,w(x)dx) = (/E |f($)|pw(x) d.’L‘)

La medida pesada (5.3) también es relevante para la teorfa de probabilidades, ya que cuando el
peso se interpreta como la densidad de probabilidad de una variable aleatoria absolutamente
continua, la medida p describe la distribucién de dicha variable aleatoria.

3. Finalmente, otro ejemplo importante es el siguiente: tomamos £ = N y como u la medida de
contar. El espacio LP(E, i) se suele designar por ¢P. Consisten en las sucesiénes (a,)nen € C

con la norma
o 1/p
(an)llp = <Z |an|p>
n=1

5.5. Exponente Conjugado de p. Desigualdad de Holder
Definicién 5.5.1 Para 1 < p < oo definimos el exponente conjugado de p notado p’, de la siguiente
manera:

- Si1<p<ooent0ncesp’:]%

= Sip=1 entonces p' = 0o
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= Sip= o0 entonces p' =1
Observacion:
_|_
p p
Esta es una forma mas simétrica de expresar la relacién entre py p’.

Lema 5.5.2 (Desigualdad de Young) Sil<p<oo,a>0yb>0 entonces:

al  bP
a-b S — + —
p
donde p’ es el exponente conjugado de p.
Demostracion: Para a,b > 0, definamos
a? b

a,b)=—+ — —ab

queremos ver que @Q(a,b) > 0. Notamos que @ tiene la siguiente propiedad de homogeneidad: si
ponemos
a=\'Pa, b=\
con A > 0, tenemos que R
Q(da b) = )‘Q(av b)

Notamos entonces que siempre podemos elegir A de modo que b =1 a menos que b = 0 (tomando
A= b*p')7 y que, en tal caso, Q(a,b) > 0 si y sblo si Q(&,B) > 0.

En consecuencia, bastara probar la desigualdad en los siguientes casos espaciales: cuando b =1
y cuando b = 0.

Sib=1,

Qa,1)=—+ ——a=Fl(a

(a,1) s (a)

que es una funcién de una variable. Calculando su derivada:
F'la)=a?"' =1

vemos que solo se anula en a = 1,y que es negativaen 0 < a < 1y positiva si a > 1. En consecuencia
F(a) alcanza su minimo en a = 1, y

1 1
Qa,1)=F(a)>F(1)=-+—-—1=
(a.1)=Fla)2 FO) =+ =
Si b =0, tenemos
aP
Q(a7 O) = — > O
por lo que la desigualdad queda demostrada. 0

Podemos demostrar ahora la desigualdad de Hélder, que es una de las mas importantes del andlisis:
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Teorema 5.5.3 (Desigualdad de Holder) Sil1 <p < oo yp' es su exponente conjugado:

1/p 1/p
.ql d P d P g
/Elf gl us(/Em u) (/Em u)

/E 1ol dpx < 1l Nl

FEs decir:

Demostracién: Si p =1 = p’ = co. Por definicién de || ¢ || se tiene:

[fgl<If 1Dl

en casi todo punto de E respecto de u. Por lo tanto:

/E\fglduS/EIfl'HgHoo duzllglloo/Elfldu=\|f||1-||9||oo

Esto prueba el teorema en este caso. Andlogamente si p = co(p’ = 1)

Podemos suponer pues suponer que 1 < p < oc0. Si || f|,=00 | g |,r= 0 entonces f o g son
nulas en casi todo punto de E respecto de u , y por lo tanto fE If.g| du =0,y la desigualdad se
cumple trivialmente.

Podemos pues suponer que || f |[,> 0y || g |[pr> 0. Cuando || f ||[,= 00 0 || g |[pr= o0 es de
nuevo trivial.

Supongamos pues 0 <|| f ||[p< 0oy que 0 <|| g ||y < o0

En el lema 2 pongamos:

f(z)

0
_ 9(=)
Tl

[ @llg)] _ |F@)IP ()"
[ollals = pIFIE Pllgll®

Tendremos:

Integrando resulta:

[l @@ di [ 1F@P du [ lo)l¥ du 11
IFlpllglle = 2SIl ?lglly p 1
De donde resulta la desigualdad de Hélder, multiplicando por || f ||, - || g |/ O

Vale un resultado méas general, que se prueba por induccién en la cantidad k de factores:

Corolario 5.5.4 (Desigualdad generalizada de Holder) Si 1 < p; < oo para i = 1,2,ldots, k
)

entonces

k
/E @) fi@) di < T 1l
=1
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5.6. Desigualdad de Minkowski

Teorema 5.6.1 (Desigualdad de Minkowski)

1 +g <l flp+ gl

Demostracion: La desigualdad es inmediata en los siguientes casos:

If [lp= 000 [l g [lp= o0

y también cuando || f + g ||,= 0.

Si p =1 es muy facil: Como | f + ¢ |<| f | + | g | integrando obtenemos lo que queremos.

Si p = oo ya fue probada (lema 5.4.2).

Eliminando todos estos casos particulares, tendremos 1 < p < oo, || f |[p< 00, || g ||[p< o0, es
decir que f,g € LP. Entonces, por el teorema 5.4.3, tendremos que f+g € LP,y 0 < || f+g ||, < 0.

/|f+g|” du:/ [ f+gl- | f+g|P" du
E E

Luego:
/E|f+9|p d/JS/EIfI-\erglp‘1 du+/E|g|-|f+g\p‘1du

Usando la desigualdad de Hélder obtenemos:

1/p /v
Lrasaransts-([irvar a)” wiat,([1r+or a)
E E E

1/p’
[1r+ar du£(||f|p+||gllp)-</ gl du)
E E

Llamemos A = [, | f+ ¢ |° dp. Entonces tenemos:

O sea:

A S llp+ g llp) - AP

Por lo tanto, /
NP fllp + 1 g 1)

O sea:
AL/P <(f Hp +1g ||p)

Esto es:
[ f+gllp<llflp+lglp

O

Este teorema es importante porque nos permite hacer de LP un espacio normado. Nos queda verificar
dos propiedades de la norma, a saber:
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A=l AT Sl
Esto fue probado (Lema 5.4.1)

2. || fllp=0siysolosi f=0

Si || f |[p=0, entonces f es nula en casi todo punto de E[u] (Se usa que si la integral de una
funcién no negativa es 0, dicha funcién es nula en casi todo punto). Segun el convenio adoptado
para la igualdad, consideramos que f = 0. Asi pues, tenemos que LP es un espacio normado.

5.7. Desigualdad integral de Minkowki

El siguiente teorema constituye una versién integral de la desigualdad de Minkowski (teorema
5.6.1). Su prueba es analoga.

Teorema 5.7.1 Sean X CR¥, Y CR% y f: X x Y = R una funcion medible. Entonces *:

(/X /Yf(x,yndyp dx)l/pé/x</ylf(a:,y)p dx)”pdy

Demostracién: Consideramos la funcién definida por

I(z) = /Y ()] dy

Por el teorema de Fubini-Tonelli, 7(x) estd bien definida para casi todo x, y es medible. Calculemos

@l = [ 1rar= [ 1@ do= [ 1@t ([ 1s@ala)

Por el teorema de Fubini-Tonelli, podemos intercambiar el orden de las integrales y escribir esta

expresién como
[ ([ @ iswnia) a
vy \JX

Utilizando entonces la desigualdad de Holder en la integral interior, tenemos que:

Integrando en y, deducimos que:

iy = [ ([ 1@l ae) ay< o [ ([ s d$>1/pdy

1Enunciamos y demostramos este resultado en R™ (con la medida de Lebesgue), pues este es el contexto en el
que expusimos (en clase, por ahora no estd incluido en estas notas) el teorema de Fubini-Tonelli. Pero el mismo es
vélido en espacios de medida abstractos (siempre que las medidas involucradas sean o-finitas (pues el teorema de
Fubini-Tonelli también es vilido en este contexto més general).
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de donde deducimos la desigualdad buscada pues p/p’ =p — 1:

@y < [ ( [ 1twwr dx)l/pdy

siempre que ||I(z)||, sea finita y no se anule.
Si |[I(z)]|, =0 (lo que ocurre si y sélo si I(x) = 0 en asi todo punto), la desigualdad es trivial.
Si |[I(z)||, = +oo se requiere utilizar algin argumento de aproximacién. Por ejemplo, [|I(z)||,
serd ciertamente finita si si f estd soportada en un un conjunto de medida finita y es acotada.
Entonces aproximamos f por una sucesion de la forma fi(z) = f(z)xp, () donde By, = {(z,y) €
X xY :|z| <k |yl <k, |f(z,y)|] <k}, y podemos sin pérdida de generalidad suponer que f > 0. La
desigualdad es valida para las fi por el argumento anterior, y el teorema de convergencia mondétona
implica entonces que es valida para f. O

5.8. Completitud de [P (Teorema de Riesz-Fischer)

Lema 5.8.1 (Desigualdad de Tchebyschev) Sean f € LP y 6 > 0 entonces:

plfr e B If@) = o) < < I

Demostracién: Sea A = {z € E : |f(x)| > J} entonces:

Hf||§3=/ | f 1P duz/ Bl duz/épduzéf’u(A)
E A A
Dividiendo por P se obtiene el lema. O

Teorema 5.8.2 (Riesz-Fischer) L? (1 < p < o0) es un espacio normado completo, es decir un
espacio de Banach.

Demostracién: Caso 1 < p < oo
Debemos mostrar que toda sucesiéon de Cauchy en LP converge.

Sea (f,) una sucesién de Cauchy en LP. Nuestra primera afirmacion es que (f,) es de Cauchy
en medida:

Sea ¢ > 0 tenemos que probar u({z € E : |fn,(x) — fm(z)| |> J)) tiende a cero cuando nym
tienden a infinito. Por el lema 5.8.1 aplicado a f,, — f,,, tenemos:

p(o € Bl fule) ~ @) 2 0 < 2 | fu— oo I

Como (f,) es de Cauchy en L? dado € > 0 podemos elegir ng tal que si n,m > ng, entonces
| fr = fn llp< & - €¥/P. Luego si n > ng:

p{z € B || ful@) ~ fn(@)] 2 6} < 5 e =
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Como ¢ es arbitrario, y § también, hemos probado que (f,) es de Cauchy en medida. Por lo tanto
sabemos que tiene una subsucesién (f,,) que converge en casi todo punto de E (con respecto a )
a una funciéon medible f finita en casi todo punto.

Pongamos

fa) = 1 fu, (2)

Queremos ver f € LP y que f, — f en LP. Por el lema de Fatou,
J it | o = £ 7 dpe < Yimint [ | £ = £ d

Ahora cuando k tiende a infinito f,, tiende a f, luego | fn, — fn |P tiende a | f — f,, |P (El limite
inferior es en realidad el limite), y se obtiene:

[1s= g du<ttmint [ gy = fu P di= Y | fuy £ I
E —oo JE k—o0

Pero como (f,,) es de Cauchy en L? y ny > k tenemos dado & > 0 existe ng tal que || fn, —fn ||< /P
si n, k > ng, en consecuncia:
M | fo, = full; <e

k—+oo

(Ya que si todos los ntimeros de una sucesién se conservan a partir de un cierto momento menores
o iguales que ¢, el lfimite inferior es menor o igual que ¢€). Luego resulta:

/ | f—falP du<esin>ng

E

Lo que significa que f converge a f en LP. Ademads f € LP ya que paran > ng, f — f, € LP y como
fnel?= felLP.

Caso p= 0 :
Sea (fp) una sucesiéon de Cauchy en L. Esto significa que || fn — fim |lco— 0 cuando n,m — oo.
Para n,m € N llamenos:

Znm = {2 € E:| fu(@) = fm(@) [>]| fo = fin lloc}

Entonces p(Z,,») = 0 por defincién de la norma infinito. Sea

Entonces p(Z) = 0. Si « ¢ Z, entonces « ¢ Z,, ,, para ningin n, m, entonces:

| fr(®) = f () <] fro = i oo

Como f, — fm |loo— 0 cuando n, m — oo resulta que (f,) es uniformemente de Cauchy en E — Z,
y por lo tanto converge uniformemente en E — Z hacia una funcién f.

Para que f esté definida en todo F pongamos f(x) = limsup,,_, fn(z) Entonces f es medible.
Dado € > 0, podemos elegir ng tal que si n > ng, || fn — fm |lco< €. Entonces si x € E — Z,

| fu(@) = fim(@) | <[ fr = fin o< €
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Haciendo que m — oo resulta:
| fo=fll<esize E—Zyn>ng
Esto significa que € es una cota superior escencial de f,, — f por lo que:

[ fn=flle <€

Esto en particular prueba que f — f,, € L>® = f € L*, y como € es arbitrario resulta que
Il fn = f lloo— 0 cuando n — oo, o sea que (f,) converge a f en L. O

5.9. Inclusiones entre los espacios L”

Teorema 5.9.1 Si u(F) < 0o y 1 <p<qg< oo entonces vale la desigualdad

1 f llp< p(B) @ P/Pa | £

Jrsvdn=[1r1aa

Sea r = ¢/p, calculemos su exponente conjugado ' y usamos la desigualdad de Holder:

Demostraciéon:

s 4 a
(¢/p)=1 q-p

/Elflpdu§</Eflq;du>p/q~</Eldu)(qp)/q

r/q
/ | fIP du < (/ | f |2 dM) .M(E)(q—p)/q
E E

Al elevar a la potencia 1/p, resulta la desigualdad del teorema. O

y resulta:

Es decir que:

Corolario 5.9.2 Si u(F) < o0 y 1 <p < q < oo entonces LY C LP y si f, — [ en L7 entonces
fn— f en LP.

Demostracién: Si || f ||, es finita entonces || f ||, es finita. Si fn — fen LY, || f — fu llq— O,
entonces || f — fn [[,— 0.

Nota: Cuando 0 < p < 1 podemos definir

Lp{fe}':/ |f|pd,u<+oo}
E

L? sigue siendo un espacio vectorial, pero no es un espacio normado con la norma p (La desigualdad
de Minkowski es falsa). No obstante, podemos definir la distancia d(f, g) entre dos funciones f y g
de LP por

d(f,g)=/E|f—g|p dp

LP resulta un espacio métrico completo.
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5.10. Clases de funciones densas en L”

Teorema 5.10.1 Las siguientes clases de funciones son densas en LP(R?) (si1<p <oo )
1. Las funciones simples (que estin en LP)
2. Las funciones continuas (que estin en LP)

3. Las funciones continuas de soporte compacto. donde Soporte(f) = {f # 0}.
Demostracién: Sea f € LP(R?). Supongamos ademés f: R* - Ry f > 0.
Por hipétesis [ f? < co. Sabemos que existe una sucesién de funciones simples no negativas ¢y,

que tiende a f en forma creciente:

P12 < SR S

y
f(z) = lim ()
k—o0
Tenemos:
<pk§f¢s0§§fp¢/soié/f”écpkeﬂ’
0 < (f — pr)? < fP por el teorema de la convergencia mayorada
m [ (f —¢p)’ =0= Hm [[f—ppll, =0
k—o0 k—o0
Luego dado € > 0, podemos elegir k tal que || f — ¢gll, <€
Si f € LP es cualquiera con valores reales = f = f—f~ |f| = f*+f~ donde f+ = 1/2(f+|f]|)
y = =1/2(|f] — f) permite descomponer a f como diferencia de dos funciones positivas.

1= =121 f + 1< /2011l + 11 1lp) = f [l

luego f* € LP. Analogamente f~ € LP.
Dado £ > 0 podemos elegir (por lo ya probado) funciones simples Ty~ tales que || fT—¢™|, <

e2y If7—¢7llp <e/2=

If =@ =D =1 =) =@ = < IfF =@t +1f7 =97l <e

Finalmente si f : R™ — C escribimos f = Re(f) + ¢ - Im(f) y aplicamos un argumento andlogo.
Esto prueba que las funciones simples (que estdn en LP) son densas en LP.

Para probar que las funciones continuas son densas en LP , basta probar que una funcién simple
se puede aproximar en LP por funciones continuas.

Primero lo probaremos para funciones caracteristicas de conjuntos finitamente medibles. Sea
E C R™ medible con |E| < 400, vamos a probar que dado € > 0 existe una funcién continua g tal

que |Ixe —gll, <e
Como FE es medible existen un conjunto abierto G y un cerrado F tales que:

FCECG,|G-F|<¢eP
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Definimos entonces la funcién

_ d(z, F)
99 = I F) + (.69

(G© es el complemento de G)

Sid(z,F)=0& x € F ( F es cerrado)

Sid(z,G°) =0« x € G° (G° es cerrado) & 2 ¢ G

Como si ¢ € F = x € G se deduce que el denominador no se anula y como la distancia a una
conjunto es una funcién continua = g es continua

Notemos que 0 < g<1lyg(z)=1siz e F, g(z) =0siz € G,

Ixe — g2 = / T / e — gl?
R G—-F

(pues el integrando vale 0 en G¢ y en F.
Como 0 < g <1, deducimos

0<|x =g <1=|x—glf <|G-F|<eP

Elevando ambos miembros a la potencia 1/p :

Ix—gll<|G-F|l<e

Sea ahora

N
¥ = Z CiXE;
=1

una funcién simple en LP. Tenmos :

N
lol? = > leil” xe,
=1

luego

N
/ lpl? = Z lci|P.|E;| < 400 = |E;| < +00 para todo i.
R i=1

Para cada ¢ elijo una g continua tal que ||xg, — gl/, < € (se puede por lo antes probado). Sea:

N

9= Zci~gi

i=1

Entonces g es continua y

N N N
lo—glly = 11> ci- (e =9l < D lel - lIxe, = gilly <€) leil
i=1 i=1 i=1
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Como ¢ es arbitrario , y Zfil |ci| es una constante que sélo depende de ¢ , esto prueba que las
funciones simples se pueden aproximar en LP por funciones continuas.

Finalmente para probar que las funciones continuas de soporte compacto son densas en LP |
probaremos que una funcién continua g € LP se puede aproximar en LP por funciones continuas de
soporte compacto.

Definamos la funcion

d(, Bj;,)

U = T, By + (e, Br)

donde By, = B(0,k) y B = B(0, 2k)
Notamos v es continua vale 1 en By y 0 fuera de By, = ¢ - ¥ es una funcién continua de
soporte compacto.

lg—g-vrlP =lg- (1—v)P <|glP

Cuando k — oo , g - ¥, — g por el teorema de la convergencia mayorada.
/ lg — g ¥x|” — 0 cuando k — oo

osea g-Yyr — gen LP g

Observacién: Cuando p = oo, sigue siendo cierto que las funciones simples acotadas son densas
en L>°(R?), sin embargo las funciones continuas acotadas no son densas en L*°(R?) (de hecho, son
un subespacio cerrado, pues el limite uniforme de funciones continuas acotadas también lo es).

Ejercicio: Probar que LP(R?) es un espacio métrico separable si 1 < p < 400, pero no lo es si
p = oo.

Notas y comentarios sobre este capitulo

= Los espacios LP a veces se denominan espacios de Lebesgue, aunque fueron introducidos por Frigyes
Riesz en 1910.

= Tienen importantes aplicaciones en distintas ramas de la matemaéatica como ecuaciones diferencia-
les, probabilidades, estadistica y andlisis numérico. Asi mismo juegan un rol central en el anéilisis
funcional.
En la teorfa de probabilidades por ejemplo, el espacio L' corresponde a las variables aleatorias que
tienen esperanza finita, y el espacio L? a aquellas variables aleatorias que ademés tienen varianza
finita.



Capitulo 6

Diferenciacion de la Integral y
Teorema Fundamental del Calculo

El propdsito de este capitulo es probar resultados que generalizan el teorema fundamental del
calculo para la integral de Lebesgue. Se trata sin duda de los resultados més bellos y profundos que
veremos en el curso. Antes de llegar a ellos, necesitaremos desarrollar algunas herramientas.

6.1. El Lema Simple de Vitali

Comenzaremos nuestro trabajo, probando un lema de cubrimiento.
Si B = B(zg,r) = {z € R*: ||z — xo|| < r} es una bola cerrada en R? tenemos que:

m(B) = war?

donde wg = mq(B(0,1)) es una constante que sélo depende de la dimensién.
Notaremos r(B) al radio de la bola B.

Lema 6.1.1 (Lema Simple de Vitali) Sea C una coleccion de bolas cerradas que cubre un con-
junto E C Re. Sisup{r(B): B € C} < +o0, existe una sucesion disjunta (finita o no) de bolas de

la coleccion C:
B1,B>,...,By,...

tal que:
> m(By) = C(d) me(E)
k=1

donde C(d) es una constante que depende sdlo de la dimension, que puede tomarse como C(d) =
(3 +¢)74 para cualquier € > 0.

Demostraciéon: Fijemos 0 < e < 1, y sea 6 > 0 tal que ﬁ =1+4¢
Sea s1 = sup{r(B) : B € C}, que es finito por hipdtesis. Como 0 < ¢ < 1, podemos elegir una
bola B; € C tal que:
’I"(Bl) > 81(1 — (S)

100
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Puede ocurrir que Bj intersecte a cualquier bola de C entonces el proceso de seleccién se detiene
alli.
Si no es este el caso consideramos:

sy =sup{r(B): B€(C,BN B, =0}
Podemos entonces elegir una bola By € C tal que:
’I“(Bg) > 82(1 — 5)731 NBy=10

Puede ocurrir que cualquier bola de la coleecion intersecte a By o a By. Si este es el caso, el
proceso termina aqui Si no, continuamos el proceso.

En general: Supongamos que ya elegimos B, Bs, ..., By_1 disjuntas. Si no existe B € C que no
corte a By, Bs, .., Bx_1 no podemos proseguir.

Si existe, sea:

s =sup{r(B): BeC,BN(ByUBsU...UBy_1) =0}
Elegimos By € C, tal que
T(Bk) > Sk(l — 5),Bk N (Bl UBsU... UBk_l) =0

Este proceso puede terminar en un nimero finito de pasos u obtenerse una sucesién By, infinita.

Supongamos primero que se obtiene una sucesion infinita. Esta claro que, por construccién, las
bolas By, resultan disjuntas.

Queremos probar que:

Si la serie diverge no hay nada que probar. Supongamos pues que converge. Luego:
m(Bg) — 0 cuando k — oo = r(Bg) — 0 cuando k — oo

Vamos a probar que entonces toda bola de C corta a alguna bola de la sucesién construida By.
Supongamos que existe una bola B € C que no corta a ninguna bola By,

Vk BN By, = 0
Para cada k tendremos: si > r(B), pues B pertenece a la coleccién de bolas
{B:BeC,BN(BiUByU...UBy_1) =0}

Deducimos que:
r(Bg) > sg(1—96) > r(B)(1—9)

Como r(B)(1—6) es un ntmero positivo fijo esto es absurdo, ya que r(By) — 0 cuando k — oo.
Esta contradiccién provino de suponer que existia una bola B en C que no corta a ninguna de las
By

Luego toda bola de C corta a alguna Bj. Lo mismo vale si el proceso de selecciéon se detiene tras
un ntmero finito de pasos.
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Sea B € C cualquiera. Consideremos el minimo indice k tal que B N By, # ()

= BN (BiUByU...UBg_1) =0 = s, >r(B)

(Si fuera k = 1 igualmente seria s; > r(B))
(r(B) es un elemento de la colecciéon de ntimeros cuyo supremo es si)
Por otra parte, por construcciéon, tenemos que:

r(By) > sp(1—0) > r(B)(1-9)

O sea para cualquier bola B € C existe una bola By, de las que hemos elegido, tal que BN By, #
yr(B) < 1—;7“(3;6) = (1+¢&)r(Bx)

Sea B} la bola concéntrica con By, cuyo radio es (3 + ¢) - r(By), entonces: B C Bj
En efecto, si B = B(x,r)y 2z € B, sea y € BN By,
d(z,x) < d(z,2) + d(z,y) + d(y, zx) < 2r(B) +r(Bk)) < (3 +€)r(Bx)
Las B} no son necesariamente disjuntas. m(B};) = (3 + ¢)"m(By)
Ec|JBc B
Bec k=1

Por lo tanto:

Esto es lo que queriamos probar. O

Observacién 6.1.2 El lema vale aunque r(B) no esté acotado si pedimos me(E) < +0o , en efecto
si r(B) no es acotado podemos elegir una sola bola By tal que: m(By) > (3 + &) ~9m.(E)

Observacion 6.1.3 El lema simple de Vitali vale también si reemplazamos las bolas por cubos de
lados paralelos a los ejes, que son las bolas para la distancia

deo(®,y) = sup |z; — yil
1<i<n

La prueba es la misma.
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6.2. La Funcion Maximal de Hardy - Littlewood

En esta seccién, introduciremos un operador que resultara de fundamental importancia para
probar el teorema de diferenciaciéon de Lebesgue. Cabe mencionar que este operador tiene muchas
otras aplicaciones, ya que permite acotar a muchos operadores que aparecen en el andlisis arménico.

Definicién 6.2.1 Sea f € L*(R?). Definimos la funcién mazimal de Hardy- Littlewood por:
M () & [ 1l
x) = sup ——< y)|dy
B>z m(B) B

donde el supremo se toma sobre todos las bolas cerradas B que contienen al punto x. M es un
operador (el operador mazimal de Hardy - Littlewood)

Observacién 6.2.2 En la definicion de M f(x) se pude reemplazar las bolas cerradas por bolas
abiertas.

Demostracién: Notemos M* f(z) a una funcién definida como M f(x) pero usando bolas abiertas
en vez de bolas cerradas.

Sea B una bola cerrada que contiene a x la escribimos como B = ﬂ,;’il By, donde las By, forman
una sucesion decreciente de bolas abiertos.

Tenemos: m(By) — m(B) y ka |f(y)ldy — [ 1f(y)|dy (se justifica usando el teorma de Lebes-

gue para f - xp, ). Luego: #Bk) ka |fldy — ﬁ fB | fldy
Ahora para cada k es:

1

m/B |fldy < M™f(x)

por lo tanto:
7.
—— | |fldy < M"f(x)
m(B) Jp
y como vale para cualquier bola cerrada B seréa:

Mf(x) < M*f(x)
Analogamente podemos escribir una bola abierta como unién de una sucesion creciente de bolas
ceradas y obtener: M* f(x) < M f(z) luego M f(x) = M* f(x)
O
Observacién 6.2.3 M f(z) es continua inferiormente, es decir: el conjunto
{zx e RY: M f(z) > A}

es abierto para todo A € R.

Demostraciéon: Supongamos M f(x) > )\ ,entonces existe una bola abierta B tal que:

1
5 /B F@)ldy > A
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Sea § > 0 tal que B(z,d) ={z'’ e R":||z —2' ||[<d} C B
( que existe por ser la bola B abierto)
Siy e B(x,0) = Mf(y) 2 sip [5|fW)ldy > A
ya que B es una bola que contiene al punto y. Asi pues , hemos probado que dado x € {M f(z) >
A} existe una bola B(x,d) contenida en dicho conjunto = {M f(x) > A} es abierto.
O

Corolario 6.2.4 M f(z) es una funcidn medible.
Proposicién 6.2.5 (Desigualdad Maximal de Hardy - Littlewood) Si f € L'(R?) y A >0

m((rf >y < CO (6.1)

donde C(d) es una constante que depende sélo de la dimension (de hecho se puede tomar C(d) = 39).

Demostracién: Siendo A > 0 pongamos F = {z : M f(x) > A\}. Si z € E entonces existe una bola

cerrada B tal que z € By ﬁfB If (y)|dy > A

Sea C la coleccién de las bolas B que cumplen ﬁ S5 |f(y)|dy > X. Cada punto de E esté en
una bola B. por lo tanto C cubre el conjunto E.

SiBeC, [, |f(y)ldy > Im(B) = m(B) < 14

Luego, las bolas de C tienen radios acotados. Luego por el lema simple de Vitali existe una
sucesion disjunta

By,Bs,...,Byg, ...
de bolas de la coleccién C tales que:
> m(By) = C(d)"'m.(E)
k=1
Por lo tanto,
> 1 C(d)
me(B) <C(d) Y m(By) <C(d) Y < | [fWldy=—= [ |f(y)ldy
k=1 AR A Ja
donde A = J, Br = Em consecuencia:
me(E) < C(d)Hle
A
como queriamos probar. O

Observacion 6.2.6 Notemos que en la prueba anterior, utilizando definicion de M f tenemos en
realidad que A C E, por lo que vale la estimacion mds fuerte:

o .
: /{ s

Resumamos las propiedades del operador maximal:

m{Mf>\}) <
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1. Es sublineal
M(f+g) < M(f)+ M(g)

2. Es positivamente homogéneo: Si ¢ € R es una constante, M(c- f) = |c| - M(f)

1M flloo < [1flloo

Dem Sea C = ||f]|loo = |f(y)| < C en casi todo punto.

1 / 1
i | rwlay < = [ cay=c
mB) J O = )
luego M f(z) < C
4. Se verifica la desigualda maximal: Existe una constante C(d) > 0 tal que si A >0,

m({Mf>\}) < %

Corolario 6.2.7 Si f € L'(R?) , M f(x) es finita en casi todo punto

Demostracién: )
{Mf(x) =400} = [{M[(x) > k}
luego =t
m({Mf(x) = +oo}) <m({Mf(x) > k}) < %

Cuando k£ — oo resulta que:
m({Mf(x) = +oo}) <0 = m({Mf(z) = +oo}) =0

Luego M f(x) es finita en casi todo punto.

Observacién 6.2.8 También se considera a veces la maximal centrada

1
BC —su

o se puede reemplazar las bolas por cubos Q que contienen a x

Qf(z) = sup
MOs) = o [ 15y

o andlogamente cubos centrados en x. En R® con la medida de Lebesque, todas estas variantes de la
funcion mazimal resultan equivalentes en el sentido de que existen constantes c1(d),ca(d) > 0 tales

que
ci(d)M f(x) < MPC f(z) < co(d)M f(x)

(andlogamente para M? ) Esto puede no verificarse si reemplazamos la medida de Lebesque por otras

medidas.
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Observacion 6.2.9 Si en el lema simple de Vitali, consideramos una coleccion finita de bolas en
lugar de una infinita, jla prueba resulta atin mds simple ! (ya que los nimeros sy de la prueba son
mazximos en lugar de supremos, en este caso). Esta version finita del lema de Vitali es suficiente para
probar la desigualdad mazimal 6.1, ya que podemos aproximar el conjunto E = {x : M f(x) > A}
por un compacto contenido adentro (usando la regularidad de la medida), al que podemos cubrir
con finitas bolas. Esto queda como ejercicio para el lector. Sin embargo, en el curso hemos preferido
utilizar la version infinita del lema simple de Vitali, ya que la usaremos para probar el verdadero
lema de Vitali (teorema 6.4.2).

6.3. El Teorema de diferenciacion de Lebesgue
Sean f € L'(R?), x € R, B una bola cerrada que contiene a x

Definicién 6.3.1 Diremos que x es un punto de diferenciaciéon de la integral de f si:

, 1
wm, o B) /B fly) dy = f(x)

(limite cuando r(B) — 0 )

Definicién 6.3.2 Diremos que x es un punto de Lebesgue de f si

i /lf @) dy =0

Observacion 6.3.3 Todo punto de Lebesgue es un punto de diferenciacion, pues

i L 10 10| < s [ 10060 - sl ay

Teorema 6.3.4 (Teorema de diferenciacién de Lebesgue) Si f € L'(R?), casi todo punto es
un punto de lebesque, o sea en casi todo punto x vale:

1

i [ 150 = S@)dy = 0

Observacion 6.3.5 El mismo teorema vale si f € L, (R?) (es localmente integrable), lo que
significa que f es integrable sobre cualquier compacto de R%. Para probarlo, basta aplicar el teorema
a fr = f - xB, donde By = B(0,k) es la bola de centro 0 y radio k.

Especializando el teorema al caso d = 1, obtenemos:

Corolario 6.3.6 Si f € L'[a,b] y consideramos su integral indefinida

x):/:f(t) dt

tenemos que F'(x) = f(x) en casi todo punto de (a,b).
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Para demostrar el teorema de diferenciacién, introducimos un operador L definido por:

Li(w) = timsup —os | 17(0) = 1(o)] dy
r(B)—=0 m(B
Una definicién més precisa: se elige un € > 0 y se forma
Lf@) = swp —s [ 1) = f@)] dy
r(B)<e ™M

donde el supremo se toma sobre todas las bolas cerradas B que contienen a z tales que r(B) < ¢,
entonces

Lf(x) = lim L. f(z)

Queremos probar Lf(xz) = 0 en casi todo punto (es equivalente al enunciado del teorema)
Las propiedades de Lf(z) son parecidas a las de M f(x)
En primer lugar, observemos que:

L(f +9) < L(f) + L(9)
Lema 6.3.7 Si f es continua (e integrable) entonces Lf(x) =0 en todo punto.

Demostracién: Si f es continua en z serd |f(y) — f(z)| <d=6d(e) si |z —y| < o
Eligiendo r(B) < 9 six,y € B ser |z — y| < &, porque el diametro de la bola es dos veces el

2
radio. Luego
1
—_— B . =
7 [ 1) = F@)] dy < s () = ¢

Como esto vale para cualquler bola B 3 z tal que 6(B) < p serd Lf(x) < e, y como vale para todo
e serd Lf(x) =0
O

Lema 6.3.8 Existe una constante C' = C'(d) tal que:

me({Lf(z) > 2}) < ||f||1
Demostracién:
s [t i< s [ rwtars s [ 1wl
En consecuencia,
/|f )| dy < Mf(2) + | f(2)]

y por lo tanto,
Lf(z) < Mf(z) + [f(2)]

Luego,
{Lf(x) > A} C{Mf(z) > A2} U{|f(2)] > A/2}
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y por lo tanto,

me({Lf(z) > A}) S me({M f(z) > A/2}) + me({[f(z)] > A/2)
Concluimos que

C C
(L) > A < 5 1 F 3 0 f = 252 0

(Usamos la desigualdad maximal, C' es la constante de Hardy-Littlewood 5™).
O
Ahora podemos probar el teorema 6.3.4:
Demostracién: Sea f € L!. Como las funciones continuas son densas en L!, existe una sucesiéon
¥y de funciones continuas (e integrables) tales que || f — ¢y [[1— 0
Tenemos que:

L(f) = L((f — ¥x) + ¥x) < L(f —¥x) + L(Yx) = L(f — ¥x)

pues L(1r) = 0 (¢ es continua). Por lo tanto: En consecuencia,

me({Lf > A}) <me({L(f —¥r) > A})

(por inclusién). Por lo tanto,

S

m.({Lf > M) <

Il f —x ||li— 0 cuando k — oo

Por lo tanto, para todo A > 0, m.({Lf > A}) =0y como

{Lf # 0} | J{Lf > 1/k}

k=1

concluimos que m.({Lf # 0}) = 0, es decir que Lf(xz) = 0 en casi todo punto. Esto prueba el
teorema. O

Observacién 6.3.9 Si bien utilizaremos la funcion mazimal de Hardy-Littlewood como una herra-
mienta para probar el teorema de diferenciacion de Lebesgue, su importancia radica en que controla
a muchos otros operadores que aparecen en el andlisis (ver la seccion 7.7)

Observacién 6.3.10 Una inspeccion cuidadosa de la prueba anterior, muestra que hemos utilizado
muy poco del hecho de que estamos trabajando en R™ con la medida de Lebesque. De hecho, la
desigualdad mazimal y el teorema de diferenciacion pueden probarse mediante argumentos similares
si p es una medida de Borel reqular en un espacio métrico (Q,d) tal que 0 < pu(B) < oo para toda
bola cerrada B = B(x,r) de ), siempre que p satisfaga la llamada propiedad doblante: existe C' > 0
tal que p(B(x,2r)) < C p(B,r) para todo x € Q y todo r > 0.
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6.4. Cubrimientos de Vitali: Lema de Vitali

En esta seccion, probaremos un lema de cubrimiento més refinado.

Definicién 6.4.1 Diremos que una coleccién C de bolas cerradas cubre al conjunto E C R? en el
sentido de Vitali si para todo x € E y para todo n > 0 existe una bola B € C tal que x € B y
r(B) <.

Observacion: Una bola tiene radio no nulo, por lo tanto, en esta situacién debe haber infinitas
bolas que contengan a x.

Lema 6.4.2 (Lema de Vitali) Si 0 < m.(E) < 400 y C cubre a E en el sentido de Vitali
entonces podemos extraer de C una sucesion de bolas disjuntas By, Bs, ..., By, ... tales que

Me (E— G Bk) :0
k=1

(Las bolas By, cubren E salvo un conjunto de medida nula)

o0
Z | Bi| < 400
k=1

(La serie de las medidas de las By, converge)

Observacion: Si m.(F) = +oo vale 1) pero no 2). Si m.(E) = 0 es trivial.

Demostracién: Sea C(d) la constante del lema simple de Vitali y fijemos 5 con 0 < 5 < C(4).
Sabemos que existe un abierto G tal que G D E'y m(G) < m.(E)(1 +¢).

Podemos suprimir de C las bolas que no estan contenidas en G y seguir teniendo un cubrimiento
de Vitali. Supongamos pues que si B € C = B C G.
Por el lema simple de Vitali, existe una sucesién By, Bs, Bs, ... de bolas disjuntas de C tales que:

> m(By) > C(d)yme(E) > B me(E)
k=1

Existe entonces un Nj tal que

entonces,
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ya que las By son disjuntas y estdn incluidas en G. En consecuencia,
N;
Me (E — U Bk> < (1 +e)me(E) — Bme(E) = (1+ e+ B)me(E) < (1 — 5/2)m.(E)
k=1

siempre que elijamos € < 3/2.
Concideramos ahora el conjunto:

Ny
E,=F— U By,
k=1

Cl{B€C:Bm<,:LV_lek) @}

Entonces C; cubre a E; en el sentido de Vitali
(Size By = d(:anV:l1 By) > 0 pues Uiv:ll By, es un conjunto cerrado luego existe un r > 0 tal

y la coleccién

que B(z,r)N (Ug:ll Bk) =0, y como C es un cubrimiento de Vitali, hay bolas de C contenidas en

B(xz,r) de didmetro tan pequefio como se quiera)
De C; podemos pues, extraer una sucesién By, 1, By, +2, -.., By, (renombrandolos) tal que:

Ny
Me <E1 - U Bk> < (1= B/2)me(Ey) < (1 —B/2)*m.(E)

k=Ni+1

Entonces,

N2
Me (E - Bk> < (1-B/2)*me(E)

k=1

Ahora consideramos:

N3
Ey=F — U By,
k=1

CQ:{BEC:BH<§13k> :(z)}

Repitiendo el procedimiento, elegimos Bn,+1, Bn,+2,- - -, By, disjuntas entre si (y con las an-
teriores) tales que:

N3
me (Ez - U Bk) < (1= B/2)me(Ez) < (1~ B/2)°me(E)

k=Ns+1

entonces

Me (E — U3 Bk> < (1-B/2)*m.(E)
k=1

€
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Este proceso puede continuarse al infinito, obteniendo una sucesién By tal que

o0
Me (E— U Bk> =0
k=1

pues

o] N;
Me <E - Bk> < M, (E - Bk> < (1—8/2)'me(E) = 0 cuando i — oo

k=1

y como

yva que las By son disjuntas, concluimos que
(oo}
> m(By) <m(G) < 400
k=1

Esto prueba el lema. O

Corolario 6.4.3 5i 0 < m¢(E) < +00 y la coleccion de bolas C cubre E en el sentido de Vitali,

entonces podemos extraer de C una sucesion finita disjunta Bi, Bo, ..., B, tal que:
n
Me (Eﬂ (U Bk>> >me(E) —¢
k=1
Demostracién: Por el lema de Vitali, podemos extraer una sucesiéon B1, Bs, ..., Ey,... tal que:

Me <E— [j Bk) :O
k=1

m(By) < +o0

NE

>
Il

1

Dado ¢ > 0, existe un nimero natural N tal que

oo

Z m(Bk) <e€

k=N+1

Definamos entonces:

N [e%s)
A= U Bp, V= U By
k=1 k=N+1
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entonces E C AUV UZ, donde m(Z) =0 ( Z=E —Jz—, Bx)
Entonces E C (ENA) UV U Z. Por lo tanto,

Me(E) <me(ENA) +me(V)+me(Z) =me(ENA)+¢

En consecuncia,
me(ENA)>me(E)—¢

Esto prueba el corolario. O

6.5. Derivada de funciones monotonas:

Teorema 6.5.1 (Lebesgue-Vitali) Si f : [a,b] — R es mondtona creciente entonces f'(x) existe
(y es finita) en casi todo punto de [a,b]. Ademds f'(x) es integrable en [a,bly vale:

b
/ f(2) < F5) — f(a)

Lebesgue probd este teorema con la hipdtesis de que f sea continua. Vitali suprimié la hipdtesis de
que f(x) sea continua.
Para demostrar el teorema introducimos las derivadas de Dini:

flz+h) - f(z)

D7 f(z) = limsup (Derivada superior por la derecha)

h—07+ h
D, f(z) = liminf flath) = f@) (Derivada inferior por la derecha)
h—0~ h
flx+h) - f(x)

D™ f(z) = limsup

W (Derivada superior por la izquierda)
h—0—

e J@th) — f()
D_ f(z) = lim inf —

(Derivada inferior por la izquierda)
h—0~

Entonces f’(x) existe (en un punto ) si y sélo si
DY f(z) = Dy f(x) = D™ f(z) = D_f(x)

y ademas el valor comun es finito.
Para trabajar siempre con valores de h positivos observemos que:

D™ f(z) = limsup —f(z) — i(az i)
h—0t

g @) = [l —h)
D@ =it ==

Vamos a probar que en casi todo punto:

DYf(z) < D_f(x), D™ f(z) <Dy f(x) (6.2)
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Entonces:
D*f(z) < D_f(z) < D™ f(x) < Dy f(z) < D* ()

por lo que ha de valer la igualdad.
Sean w, v nimeros racionales con u > v > 0, y consideremos los conjuntos

E=FEu,={z€lab/Df(z)>u>v>D_f(z)}
Como
{D*f(@) > D_f()} = B

donde u,v € Q y u > v > 0 si probamos que |E,, ,| = 0 para todo u, v, entonces DV f(x) < D_ f(x)
en casi todo punto.
Con el fin de ver que |E| = 0 (dados u, v fijos) razonamos asi:

Sea t = |E|. y sea € > 0, entonces existe un abierto G tal que G D E'y |G| < t + . (Notemos
que |E|c < oo pues E C [a,b] )

Sea r € E, entonces

D_f(x) = liﬂéﬁf w <

Por lo tanto, hay valores de h > 0 tan pequefios como se quiera tales que:

f(x) = flx=h)

h <v

Como G es abierto, podemos ademads elegir A de modo que I = [x — h, 2] C G.
Pongamos Af(I) = f(z) — f(x — h) (el incremento de f en el intervalo I), entonces:

Af(I) <wv-|I| (pues |I] =h)
Hay intervalos tan pequenos como quiera que cumplen que:
1.IcG
2. Af(I) <wv-|I]

La coleccién de los intervalos que cumplen estas dos condiciones cubre a E en el sentido de Vitali.
Podemos entonces extraer una coleccién finita disjunta Iy, Io, ..., Iy tal que:

1. I C G para todo k
2. Af(Iy) < v-|Ii]
3. Si

entonces
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Observemos que si ponemos:
N
Fr=E() <U I,g)
k=1

(donde Iy significa el interior de Ij) seguiremos teniendo que:
|[F*| >t —¢
pues si bien F* C F', m(F — F*) =0,y
me(F) <me(F*) +me(F — F*) = m.(F")
Si z € F* entonces z € I)) para algtin k. Como z € E sera:

o S = @)
h—0t h

Entonces, hay valores tan pequeiios de h como quiera tales que:

Fleth) -~ f@)
h
Pongamos J = [x,x + h] entonces: Af(J) > ulJ|.

Consideramos ahora la coleccién de todos los intervalos cerrados J tales que J C [ para algtn k
y Af(J) > u-|J|. Por lo anterior, cubren a F** en el sentido de Vitali.
Podemos entonces, extraer de ellos una sucesién finita disjunta Ji, Js, ..., Jys tal que

1. Cada J; C I} para algtin k

2.
Af(Jg) > u|Jg

3. Si llamamos

M
H=F"n (U Ji>
i=1

entonces:
|H|e > |F|e — €
Deducimos que:
|H|e >t —2¢
luego:
M

t—2 <|H|. <> |
i=1

en consecuencia,

M M
w(t—=2e) < u- S| <D AW
=1 =1
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Como cada J; esta incluido en algin Iy resulta:

u- (t —2e) <Z Z Af(T;)

k=1 J;Cl

Como f es mondtona creciente y los J; son disjuntos: >, —; Af(J;) < Af(Ix)
Luego:

N N N
u-(t—20) <Y Af(I) <D oIkl =v- > L] <v- |Gl <v-(t+e)
k=1 k=1 k=1
pues
N
U I, CG
k=1

y como los intervalos I}, son disjuntos:

N
=> Lkl <G
k=1

N
U
k=1

Luego
u-(t—2)<v-(t+e)

y al hacer € — 0 resulta:
u-t<v-t

Si fuera ¢t = |E|. > 0, entonces u < v, lo cual es absurdo. Por lo que concluimos que |E|. = 0.

Con esto probamos que en casi todo punto: DT f(x) < D_ f(x)

Para probar que D~ f(z) < D4 f(x) se puede usar un argumento anélogo o aplicar lo anterior a
g(z) = —f(—z) (g es mondtona creciente).

Hemos probado pues, que en casi todo punto:

D*f(z) = Dy f(x) = D™ f(x) = D_f(x)
Llamemos f’(x) al valor comtn (posiblemente infinito)

flx+h) - f(z)

fw) = lim, h
Como

se deduce que f’(x) es medible.

Vamos a probar que f’(x) es integrable en [a, b]:

Como f monétona, los puntos de discontinuidad de f son a lo sumo numerables, y por lo tanto los
puntos de continuidad de f son densos en [a, b]

Sean «, 3 € [a,b] con a < 8 puntos de continuidad. Entonces, por el lema de Fatou
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/jf’( da;<hm1nf/ f””rh fath) =@

T e e [ o)
=;{/‘“ - | e}
2{KMK)ML me}

Cuando h— 0 s

y ;KMﬂmwﬁﬂm

por ser a y 3 puntos de continuidad (teorema fundamental del célculo), luego

@t - f@)
g%l;———z———dx—ﬂm—fm)

el limite inferior es en realidad el limite)
Luego:

B
/’fwwmsﬂm—fw>

y haciendo @ — a, 8 — b resulta (por el teorema de Beppo Levi ya que f'(x) > 0) que:

/ab fl@) de < f(b7) = f(a™) < f(b) = f(a)
Luego f/(z) es integrable y en particular es finita en casi todo punto. Con esto queda probado
el teorema.
6.6. Funcionnes de variacién acotada (de variacién finita)
Definicién 6.6.1 Sea f : [a,b] — R. Para cada particion = de [a,b]
Tira=xg<T1 <2< ...<xp =0

consideramos la suma

II) = Z |f(z:i) = f(zi-1)]
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Definimos la variacién de f en [a,b] por
VI(f) =sup > _[f(zi) = flai))|
T oi=1
donde el supremo se toma sobre todas las particiones 7 de [a,b]. Claramente 0 < VY (f). Las
funciones f que verifican V2(f) < +oo se llaman funciones de variacion acotada (Camile Jordan)

Propiedades

Proposicién 6.6.2 (Aditividad de la variacién respecto al intervalo) Si a < ¢ < b enton-
ces V(f) = Vi(F) + V2 (f)

Demostracién: Consideramos una particién arbitraria
Hia=rg<t1 <29< ... <2, =0

de [a,b]. Consideremos la particién I’ la particién que consiste en agregar a II el punto ¢ como
punto de subdivision.
Supongamos que z; < ¢ < x;41, entonces

H':a:x0<x1xi<c<xi+1<...<xg<...<xn:b
Entonces: S(f,1I) < S(f,II') ya que:
|f(@iv1) = flz)| < [f(@iva) = f() + | f(e) = flzs)]
Podemos descomponer II' como II; U II; donde
I:a=xy<z1<...<2;<¢
que es una particién de [a,c] y
HQIC<£L'1‘+1<...<£L’2<...<(£n:b

es una particién de [c, b]
Entonces, por la definicién de variacién temos que:

S(f,10) < S(f,1) = S(f, 1) + S(f,Tha) < V(f) + VI (/) (6.3)
Entonces tomando supremo sobre todas las particiones IT de [a, b] tenemos que:
Vo) S V) + V2
Para probar la desigualdad opuesta, consideramos una particién
M:a=x0 <z <22 <...<2p =cdea,c]

y otra particion
Io:c=x, < Tpy1 < Tpyo < ... < Ty = bde [c,b]
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Entonces,
D=IL1Ully:a=axp<z1 <2< ...<Typy =0

es una particién de [a, b] y tenenos:
V) Z S(f.11) = S(£,1) + S(f,112)
Tomando supremo sobre todas las particiones II; de [a, ¢] tenemos

Vab(f) Zvac(f)+s(fvn2)

que vale para cualquier particién Iy de [¢, b]. Luego, tomando supremo sobre todas las posibles IIy
tenemos que:

Vo (f) = Vi) +V2(f)
Por lo que vale la igualdad. g

Teorema 6.6.3 (Descomposiciéon de Jordan) Una funcion f : [a,b] — R es de variacion aco-
tada en [a,b] si y sdlo si se puede escribir como diferencia de funciones mondtonas crecientes.

Demostracion:
2) Concideramos una funcién f de variacién acotada. Se deduce de lo anterior que si ponemos
v(xz) = VZ(f) es una funcién mondtona creciente.

Consideramos u(z) = v(z) — f(z) (de modo que f = v —u ). Vamos a probar que u(z) es
monoétona creciente: sia <z <y <b

u(y) — u(x) = v(y) —o(z) = [f(y) = f@)] = V() = f(y) = f(2)] =0

(w,y sélos son una particion Il de [z,y] y S(f,11) = [f(y) — f(2)]) luego [f(y) — f(z)] < V¥(f) )
Entonces tenemos que si f es de variaciéon acotada, entonces podemos escribirla como f =v—u
con u,v mondtonas crecientes.
Para probar el reciproco, notemos que si f es mondtona creciente entoces

VJ(£)£(6) = f(a)

Como V2(f +g) < V2(f) +VE(g) y VEN- f) = |\ - V(f) se deduce que la suma de funciones
de variacion acotada, y el producto por un ntimero real de una funcién de variaciéon acotada son de
variacién acotad (es decir que las funciones de variacién acotada forman un espacio vectorial real
Luego si f = v — v con u,v mondtonas crecientes, entonces f es de variacion acotada. O

Corolario 6.6.4 Las funciones f de variacion acotada en [a,b] tienen las siguientes propiedades
(que se deducen de las correspondientes propiedades de las funciones mondtonas)

1. En cada punto existen los limites laterales f(x+) y f(xz—).
2. Los puntos de discontinuidad son a lo sumo numerables.
3. Son derivables en casi todo punto y f' € L' ([a,b])
Observacién 6.6.5 Las funciones f de variacidn acotada en [a,b] forman un espacio de Banach
V Ala,b] definiendo:
If = 1f(@)] +V2(f)

(En general V2(f) = 0 sélo implica que f es constante, el término |f(a)| hace que si || f ||= 0
entoces [ =0)
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6.7. Funciones absolutamente continuas

Sea f € L'(a,b) y consideremos una funcién “integral indefinida” de f, es decir F : [a,b] — R,
dada por:

Flz)=C+ / Ft)dt

siendo C' una constante.
Si consideramos en el intervalo [a,b] una famila finita cualquiera de subintervalos disjuntos
I; = (a;,b;) (1 <i<n) entonces:

n n b;
> 10) - Fla] <3 / Vi = /A )]

donde

pues los intervalor I; eran disjuntos.
En consecuencia, por la absoluta continuidad de la integral:

n

D o IF (i) = Fay)| <&

i=1

siempre que
n n

m(A) =Y m(L;)=> (b —a;) <e

i=1 i=1

Asf pues, hemos demostrado que la integral indefinida de una funcién f € L!(a,b) es absoluta-
mente continua en el sentido de la definicién siguiente:

Definicién 6.7.1 Diremos que una funcién f : [a,b] = R es absolutamente continua en [a, ]
st para cada € > 0, existe un 6 > 0 tal que para cualquier familia finita de intervalos disjuntos
I; = (a;, b;) C [a,b] se tiene que si

n

Z(b‘ - ai) <4

i=1

entonces

Z|f(bi) — flai)| <e

Observemos que las funciones absolutamente continuas forman un espacio vectorial que notaremos

ACa, b).

Ejemplos:
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1. Toda funcién Lipschitziana, esto es que verifique una acotacion de la forma

[f(@) = f(y)l < C lw—y| Va,y € [a, ]

es absolutamente continua. En paticular, cualquier funcién f continua en [a, b] y con derivada
acotada en (a, b) serd absolutamente continua (como consecuencia del teorema del valor medio
de Lagrange).

2. En cambio, la funcién de Cantor-Lebesgue (ver apéndice B) es continua y mondétona creciente
(y por lo tanto de variacién acotada) pero no es absolutamente continua, como es ficil ver
tomando como los intervalos I; los intervalos que forman una etapa F, en la construccion del
conjunto de Cantor.

Observacién 6.7.2 Toda funcion absolutamente continua en [a,b] es uniformenete continua en
[a, b].

Para verlo, basta considerar el caso de una familia formada por un solo intervalo.

Proposicién 6.7.3 Si f : [a,b] = R es absolutamente continua en [a,b], es de variacidn acotada
en [a,b].

Demostracién: En la definicién de funciéon absolutamente continua, tomamos ¢ = 1. Entonces
consigo un § > 0, tal que para cualquier familia I; = (a;,b;) de subintervalos disjuntos de [a, b],

tenemos que si
n

Z(bz - ai) <4

i=1

Entonces
n

Z |f(b:) — fla;)| <1

i=1

En particular si z < y con |z—y| < § son dos puntos cualquiera de [a, b, y elegimos los intervalos
I; para que formen una particién de [z, y], tendremos teniendo en cuenta la defincién de variacién
que:

V() <1

Ahora consideramos una particién a = zg < 21 < ... < z, = b de [a,b] con |z, 41 — z;| < 0.
Entonces, por la aditividad de la variaciéon respecto al intervalo:

n—1
V() = D Vit (f) < oo
=0

O
El siguiente lema serd clave para generalizar la segunda parte del teorema fundamental del
calculo para la integral de Lebesgue.

Lema 6.7.4 (Vitali) Si ¢ : [a,b] — R es absolutamente continua, y ¢'(t) = 0 en casi todo punto
de [a,b], entonces ¢ es constante en [a,b].
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Demostracion: Sea
E ={x € (a,b): ¢'(v) existe y ¢'(x) =0}
Vamos a probar que m([a,b] — F) = 0 (luego E es medible y m(E) = b — a).
Sea e > 0y sea d > 0 el nimero que corresponde a € por la asoluta continuidad de .
Consideremos un punto x € E. Entonces:

ple+h) —p(x)

A — 0 cuando |h| — 0

luego si |h| es pequefio:
(e + h) — p(@)] < el
o llamando I = [z, z + h],
|Ap(I)| < e-m(I)
Los intervalos que tienen esta propiedad cubren a E en el sentido de Vitali. Por el lema de
Vitali, podemos entonces elgir una sucesién finita I (1 < k < n) de intervalos cerrados disjuntos
de esta familia de modo que:

im(]k) >m(EN Uiz ly)) >m(E)—0=b—a—20
k=1

Entonces, podemos escribir
n

m

(avb) - U I, = UJZ
k=1 i=1

siendo los J; intervalos abiertos disjuntos, y por lo tanto

(Se trata de la medida de un conjunto elemental)
Vamos a probar que ¢(a) = ¢(b) (Del mismo modo se probaria que ¢(z) = ¢(y) para z,y € [a, b]
cualquiera, basta restringirse a un subintervalo). Tenemmos:

m

lo(b) = p(a)] = > Ap(Ti) + > Ap(Ji)
k=1 =1
<Y AT+ 1Ap ()|
k=1 i=1

< Zs'm(Ik) +e
k=1

pues los Ij, estdn en la familia, y las medidas de los Jj, (que son disjuntos) suman menos que d. En
consecuencia, tenemos que:
lp(b) —p(a)] < (b—a+1)e
y como € > 0 era arbitrario, debemos tener que p(a) = ¢(b), como querfamos demostrar. O
El siguiente teorema generaliza la segunda parte del teorema fundamental del calculo para la
integral de Lebesgue:
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Teorema 6.7.5 (Vitali) Si f es absolutamente continua en [a,b], entonces f' € Lla,b] y se verifica
la regla de Barrow

f(b) — f(a) = / £t di

Demostracién: Como f es absolutamente continua en [a,b], f es de variacién acotada en [a, ]
(por la proposicién 6.7.3). Por el corolario 6.6.4, su derivada f’ existe en casi todo punto de [a,b] y
es integrable.

Podemos entonces, considerar la funcién ¢ : [a,b] — R dada por:

o) = 5@~ [ 1) (6.4)

Esta funcién es absolutamente continua, por ser diferencia de dos funciones absolutamente conti-
nuas, y por el teorema de diferenciacién de Lebesgue (corolario 6.3.6):

P'(x) =1 - f(t)=0

en casi todo punto de [a, b]. Por el lema 6.7.4 | ¢ es constante. Especializéndola en = b y después
en x = a, obtenemos el teorema. O

Ejemplos y Observaciones:

1. Este resultado se aplica en particular a toda funcién con derivada acotada en [a, b]. En cambio,
para la integral de Riemann no es cierto, ya que como muestra un contraejemplo construido
por Volterra, existen funciones con derivada acotada pero no integrables en el sentido de
Riemann (ver [Mon08], ejemplo 1.13).

2. El requerimiento de que f sea absolutamente continua es esencial, como muestra el ejemplo
de la funcién de Cantor-Lebesgue en [0, 1].

3. En cambio, la funcién

posee una derivada no acotada

1y _2 1 .
f’@:):{ 2z sen () = £ cos() sl D<z<l,

El teorema 6.7.5 no es aplicable a este ejemplo ya que f no es de variaciéon acotada, y en
particular no es absolutamente continua (ver [Bri08], ejemplo 9.17). Por la observacién que
hicimos al comienzo de esta seccién, se sigue que f’ no puede ser integrable en el sentido de
Lebesgue en [0, 1].

Existen integrales més generales que la de Lebesgue para las que el teorema fundamental del
célculo se verifica sin restricciones (y en particular a la funcién de este ejemplo), como la de
Henstock-Kurzweil (ver [Bri08], [Mon08]). Pero no desarrollaremos este tema en este curso.
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6.8. La Descomposicion de Lebesgue para Funciones de Va-
riacién Acotada

Sea f : [a,b] — R una funcién de variacién acotada. Sabemos que entonces f’(z) existe para
casi todo x € [a,b] y f’ € L'[a,b]. Podemos entonces considerar la funcién g

o) = [ 7

Entonces ¢ es absolutamente continua en [a,b], y en virtud del teorema de diferenciacién de
Lebesgue, ¢'(z) = f'(x) en casi todo = € (a,b).

Entonces, si llamamos h(z) = f(z) — g(x), tenemos que h'(x) = 0 en casi todo punto de (a,b).
Una funcién tal que h'(z) = 0 en casi todo punto se llama una funcién singular.

Ejemplo: La funcién de Cantor-Lebesgue (definida en la practica 0) es un ejemplo de una
funcién singular no constante.

De modo que hemos podido expresar a cualquier funcién de variacién acotada en la forma
f(z) = g(x) + h(z) donde g es absolutamente continua, y g es singular.

Teorema 6.8.1 (Descomposicion de Lebesque) Si f : [a,b] — R es de una funcién de variacién
acotada, entonces se la puede descomponer en la forma f = g+h, donde g es absolutament continua
en [a,b], y h es singular en [a,b].

Se deduce del lema 6.7.4 que dicha descomposicién es tnica salvo constantes en el siguiente
sentido:. si f = §+iL es otra desscomposicién de f como suma de una funcién absolutamente continua
g y una funcién singular h entonces g—g= h — h es una funcién que es a la vez absolutamente
continua y singular, y por lo tanto debe ser constante.

Nota sobre la bibliografia: Seguimos esencialmente la exposicién en los libros de Fava y Z6 [FZ96],
y Wheeden y Zygmund [WZ77]. Para profundizar en la teoria de diferenciacién para integrales en R* puede
consultarse el libro de Miguel de Guzmén [dG76].

Una prueba alternativa del teorema 6.5.1, puede encontrarse en los libros de Riesz-Nagy [RSN90] y
Kolmogorov-Fomin [FK72], utilizando un lema de F. Riesz conocido como el lema del sol naciente. La
misma ténica puede usarse para probar en R la desigualdad maximal (6.1) (ver [Gar(07]). Otra prueba
diferente de la diferenciabilidad en casi todo punto de las funciones de variacién acotada aparece en el
articulo de D. Austin [Aus65].

Una prueba alternativa del teorema 6.7.5, basado en la prueba del teorema de Radon-Nikodym que
expondremos en el capitulo siguiente, aparece en el articulo de D. Bércenas [B0O]

Notas histéricas: La primera versién del lema de Vitali aparecié en su paper [Vit08] de 1908. Hardy
y Littlewood introdujeron su funcién maximal en el caso unidimensional en su articulo [HL30] de 1930. La
versién n-dimensional y la versién simplificada del lema de Vitali se deben a Wiener [Wie39]. Para maés
informacién, pueden consultar a [Duo07].



Capitulo 7

Convolucién y Aproximaciones de
la Identidad

7.1. Definicion y propiedades elementales

Definicién 7.1.1 Sean f,g:R? — R funciones medibles. Su convolucién f * g : R* — R se define
por:

(fxg)(x) = g flz—1)g(t) dt
Observacion 7.1.2 fxg=g=* f, o sea:
fle=t)g(t)dt = | f(t)g(x—1)dt
Rd Rd

Prueba: Hacemos el cambio de variable u = x —t = t = z — u (Notamos que el valor absoluto
del médulo del jacobiano del cambio de coordenadas es 1)

Lema 7.1.3 Si es medible en RY, entonces F(x,t) = f(x —t) es medible en R¢ x R? = R

Demostracién: Sea Fy(x,t) = f(z). Como f es medible, se sigue que F;(z,t) es medible en R?¢ :

{(z,): Fi(z,t) > a} = {(z,1) : f(z) > a} =
={z: f(z) >a} x R? = es medible pues {z : f(z) > a} es medible
Para (&,7) en R?? consideramos la transformaciéon = &€ — 1,y = & + 7. Es una transformacién
lineal no singular, entonces es Lipschitz y por lo tanto aplica conjuntos medibles en conjuntos
medibles.

Se sigue que la funcién F5(€,n) = F1(§—n,&+n) es asi mismo medible. Como F5(§,n) = f(£—n)
esto prueba el lema. O

Teorema 7.1.4 Si f,g € L*(RY), entonces (f*g)(x) existe para casi todo v € RY. Ademds f+g € L*
y If* gl < WAl - llglla-

124
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Demostracién: Supongamos primero que f y g son no negativas entonces f(z —t)g(t) es medible
en R?¢ ya que por el lema anterior es el producto de dos funciones medibles, entoonces la integral

I :/ [ @ =1g(0) dz de

estd bien definida, y aplicando el teorema de Fubini-Tonelli, encontramos que:

= /R ( [ - t)g(t)dt) do = /]R ( [ Je- t)g(t)dt) do

- [ @ ds

1/R< Rdf(xt)g(td:v)dt/ﬂ@g(t)( Rdf(xt)dw)dt

Gracias a la invariancia por traslaciones de la integral, podemos cambiar xz — ¢ por x:

_ /Rdg(t)( Rdf(a;)dm) dt — (/Rdg(t) dt) ( [ s d;v)

Por lo tanto obtenemos que si f y ¢g son medibles y no negativas

[rate=([ s a) ([ o)

Esto prueba el teorema si f,g >0

y por otro lado:

Observacion: En probabilidades por ejemplo esto dice que si f y g son densidades de proba-
bilidad = f % g también. (Da la densidad de la suma de dos variables aleatorias independientes)

Para el caso general basta observar que:

(0@ | [ 17 =0l )] dt = £ 1o

/Rd‘f*9| dr < /Rd(|f|*\g|)da:: (/Rdm da:) (/R B dm) — £ lhllolh

Esto prueba el teorema. O

Por lo tanto

Observacién: El teorema anterior significa que * es un producto en L' con el cual L' es un
algebra de Banach.
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7.2. Desigualdad de Young
Teorema 7.2.1 Sea 1 <p < oo, f € LP(RY) y g € LY (R?), entonces f x g € LP(RY) y

I fxglly <[ fllp-1glh

Demostraciéon: Como antes usando que |f * g| < |f] * |g] podemos suponer que f,g > 0. Para
p =1 el resultado ya fue probado.
Para p = oo notamos que

(Feo)a) = [ Fegte =0 <l [ oo =0t =1 1xlgl:

Por lo tanto:
£ * glloo < [ flloollgllx

Supongamos pues que 1 < p < co. Aplicando entonces la desigualdad integral de Minkowski (Teo-
rema 5.7.1), obtenemos que

oot = ([ ([ e ) ac) o
L (L1t =oplat >|pdx)1/pdt
/Rd\g (/ |f1:t|pd9:) pdt

(o)
= [ a1 Ut = 171, [ loteyie

= I £llpllgllx

IA

O

Una prueba alternativa: También es posible probar este teorema sin acudir a la desigualdad
integral de Minkowski. Sea ¢ el exponente conjugado de p, de modo que % + % = 1, entonces:

(Feo)a) = [ fgte=0di= [ f@gta—0"ga =0

Por la desigualdad de Holder tenemos que:

e < ([, 70rsta o dt)l/p ([ oo dt)l/q — (P9 g IV
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Elevando ambos miembros a la potencia p e integrando el resultado:

/]Rd[(f *9)(@)]Fde < (/Rd(fp *g)da:) g |2/

/Rd(fp*g)dx:(/Rdfpdx> (/Rdgdx)

1f *gll} = /Rd(f «g)(@)dz < | £ gl gl = 115 Ngl?

Tomando raiz p-ésima resulta:

Pero

Por lo tanto:

1 * glly < [1f115 llgllx

como queriamos probar.

Observacién 7.2.2 Una convolucion f — fxK con K fijo define una transformacion T(f) = fxK
se llama un operador de convolucion con nicleo K. El teorema anterior muestra que si K es
integrable este operador aplica LP en LP.

Vale un teorema més general:

Teorema 7.2.3 (Young) Si p,q satisfacen 1 < p,q < oo y 1/p+1/q > 1 y r se define por
1/r=1/p+1/q—1 entonces si f € LP(RY) y g € LY(R?) entonces f x g € L"(R?) y se tiene:

1 gllr < 11f1ls llgllq

Demostracién: Podemos suponer f,g > 0. Cuando p, g, > 0, escribimos *

(Frg)@) = | FOP" gle— 0% FepPOP=1) gla — a0 /a=1) gy
Rd

Aplicamos entonces la desigualdad generalizada de Hoélder con tres exponentes r, p; y p2 donde
1/p1=1/p—1/ry 1/ps =1/q— 1/r. Obtenemos que:

1/r
() < ([ 17 ate—rae) U ol

(En el tdltimo factor hemos utilizado la invariancia por traslaciones de la medida de Lebesgue).
Elevando a la r e integrando, deducimos que

reate< [ ([ s@r a0 ae) a Lotz folly

Usando el teorema de Fubini-Tonelli y la invariancia por traslaciones, tenemos que

/ ( F(@)? gl — 1) dt) dz = 712 gl
Rd Rd

ISiguiendo la idea en el ejercicio 2 del capitulo 9 de [WZ77]
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Consecuentemente sustituyendo,
Lf * glly < NLF1ET /7P| gllar/pe e

O sea
1f = glle < BB glly/ P2l

Teniendo en cuenta la elecciéon de los exponentes p; y po, se obtiene la desigualdad del enunciado.
O

Observacion 7.2.4 La constante optima en la desigualdad de Young

1 * gllr < Cp,a:7) £l lgllq

no es 1. Ha sido calculada por W. Beckner en [Bec75]. Una prueba mds elemental fue dada por F.
Barthe [Bar98).
7.3. El soporte y la convolucion

Definicién 7.3.1 El soporte de f : R — R se define por:
Sop(f) = To €’ : J(2) £ 0}

(siempre es cerrado)
Corolario 7.3.2 Six & Sop(f), existe un entorno de x donde f se anula.

Observacién 7.3.3 Con esta definicion no vale que si f = g en casi todo punto Sop(f) = Sop(g)
(Brézis [Bre84] lo define entonces por la condicion de que x & Sop(f) < existe un abierto U tal que
xeU vy f=0 en casi todo punto de U

Proposicién 7.3.4 Si f y g tienen soporte compacto, entonces f x g tiene soporte compacto.
Ademds:

Sop(f *g) C Sop(f) + Sop(g)

Demostraciéon:

xg)(x) = T —t)dt = z)g(z —t)d
G = [ sOgte—vi= [ g o

pues si t & Sop(f) = f(t) =0
Anélogamente si © —t € Sop(g) < t €  — Sop(g),luego g(z —t) = 0sit & x — sop(g). Se deduce

que:
* = —t) dt
(f * 9)(@) /sowm_som))) @)z —t)

Si (f xg)(x) # 0 = Sop(f) N (z —Sop(g)) # 0 = Iy € Sop(f) N (z — sop(g)). Pero como
y€x—Sop(g) =y=x—w conw € Sop(g). Asi pues x =y + w con y € Sop(f) , w € Sop(g)

Asi vimos que {(f * g) # 0} C sop(f) + sop(g), pero la suma de dos compactos es compacto (no
vale para cerrados) por lo tanto

Sop(f * g) C sop(f) + sop(g)
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Teorema 7.3.5 Si f € L'(RY) y K es acotada y uniformemente continua en RY, entonces f * K
es acotada y uniformemente continua.

Demostracion: Veamos que f * K es uniformemente continua. Si f = 0f *x K = 0 y no hay nada
que probar. Supongamos pues f # 0
Dado & > 0, por ser K uniformente continua encontramos un § > 0 tal que si |z —y| < § =

|f(z) — fly)] < 7T, entonces:

P K@ - FRW=| [ 1OKE- - [ foRe -0
< [ fONEE=0-K@-nia< [ e 50)d-

ya que |(z —t) — (y — t)| = | — y| < J. Esto muestra que f * K es uniformemente continua. Ya
sabemos que

1f* Klloo < Ifll1 1Ko
por lo que f *x K resulta acotada. O

7.4. Convolucion con funciones suaves

Definicién 7.4.1 Para m € N, denotamos C™ la clase de funciones f(x) con x € R? tales que
todas las derivadas parciales hasta el orden m incluido existen y son continua.

El subconjunto de funciones de clase C™ con soporte compacto se denota C§"

Similarmente C™ es el conjunto de funciones indefinidamente diferenciables y C§° el sub-
conjunto de las de soporte compacto.

Sia = (a1,9,...,a4 es un multi-indice con los «; € Ny podemos considerar la derivada
parcial:
olal ¢

= ai a0 Qaq
0z 0x5” ... 0z

(D f)(x)
siendo |a] = a3 +as + ... + ag.
Teorema 7.4.2 Si1<p<oo, f € LP(R?) y K € C*, entonces f x K € C' y se tiene que :
D°(f % K)(x) = (f * D°K) ()
siempre que |a| = a1 +ag + ... + a, < m.

Demostracion: Primero probamos que si K es continua con soporte compacto, entonces f * K es
continua:

(780410 (£ 5 K)@) = | [ fORG@ -0 d- [ oK1 a

SO K@+h—1) = Ko 1) dt‘
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Llamamos u = x — ¢t = t = z — u. Obtenemos:

|(f + K)(z + h) = (f * K)(2)| =

R
< ([ s —wpa) " ([ s n - xr)
= I+ 1)~ K@)l

o= W[t 1) = K]

Afirmamos que esta tltima expresion tiede a cero cuando |h| — 0.

En efecto, como K es continua y tiene soporte compacto, entonces es uniformemente continua
en R?, por lo tanto, dado € > 0 existe un § > 0 tal que para todo u € R?, si |h| < J entonces
|K(u+h) — K(u)| < e. Podemos ademés asumir que ¢ < 1.

En consecuencia si |h| < 4,

Rd|K(u+h)—K(u)|q du:/l|K(u—|—h)—K(u)|qdu §/15q du = €%m(I)

en donde I = {x € R?*: d(x,Sop(K) < 1} (que es un compacto, y por lo tanto tiene medida finita).
Sea K € Ci"(m > 1) fijada ¢ con 1 < i < m, y sea e; el i-ésimo vector de la base candnica
entonces:

(f*K)(x+h-e)—(f*K)(x) :/Rdf(t){(K(x—t—&—h.ei)—K(x—t)} &t

h h
= [ so{5Ew-rem)} a

por el teorema del valor medio, para algin h* = ¢ - e; dependiendo de x y ¢, donde & esta entre 0 y
h.

Por lo tanto, cuando |h| — 0, 25 (2 —t+h*) converge a 9% (x—¢) uniformemente en t. Como 2%
tiene soporte compacto, se deduce del teorema de la convergencia uniforme que la tltima integral
converge a

oK
/Rd 1) gy (= 1) di

Por lo tanto, 8((?;7;_[() (x) existe y es igual a ( fx %) (x) que es continua por lo antes demostrado.

Esto prueba el teorema si m = 1. La prueba para m cualquiera es inmediata por induccién
(aplicando el caso m = 1).

Se sigue que fx K € C®si fe LP(1<p<+o0)y K € C{°

Ademaés f * K tiene soporte compacto por la proposicién 7.3.4.

7.5. Aproximaciones de la identidad

Definicién 7.5.1 Dada una funcién K : R* — R y e > 0 notamos

K. () =K (£)
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Por ejemplo si K = funcién caracteristica de la bola B = {z € R*:|| z ||< 1} tenemos que:

e™? s |zl <e
Ke(w) = { 0 si silz|>e¢

o sea K. = e % p_(0) donde B.(0) = {z € R?: |z| < e}. Vemos que a medida que achicamos ¢, K.
es una funcién con un pico més elevado y un soporte méas chico. Para cualquier K positiva ocurre
lo mismo: en general K. tiene las siguientes propiedades bésicas:

Lema 7.5.2 Si K € L'(R%) y e > 0 entonces
i)

K. (x)dx = | K(x)dx
R4 R4

it) Para cada 6 > 0 fijo,

|Kc(x)| de — 0 cuando € =0
|z|>6&

Demostracién: Para probar i) basta hacer el cambio de variable y = z/e

K. (z) dx :/ eIK (E) dv = | K(y)dy
R4 R4 9 R4

(es un cambio lineal de coordenadas)
Para probar ii) fijemos un § > 0 y hagamos el mismo cambio de variable:

x
|K€(x)\dz:/ 5’d’K r ’dx:
/z|>6 |z|>6 (5>

- / K ()| de
ly|>d/e

Pero §/¢ — 400 cuando € — 0 como K € L*(RY) la tltima integral tiende a cero a medida que
e —0. 0

Notemos que si K > 0 la primera propiedad significa que el area bajo los gréificos de Ky K. es la
misma , mientras que la segunda significa que que para ¢ pequeno el area bajo el grafico de K. estd
concentrada en una regién sobre un pequenio entorno del origen.

Para cualquier K € L'(R?) podemos esperar que si en la férmula

(f + Ke)(z) = o flz —t)K(t)dt

hacemos que € — 0 van a pesar los valores de f(x — t) para t pequefio. De hecho, vamos a probar
que (f*K.)(z) = f(x) en varios sentidos (por ejemplo puntualmente) cuando € — 0 con adecuadas
hipétesis sobre [y K

Una familia {K. : € > 0} de nucleos para la cual fx K. — f en algin sentido se llama una
aproximacién de la identidad.
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Teorema 7.5.3 Sea f. = f* K. donde K € L*(R?) y [,.,K(z)de = 1. Si f € LP(R?) con
1 <p< oo entonces || fe — f ||[p— 0 cuando € — 0, es decir que f. converge a f en LP

Demostracién: Por la parte i) del lema anterior tenemos:

f(@) = flx) | Kc(t) dt = . f(z) Kc(t)dt

R4

Por lo tanto

|[fe() = f(z)] <

[t =0 - s K0ar
< [ 1f@=0 = @l 1K) e
= [ 15— 0 = @)l Ko 7 (o) e

dondeqestalque%Jr%:l, (1/g=0sip=1)
Aplicando la desigualdad de Holder con exponentes p y ¢, obtenemos que:

o)~ @) <= ([ 1@ =0~ fla)l? 1K) dt)l/p ([ 1m0 dt>1/q

-{/. f@(tﬂdt}”q

Elevamos ambos miembros a la p e integramos:

|[fe(x) = f(x)]P dx
Rd

< [ [ e-o-s@ricoal{ [ o) o

K15 [ { [ @0~ f@r kol a} @

Cambiando el orden de integracién en la tultima integral (lo que estd justificado por el teorema
Fubini-Tonelli, pues el integrando es no negativo) obtenemos:

1o-sg i [ [ -0 - s@p o) a

& 17 [ o] [ 1 -0 - s o}

Llamando ¢(t) = [pa |f(z —t) = f(z)|Pdz = || f(x —t) — f(z)[]% tenemos

I£ = £l < IKIE [ IKe0lo(0 ar
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Para ¢ > 0 escribimos
= [ IK(0)] o)t = Acs+ B
Rd

con

B.s = /|t|26 |K-(t)| &(t) dt.

Dado n > 0, podemos elegir § > 0 tan pequeiio que ¢(t) < n si |t| < 4, ya que ¢(t) — 0 cuando
[t| = 0 pues f € LP.

As < n/ K.(t)] di < n || K ||
[t|<é

para todo € > 0. Por otra parte, por la desigualdad de Minkowki ¢ es una funcién acotada, de
hecho:

opr ={ [ 170 f(x)l”dm}l/p

<{[ise-oral [ geral” <2,

de modo que [[¢]|cc < 2| f|l)P = C.

Bos= [ Im@lowd<c [ |Ko]d—0
[t|>0 [t|>6
cuando € — 0. Por lo tanto, I. — 0 cuando € — 0 y esto prueba el teorema. O

Nota: También es posible, como en el caso del teorema 7.2.1, efectuar la prueba utilizando la
desigualdad integral de Minkowski en lugar de la desigualdad de Holder (y resulta algo méa simple).

Corolario 7.5.4 Para 1 <p < oo, C§°(R?) es denso en LP(R?).

Demostracién: Sea f € L, (1 < p < oo ). Dado n > 0, escribamos f = g + h donde g tiene
soporte compacto y || k||, <7

Elijamos un ntcleo K € C§° tal que fRd K(z) dx =1y sea g. = g * K, entonces g. € C§°(R?)
v [lg — g<llp = 0 cuando € — 0 por los resultados anteriores.

Elijamos ¢ tal que ||g — gc||, < 7 entonces

If = gellp < lIRllp + llg — gellp <27

Esto prueba el corolario. O
El siguiente resultado es un sustituto del teorema anterior para p = oo:

Teorema 7.5.5 Sea f. = f* K. donde f € L*(R?), K € L'(R?) y [oe K(2)dz = 1, entonces
fe = f en cada punto de continuidad de f cuando € — 0
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Demostracion:

|[fe(2) = f(2)] =

oK) @~ [ @R

R4

< [ 15@=0 = 1@l K0 || e

Si f es continua en z, dado £ > 0, existe § > 0 tal que si |t| < ¢ entonces |f(z — ) — f(z)| < e.
Y obtenemos:

o) — ()] < /

|t >0

@ — ) — f(@)] [Ko(t)] dt +¢ / K.(1)] dt

[t]<d

<2 sl [ IKO] de+ <Ko
[t[=6

Como flt\>5 |K:(t)| dt — 0 cuando € — 0 para un ¢ fijo, se sigue que |fe(z) — f(z)] — 0 cuando
e=0 O

Teorema 7.5.6 Sea f- = [+ K. donde f € L*(RY), K € L'(RY) N L>®(RY), [oa K(z)dz =1y
K(x) = o(|z|~¢) entonces f. — f puntualmente cuando ¢ — 0, en cada punto de contmuzdad de f.

7.6. Ejemplos (en d = 1)
1. Nucleo de Poisson: 1
T 1+ 22
Entonces P € L'(R) N L*(R) , [, P(xz)dz = 1, P es positivo y P(x) = o(|z|™!) cuando
|z| — oo, de hecho P(z) = O(|z|72).

| =

1 1 1 €
P _ . _
(@) e’ 1+ (z/e)2 7 &2 + a2

P. se llama niicleo de Poisson, y la convoluciéon

fe(x) = %/Rdf(t) mdt

integral de Poisson de f. Poniendo € =y, f(z,y) = f,(x) obtenemos una funcién definida en
el semiplano superior
H={(z,y) eR?:y >0}

/fy+ )dt

Observaciém: Como ﬁ es armoénica = f resulta armoénica en H.

Ademss se tiene que si f € L (RY), f(z,y) — f(y) cuando y — 0 en cada punto de continuidad
de f, luego para f continua e integrable resuelve el problema de Dirichlet:

Au = 0 en H
u(z,0) = f(x) en OH
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2. Nicleo de Frejér: Para x € R pongamos:

ko -2

Nuevamente K € L'(R) N L>=(R), K es positivo y [ K(z) dz = 1.

sen (z/¢) }2

x/e

f@(x)—“{

e

Poniendo w = 1/¢ tenemos el niicleo de Frejér:

sen (zw) }2 ~ 1sen? (aw

F(z,w) = iw{

wx T wr?

Si f € L*(R) obtenemos que:

sen? (zw)

z. 1 J—
lim /Rf(xft) o dx = f(x)

w—0 wx

en cada punto de continuidad de f. Este ntcleo se emplea en la teoria de las series de Fourier
(ver por ejemplo [WZTT]).

3. Nucleo de Gauss-Weirstrass: Tomamos la funcién

1 .
K(Z‘) = \/72?6 z%/2

(distribucién normal de probabilidad)

—_

e—x2/(252)

Kelo) = 2me

(Para la teorfa de probabilidades es la distribucién normal de media 0 y variancia £2). Poniendo
£ = 4/t se obtiene

W (1) = Tl e/
T

Se verifica que W satisface la ecuacién del calor

oW W

ot Ox2

Dada f € L'(R) se tiene que

lm \/%/Rﬂx _ y)e—yz/(2t) dy = f(z)

y—0
en cada punto de continuidad de f. Por consiguiente

1 .
/ fla—y)e v /@Y dy
R

v 2wt

u(z,t) =
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resuelve el problema:

{ 288—11/ = 8327‘}2[/ parat >0
u(z,0) f(x)
cuando f es continua e integrable.

Nota: Este ejemplo de puede generalizar a d > 1, tomando:

K(z) = e~ lel*/2

7.7. Convergencia en casi todo punto

Si fortalecemos las hipétesis sobre K podemos obtener convergencia en casi todo punto. Por
ejemplo tenemos el siguiente resultado: (cuyas hipétesis se satisfacen en todos los ejemplos anterio-
res)

Teorema 7.7.1 Supongamos que el nicleo K estd acotado por una funcion radial
K ()] < Ko(|])

donde Ky : [0,00) = R es una funcion decreciente tal que la integral
L A 1)
0

exista como una integral de Riemann, entonces
|f o+ Ke(2)| < C M f(x) (7.2)
donde M f denota la funcion mazximal de Hardy-Littlewood.

Demostracién: Dado un r > 0, partimos la integral que queremos estimar en coronas:

el = | [ fne - b
<

1 T —y
< Z/ 1 (y)| = Ko (' ') dy
2br<|z—y|<2kHir € €

kEZ

pero entonces como K| es decreciente

k+1\n k k+1\d 1
TR R R Lo @

<w, O(r) Mf(z)
donde wq denota la medida de la bola unitaria en R¢, siempre que la serie

C(r) =Y Ko(2Fr)(2"1r)¢
keZ
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converja. Pero esta suma C(r) es 2¢ veces la suma de Riemann para la integral (7.1) correspondiente
a la particion dada por los puntos

x, = 2%r
ya que para esta particion Az = xp1 — o = 2Fr. Haciendo entonces que 7 — 0, se deduce 7.2,
donce la contante C' se puede tomar como

C= 2"wd/ Ko(|z|) dz.
R4
O

Teorema 7.7.2 Supongamos que el nicleo K es acotado y satisface las hipdtesis del teorema
anterior. Entonces si f € LP con 1 < p < oo, f* K.(z) = f(x) en casi todo punto.

Demostracién: Utilizamos un argumento similar al que usamos para probar el teorema de dife-
renciacién de Lebesgue (teorema 6.3.4). Introducimos el operador sublineal:

L(f)(x) = lirglj(l)lp |f* Ke(z) — f(2)]

Por el teorema 7.5.5, el resultado es cierto para f continua con soporte compacto, luego L(f) =0
en este caso.
Por otro lado

LA < M(f) + £

por el teorema anterior. Se deduce que L satisface la estimacién de tipo débil (p, p):
C
m(z € R*: Lf(x) > A) < —[If

Como las funciones continuas de soporte compacto son densas en LP(
R%) si 1 < p < oo, repitiendo el argumento que usamos en el teorema de diferenciacién, se sigue
que si f € LP(
R%), L(f) = 0 en casi todo punto. Esto implica que f * K.(x) — f(z) para casi todo z.
O
Otro resultado similar es:

Teorema 7.7.3 Supongamos que f € L*(R?), K es acotado K (z) = O(| x |~%*) cuando |z| — oo,
para algin A > 0 y que fRd K(z) de =1, entonces fo = f x K. — [ en cada punto de Lebesgue de
f (v en particular en casi todo punto)

La demostracién puede verse en [WZ77] (teorema 9.13)

Notas y comentarios sobre este capitulo

= En este capitulo, hemos seguido de cerca la exposicién de [WZ77].

= La nocién de convoluciéon aparece también en la teoria de probabilidades cuando se considera la
densidad de una suma de variables aleatorias independientes absolutamente continuas (ver mis notas
de Probabilidades y Estadistica).

» Esta nocién estd estrechamente ligada a la estructura de grupo de (R% +) (es posible definirla en
grupos topoldgicos localmente compactos, en los que se tiene una nocién de medida natural, invariante
por la accién del grupo: la medida de Haar, ver por ejemplo [Hal50]).



Capitulo 8

El Teorema de
Lebesgue-Radon-Nikodym

8.1. Medidas complejas

Definicién 8.1.1 Sea (Q, M) un espacio medible (esto es Q) es un conjunto al que llamaremos
espacio y M C P(Q) una o-dlgebra, a cuyos elementos llamaremos conjuntos medibles). Una
funcion A : M — C se denomina una medida compleja si

1. A®)=0

2. X\ es o-aditiva: esto significa que si (Ap)neny € M es una sucesion de subconjuntos medibles

disjuntos entonces
AMUAn) =D a4
n=1

Notemos que esto implica que la serie

> AAn)
n=1

debe ser absolutamente convergente, pues la serie debe sumar lo mismo en cualquier orden
que consideremos los conjuntos (Ay,).

SiA: M — R, se dice que A es una medida signada (o a veces, una carga). Notemos que no le
estamos permitiendo a A tomar valores infinitos.

Ejemplo: Si (2, M, p1) es un espacio de medida, y f € L'(), entonces
M (B) = [ @) dnto) (B € M)

es una medida compleja. Esta medida la podriamos llamar integral indefinida de f.

138
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Definicién 8.1.2 Si A : M — C es una medida compleja, definimos la variacion de X\, notada por
[A] : M = [0, +00], como la funcién dada por:

A(E) = supz AE

donde el supremo se toma sobre todas las particiones
oo
E=|JE, (EeM)

de FE en una cantidad numerable de conjuntos medibles disjuntos.

La nocién de variacién de una medida es la andloga para medidas a la nocién de variacién de
una funcidén real en un intervalo (que introdujimos al hablar de funciones de variacién acotada).

Ejercicio: En la definicion de la variacién, resulta equivalente tomar particiones finitas o nu-
merables.

Observacién: |A| es creciente, o sea si E C F, se tiene que |A|(E) < |A|(F).
Para demostrar esta observacién, basta observar que si (E,,),en es una particién de E, entonces
agrgando a dicha particién el conjunto F' — E, obtenemos una particién de F', en consecuencia:

ZIA )+ IME = F)] < [A[(F)

y tomando supremo, obtenemos que
AI(E) + [AME = F)| < [AF)]

Lo que en particular dice que [A|(E) < |A|(F).

Teorema 8.1.3 |\| es una medida no negativa, y finita.

Demostracion: Es claro que |A|()) = 0. Hemos de probar pues que |A| es o-aditiva. Es decir, que
si un conjunto F se escribe como una unién numerable de conjuntos medibles disjuntos:

=JE. (Bn,EeM)
=1

se tiene que
o0

AI(E) =D IAI(En)

n=1

Probaremos primero que

Z IAl(En) < |AI(E) (8.1)
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Notamos que podemos suponer que |A|(E) < +00; y entonces, como || es creciente, |A|(E,) < +00
para todo n € N.
Tomemos pues, para cada n, una particiéon de E,,, en conjuntos F, ,, medibles disjuntos:

n — U En,m

meN

de modo que
Z |)‘(En,m)‘ > |)‘|(En) ~ on
m=1

Reuniendo todas estas particiones, obtenemos una particiéon de F,

=-UUr

||C8

luego,
SN M Enm)| < ()
n=1m=1

En consecuencia,

NE

(IN(Ew) = 57) < AI(B)

n=1

es decir que:
o0
> (B —e < N(B)
n=1
y como ¢ es arbitrario, obtenemos (8.1).
Ahora probaremos que:

AI(E Z AI(E (8.2)

Nuevamente, podemos suponer que |A|(E,) < 400 para todo n. Consideremos una particién (A,,)
cualquiera de E en conjuntos medibles disjuntos. Entonces

[e]
U (A, N E,) (unién disjunta)
y como A es una medida compleja, tenemos que:
o0
Z MAn, NE,)

y por lo tanto:

A <D M Am N Ey)|

n=1
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Sumando en m tenemos que:

SOAAD YD M AN E,)|
=3 ) MAnNE,))|

donde el intercambio en el orden de las sumas estad justificado, pues los términos son no negati-
vos.Pero

E, = fj (En N Am)

es una particiéon de F,, y en consecuencia:

Y AEL N A)| < N(En)

m=1
Sustituyendo deducimos que:
oo [e.e]
DT AR <Y IA(E)
m=1 n=1
Como esta desigualdad vale para cualquier particién (A, )men de E, tomando supremo obtene-
mos (8.2).

Nos queda demostrar que || es finita, para lo cual bastara probar que |A|(2) < 4o00. Supongamos
incialmente que A es una medida signada (esto es, toma valores reales). Razonando por el absurdo,
estableceremos primero el hecho siguiente:

Lema 8.1.4 Si)\: M es una medida signada y E € M es tal que |\|(E) = 400, entonces eziste una
descomposicion de E en dos conjuntos medibles disjuntos A y B tales que |[AN(A)| > 1 y |A\(B)| > 1,
y [AI(A) = +o0

Demostracién: En efecto, si |A\|(E) = 400, dado ¢ > 0, existird una particién (E,,) de E tal que
(o)
S=Y " IAE)| >t
n=1

En esta suma, separamos los términos de acuerdo al signo de A\(E,,), definiendo entonces las sumas:

St="Y" A&En)

n:A(E,)>0
ST== > AEn
n:A(E,)<0

de modo que S = ST + S~. Debe ser ST > %S 0S8 > %S‘.
Definamos los conjuntos



Notas de Andlisis Real - ©2007-2025 Pablo L. De Napoli 142

n:A(E,)<0

Entonces,

A(A)] = A(4) = S
AB)| = —A(B) = §~

Pero, entonces si suponemos que ST > %S , tendremos

1 t
A) > =85> =
NEVEEEES

AB)| = IAE) = AA) = [A(A)] = [ME)| = g — [AME)]

Como |A(F)| es finito, eligiendo ¢ suficientemente grande, conseguiremos que |[A(A)| > 1 y que
[A(B)| > 1.

Si no sucede que ST > %S , necesariamente se tiene que S~ > %S , € intercambiando los roles de
los conjuntos A y B obtenemos la misma conclusién.

Finalmente, observemos que como |A|(E) < |A[(A) + |A|(B), debe ser |A|(4) = +o0 o |A(B)| =
+00. En el primer caso, hemos conseguido demostrar nuestra afirmacién. En el segundo, es suficiente
intercambiar los nombres de A y B. O

Demostrada que fue nuestra afirmacién auxiliar, procedemos del siguiente modo: continuado
el razonamiento por el absurdo, si |A|(©2) = +oc0, podemos conseguir por la dicha afirmacién una
particién Q = A; U By de €2 en dos conjuntos medibles disjuntos A; = Ay By = B tales que

(A(AD[ > 1, [A(BL)] > 1, [A[(A1) = 400

Como |A|(A1) = 400, volviendo a aplicar el lema, podemos conseguir una particion 4; = A;UBs
de A; en dos conjuntos medibles disjuntos tales que:

[A(A2)] > 1, [A(Ba)| > 1, |A|(Az2) = +oo

En general, podemos repetir infinitas veces en forma inductiva. Dados A,, y B,,, podemos con-
seguir, en virtud del lema, una particiéon A,, = A,4+1 U Bp41 de modo que se verifique que:

A(Ans1)[ > L ABria)l > 1, [A[(Any1) = +oo

Pero notemos que los conjuntos (B, )nen forman, por construccién, una sucesién disjunta. En-

tonces, la serie:
> A(B)
n=1

debe ser absolutamente convergente. Esto estd en contradiccién con el hecho de |A(B,,)| > 1, para
todo n € N.



Notas de Andlisis Real - ©2007-2025 Pablo L. De Napoli 143

Esta contradiccién provino de suponer que |A|(€2) = +oo. En consecuencia, debe ser |A|(Q2) <
+00.

Finalmente, nos queda considerar el caso en que A puede tomar valores complejos. Pero en este
caso, podemos escribirla como A = A1 4 i)s, siendo A1, A2 medidas signadas, y claramente:

IAI(2) < [A](€) + [A2[(2) < +00

Observacion: La variacién de A verifica que:
NE) < N(E)VE €€
y es la menor medida con esta propiedad: Si p es otra medida no negativa tal que
ME) <u(E)VE€E

entonces |A|(E) < u(E).

Corolario 8.1.5 (Descomposicion de Hahn) Si A : M — R es una medida signada, es posible
escribirla en la forma A = AT — A7, donde AT, A : M — R son medidas positivas y finitas.

Demostracién: Es suficiente tomar:

>\+

N = DN =

(IA[+2)

g
I

(1Al =A)
O

Ejemplo: La descomposiciéon de Hahn es la andloga para medidas, a la descomposiciéon de
Jordan de una funcién de variaciéon acotada como diferencia de dos funciones crecientes. De hecho,
si F' es una funcién de variacion acotada, ur es la medida de Lebesgue-Stieltjes asociada, y

F=F —-F
es su descomposicién de Jordan, entonces
HF = R — HF,

siendo pr, y pr, las medidas de Lebesgue-Stieltjes correspondientes a F} y a Fb, es la descomposicién
de Hahn de pup.

Ejercicio: Si (X, M) es un espacio medible, entonces el conjunto
M(X) = {A: M — C: X es una medida compleja }
es un espacio de Banach con la norma definida por la variaciéon total de A:

A= [A[(X)
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8.2. Absoluta continuidad. Medidas Singulares

Definicién 8.2.1 Sean (2, M) un espacio medible, u una medida no negativa sobre M que puede
valer +00 y A : M — C una medida compleja

Diremos que X\ es absolutamente continua con respecto a p (y lo simbolizaremos A\ < 1) para
cualquier conjunto E : n(E) =0= A(E)=0

Ejemplo: Si f € LY(Q, u), Af : M — C dada por:

Af(E) = / fdp
E
es una medida compleja absolutamente continua con respecto a u.

Definicién 8.2.2 Diremos que X\ esta concentrada en un conjunto A (y lo simbolzaremos A C A)
St
AME)=XMENA)

para cualquier conjunto medible E.

Lema 8.2.3 1. \ estd concentrada en A siy sélo si \(E) = 0 para todo E € M tal que ENA =)
2. SiANCAyAC B, entonces A\ C B.
8. SiANCAy\NCB, entonces \ C ANB

Demostracién: Prueba de i): La implicacién =) es trivial. Para probar la implicacién <) notemos
que
AME)=XMENA) +AENAY

pero A(EN A¢) =0 pues ENA°NA =0, luego A\(E) = A(EN A).

Prueba de ii): A(E) = A(ENA) por ser A C A, pero A\(ENA) = A\(ENANDB) pues ENA = ENANB
yA(ENB)NA)=XENB) pues A C A, luego \M(E) =A(ENB)= \CB.

Prueba de iii): Como A C A= A(ENB)NA)=AENB) Pero A\(ENB) = A(F) pues A\ C B
luego A(EN (AN B)) = A(E). Esto prueba que A C AN B O

Definicién 8.2.4 Diremos que X\ es singular con respecto a p si estd concentrada en un conjunto
de medida p nula, o sea si para todo E € M, \(E) = A(ENA) donde u(A) = 0. Escribimos \ L p.

Ejemplo: Consideramos en R la medida dada por

1 si 0eA
5(A)_{0 si 0¢€A

entonces 6 C {0}, y por lo tanto ¢ es singular respecto a la medida de Lebesgue m: § L m.

Otro Ejemplo: Consideramos en [0, 1] C R la medida de Lebesgue-Stieltjes A (ver seccién 4.3)
donde F' es la funcién de Cantor-Lebesgue. Entonces Ap estd concentrada en el conjunto ternario
de Cantor C, pues Ap asigna medida cero a los intervalos que corresponden a las componentes
conexas del complemento de C, en los cuales F' es constante. Como C tiene medida de Lebesgue
nula, deducimos que Ag es singular respecto a la medida de Lebesgue.
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Lema 8.2.5 1. 87 A1, Ay son absolutamente continuas respecto a [, entonces c1- A1+ ca - Ao es
absolutamente continua respecto a .

2. Andlogamente, si A1, Ao son singulares respecto a [, entonces c¢1 - A1 + c2 - Ao es singular
respecto a L.
(Es decir que las medidas absolutamente continuas y las singulares forman subespacios del
espacio de las medidas complejas)

Si A es absolutamente continua y singular respecto de p entonces N(E) = 0 para cualquier E

Demostracién: Prueba de i): Para probar la primera afirmacién, supongamos A\ < g, Ao < gy
sea F tal que pu(E) = 0, entonces ¢1 - A (E) + c2 - A2(E) = 0.

Prueba de ii): Supongamos que A\; L 1, Ay L p. Entonces, Ay C Ay donde pu(A1) =0y Ao C A
donde mu(As) = 0.

Vamos a probar que c¢1 - A1 + ¢o - Ay estd concentrada en A; U As. Como A; C A1 U A, entonces
A1 C A1 U Ay y andlogamente Ay C A1 U As

cl - /\1(E) +co - )\Q(E) =cC1- )\1(E N (A1 U Ag)) +co - /\Q(E n (Al U Ag))

Como
1(Ar U Az) < p(A1) U p(Az) =0

Esto prueba ¢y - A1 + c2. Ao L p.
Prueba de iii): Como A < p ,A(E) = A(ENA) con u(A) = 0, pero ENA C A, luego u(ENA) = 0.
Entonces A(FNA)=0= A(E)=0. O

8.3. Teorema de Lebesgue - Radon - Nikodym

Definicién 8.3.1 Sea (Q, M, ) un espacio de medida. La medida p se dice o-finita si el espacio
Q se puede descomponer como una unién numerable disjunta Q = Jro, Ei, de conjuntos medibles
Ey donde p(Ey) < 400

Teorema 8.3.2 Sea (Q, M, u) un espacio de medida o-finita. Si A es una compleja sobre M
entonces existe un unico par de medidas (positivas) g y As tales que

1. Xy es absolutamente continua con respecto a p, As es singular con respecto a ph, Yy A = Ay + As
(Descomposicion de Lebesgue)

2. Eziste una inica funciéon h € L*(Q, p) tal que
Ao(E) = / hdu  para todo E € M (8.3)
E

(tinica salvo por igualdad en casi todo punto con respecto a )

Efectuaremos la prueba en el caso especial en que tanto A como p son medidas no negativas y
finitas. Es facil después extender el teorema al caso general enunciado, utilizando la descomposicién
de Hahn (Lo dejamos como ejercicio para el lector).
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La funcién h cuya existencia garantiza el teorema se llama la derivada de Radon-Nikodym

de A\, respecto a u, y se denota por
dXg

dp

Observacién 8.3.3 Cuando estamos en el conexto clisico donde Q@ = R% y 1 es la medida de
Lebesgue:
B
ha(z) = i 2B@T)

lim m para casi todo x € RY

por el teorema de diferenciacién de Lebesque (teorema 6.3.4). Pero esta férmula para h no tiene
sentido en un espacio de medida general. (O si es un espacio métrico de medida, puede no ser cierta
a menos que la medida sea doblante, ver la observacién 6.3.10 )

Notamos que la unicidad de la descomposcién de Lebesgue es una consecuencia inmediata del
lema 8.2.5. En consecuencia, nos concentraremos en probar la existencia de dicha descomposicién.

8.3.1. Existencia: Un caso especial

Teorema 8.3.4 Sea (2, M, ) un espacio de medida finita. Y supongamos que \ es una medida
no negativa tal que
0<MNE)<u(E)VE e M

Entonces existe una funcion h € L'(p) tal que N(E) = [ h dp para todo E € M, y 0 < h(z) <1
La idea de la demostracién consiste en construir una aproximacién hp de la h buscada, asociada

a una particion

P={A1,As ..., A}

del espacio 2 en conjuntos medibles (lo que llamaremos en adelante una particién de ).
Definimos esta funciéon hp como la funcién simple

n

he = pExa,

k=1

donde

0 si ,U,(Ak) =0

El lema siguiente resume las propiedades claves de hp:

Lema 8.3.5 1)
0<hy(z)<1

it) Si f es cualquier funcidn que es constante en cada uno de los conjuntos Ay, de la particion P
entonces

/Qf(x) d)\:-/ﬂf(x)hp(m) du
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i)
AQ) = /Q hp dy
i)

hp(x)2dp= | hpd\ < AQ)
Q Q

Demostracion: i) sale de que como A < p, 0 < p < 1.
ii) Supongamos que f toma el valor ¢, en Ay entonces

/Qf(as) d\ = ;ck)\(Ak) _ ;ckpk,u(Ak) - /Qf(x)hp(x) du

donde usamos que si pu(Ag) = 0 entonces A\(Ag) = 0.
iii) Es el caso particular en que tomamos f constantemente igual a 1. ii) Sale en particular
tomando f = hp y usando i). d
Esto nos lleva a asociarle a cada particién P la energia

E[P| = /th(x)2 i

Para construir la h del teorema de Lebesgue - Radon - Nikodym, necesitamos refinar la particién
P. Una particién P = {By,;} es un refinamiento de la particién P, si se construye partiendo cada
Ay en conjuntos medibles disjuntos

Tenemos entonces el siguiente lemma

Lema 8.3.6 Si P es un refinamiento de P entonces

/(hp—hI;)Qd,u:/h%d,u—/thdu
Q Q Q

En particular la enegia crece cuando refinamos la particion:

E[P] > E[P]

Demostracién: Notamos que si P es un refinamiento de P, entonces hp es constante en cada
conjunto de P. Usando entonces el lema anterior tenemos que:

/th d)\Z/th(il‘)h[}(fE) du

[ e ar= S pran) = Y- ptu(an) = [ 1 d
Q k=1 Q

k=1

Pero



Notas de Andlisis Real - ©2007-2025 Pablo L. De Napoli 148

Luego,
[ he@hpo) du= [ 1 dn
Q Q

Entonces desarrollando el cuadrado del binomio:
/Q(hp—hﬁ)zduz/ghzﬁd,u—/ﬂh%du
O

Notamos finalmente, que dadas dos particiones Py = {Ax} y P, = {B;}, siempre tenemos un
refinamiento comin
PiNPk = {Ak n Bl}

Hechas estas observaciones, definamos el niimero

M = sup E[P]
P

donde el supremo se toma sobre todas las particiones medibles del espacio €. Notamos que este
supremo es finito, pues E[P] < A(2) por un lema anterior.

Usando la definicién de supremo, para cada n podemos encontrar una particion P, tal que

B[P > M-

n

Cambiando P,, por ,PS; = PiNPyN...NP, (el menor refinamiento comun) esta desigualdad continuard
verificindose pues la energia crece al refinar la particién. Por lo tanto, ponemos suponer que P, 41
es un refinamiento de P, para todo n.

Hecha esta suposicién, si n > m, P, es un refinamiento de P,,, y tendremos de nuevo por el
lema anterior que

I, = he, s = ELP] ~ BlP] < 01 - (0= 2} =

m m

Luego la sucesién hp, es de Cauchy en L%(u). Cmo L?(p) es completo, deducimos que hp,

converge a en L?(u) a una funcién medible h. Ademds si recordamos como hemos probado la

completitud de L?, deducimos que existre una sub-sucesién de hp, que converge a h en casi todo

punto respecto a u. Por lo que 0 < h <1 en casi todo punto de €2 respecto a u, y cambiando h en
un conjunto de medida nula, podemos suponer que esto se verifica en todo punto.

Sea ahora A € M cualquiera y llamamos R,, al menor refinamiento comin entre P, y {A, A°}.

Entonces nuevamente tenmos:

1 1
|hp, — hg, |32 = E[R,] — E[Pn] < M — (M _ ) _ 4
m m

y por Cauchy-Schwarz

/ o, — b da < [, — b, 22 1(A)Y2 5 0 (8.4)
A
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cuando n — +oo. Por otro lado, como x 4 es constante en los conjuntos que forman la particién R,
(por ser esta un refinamiento de {A, A°}), usando el lema 8.3.5, deducimos que

NA) = [ xadr= [ xacha, du= [ o, d
Q Q A

De (8.4), se deduce que

n——+oo

AA) = lim [ hp, dpu
A

Como hp, converge a h en L?(1), de nuevo por Cauchy-Schwarz hp, — hp en L'(u). Concluimos
que

AA) = /Ahdu

como queriamos ver.

8.3.2. El caso general

Para probar el caso general del teorema 8.3.2, razonamos como sigue. En primer lugar, usando la
descomposicién de Hahn y argumentos de aproximacion, podemos reducirnos al caso en las medidas
1y A son positivas y finitas.

Definimos entonces una nueva medida ¢ = A+pu. Usando el teorema 8.3.2, encontramos funciones
hx, y h, en L'(0) tales que:

ME) = / hy do (8.5)
M(E):/Ehu do (8.6)

para todo E € M,y 0 < hy,,hy <1.
Como 0 < h, <1, podemos particionar a 2 en dos conjuntos medibles disjuntos:
S={xeQ:h,(z)=0}, A={xeQ:0<h,(z) <1}
Claramente p(S) = 0. Definimos para E € M,
As(B)=XENS)
A(E)=ANENA)

Entonces A = A\, + \;, y claramente \g estd concentrada en S por lo que es singular con respecto a
73

Nos falta ver que A, es absolutamente continua con respecto a u, y que puede representarse en
la forma (8.3). Definamos h por

ha(x) :
h(z) = e s% reA
0 si xe€eS
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Entonces por definicién

M(E) = MANE) = /AmE hy do

y como hy = h-h, en A, tenemos usando que

)\a(E):/ h~hudo:/ hdu
ANE ANE
usando (8.5).

Finalmente, observamos que p(E NS) = 0 por (8.6). Concluimos que
Ma(E) = / hdu para todo E € M
E
En particular, h € L'(p) pues:

/hdu:/\a(Q) =AA) <0
Q

Lo que en particular muestra que A, es absolutamente continua respecto a p.

8.4. La descomposicion polar de una medida compleja

Lema 8.4.1 Sea (Q, M, u) un espacio de medida finita (u(X) < +00), F un subconjunto cerrado
del plano complejo C y g € L' (u) tal que si p(E) > 0 entonces:

1

@/Eg(x)dueF

entonces g(x) € F para casi todo x € Q respecto de .

Demostracién: C—F es un conjunto abierto del plano complejo. En consecuencia, se puede escribir
como una unién numerable de discos cerrados D,, (usando el hecho de que C es un espaciométrico
separable):

C-F=|JDn=g " (C-F)=]g (Dn)
n=1 n=1
Si probamos que p(g~'(Dy)) = 0 resultard que (¢~ *(C — F)) = 0 como queremos probar.
Supongamos que para algin n fuera pu(E) =0 con E = g=}(D,,). Sea D,, = {2z € C:| 2 — 29 |[< r}.
Si probamos que § = ﬁE) S 9 dp (que por hipétesis pertenece a F') pertenece también a D, esto
es absurdo pues D, N F = (.
g2l = |y o) auo) 0| < | i [0t =20 | < s [ lato) - al 4
g—20l=|—= [ 9(2)dp(z) — 20| < |—= [ (9(x) — 20) dp| < —— [ lg(x) —a| du
WE) Jp WE) Jg W(E) Jg

Six € E entonces g(z) € D, =| g(x) — 2z |[< r, luego

1
\§—ZO|§m/Tdu=r:>seDn
E

Este es un absurdo que proviene de suponer que p(E) > 0. Luego concluimos que u(E) =0. O
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Teorema 8.4.2 Sea (2.M) un espacio medible. Si A : M — C es una medida compleja, entonces
eziste una unica h € L'(|\|) tal que:

i)
)\(E):/ hdN Y E € M
E
i)

|h(z)| =1 para casi todo x € Q con respecto a ||

Demostracién: Como |A(E)| < [A|(E), A es absolutamente continua con respecto a |A|. En conse-
cuencia, por el teorema de Radon-Nikodym existe una tnica h € L*(|)\]) tal que

)\(E):/ hd|)|
E
Si E € M,|\|(E) > 0 tenemos que:
w5 L= 5@
_— hdl\l| = | —=| <1
‘IA(E> = W@y <

Aplicando el lema 8.4.1 con F'={z € C: |z| <1} y p = |A|, deducimos que h(z) € F, es decir
que |h(z)| <1, para casi todo x € § con respecto a |A|.

Vamos a probar que |h(z)| = 1 para casi todo x.

Sea 0 <r <1y pongamos A={xeQ:|h(z)<r} SiECA,

]/ hcw\ < [wlan< [ v <)
E E E

Consideremos ahora una particién de un conjunto de A:

(oo}

A= Ak (Ax € M disjuntos)

k=1
entonces
(o) n
DA A4 = rlA(4)
k=1 k=1
pues |A| es una medida. Tomando supremo, obtenemos por la defincién de |A| que
IA(A)| < r[A[(A)

y como 0 < r < 1, esto implica que: |A|(A) = 0.
Finalmente notamos que:
1
{zr e |h(x) <1} = U {xEQ:|h(:v)|§1—n}
neN

en consecuencia |A|({x € Q: |h(x)| < 1}) = 0. Deducimos que |h(z)| =1 en casi todo punto. [
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Observacion 8.4.3 La descomposicion polar de una medida compleja se puede utilizar para definir

la integral
/ fdA
Q

lAfdA:Ky%ﬂM

(donde la h es la del teorema anterior).

si f € LY(|\|) mediante la férmula:

Observacion 8.4.4 Para medidas signadas, la descomposcion polar se reduce a la descomposicion
de Hahn X = AT — A\~ (corolario 8.1.5). Mds aiin,

AMcP, AN CN

donde
P={zeQ:h(z)=1}, N={xeQ:h(x)=-1}

(siendo h es la funcién dada por el teorema 8.4.2) Ademds P es un conjunto positivo para A, o sea:
ME)>0VECP
y N es un conjunto negativo para A, o sea:

A(E) <0V ECN.

Notas y comentarios sobre este capitulo

Notas: En la primera parte del capitulo, hemos seguido esencialmente la exposicién de W. Rudin
[Rud87], aunque hemos simplificado la prueba del teorema 8.1.3, al considerar primero el caso de una
medida con signo. También se basa en este libro la seccién 8.4.

Entre las principales aplicaciones del teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym podemos mencionar: la
construccién de la esperanza condicional en la teoria de probabilidades , y la determinacién del dual de los
espacios L” (pueden encontrarla en el apéndice D). Asimismo en el capitulo capitulo-cambio-de-variable,
expondremos una, prueba del teorema de cambio de variable en R? utilizandolo.

Existen varias demostraciones del teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym. Hemos seguido esencialmente
la del articulo de Bradley [Bra89], que aparece expuesta también en el de Barcenas [B00] (pero no al pie de
la letra), ya que creo que esta demostracion es interesante porque da una idea de como construir la derivada
da Radon-Nikodym, por medio de ideas intimamente relacionadas con las propiedades de la esperanza
condicional.

Otras demostraciones alternativas que podemos mecionar son:

= En cursadas anteriores, he expuesto la demostracién de John Von Neuman basada en el teorema
de representacién de Riesz para funcionales lineales continuas sobre un espacio de Hilbert. Pueden
encontrarla en el apéndice C junto con los pre-requisitos necesarios sobre espacios de Hilbert. El uso
del teorema de representacién de Riesz puede evitarse como mostré Schep en [Sch03].

s La demostracién de Sellke [Sel02] utiliza la minimizacién de una funcional cuadraitica.
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» Wheeden y Zygmund dan en [WZ77] una demostracién basada en la descomposicién de Hahn de una
medida signada.

= Por ultimo mencionamos que una variante de la demostracién de Schep sin usar el enfoque de Von
Neuman fue posteriormente publicada por el autor en su pagina personal®.

Thttp://people.math.sc.edu/schep/Radon-update.pdf


http://people.math.sc.edu/schep/Radon-update.pdf

Capitulo 9

Cambio de Variable

9.1. Cambios de variable abstractos

Si (X, Mx,p) un espacio de medida es un espacio de medida, y T : X — Y es una funcién,
podemos usar T' para definir una medida en Y de la siguiente manera:

My ={ECY T YE)ec Mx}
v(E) = w(T~Y(E)) para E € My

Entonces (Y, My, v) resulta un nuevo espacio de medida. v = T#p se denomina la medida empu-
jada hacia adelante de p por T (en inglés push-forward).

Proposicién 9.1.1 En la situacién anterior, f € L*(v,Y) si y sélo si foT € LY(X,u) y se tiene
que:

/Y f(y) du(y) = /X F(T(@)) dyz)

9.2. Cambios de variable lineales

Teorema 9.2.1 Sea A : R — R? una transformacion lineal. Entonces si E C R? es medible, A(E)
es medible y se tiene que:

m(A(E)) = [det(A)| - m(E)

Para la prueba de este teorema, ver [FZ96] (teorema 6.2).

9.3. Imagen de un conjunto de medida nula por una funcion
diferenciable

Lema 9.3.1 Sean U,V abiertos en R y f : U — V una funcién lipschitziana, es decir tal que

[f(z) = f(y)l < Lz —y|  para todox,y €U

154
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Entoces si E C U es un conjunto de medida nula (Lebesgue), f(E) también lo es.

Demostracion: Como E tiene medida nula, dado € > 0 existe un abierto E C G C U, tal que
m(G) < e. Usando la descomposicién de Whitney, podemos escribir a G como unién numerable de
cubos {Q,} no rampantes (o sea: con interiores disjuntos).

G=J@n
Sea x,, es centro del cubo @, y [, la longitud de su lado. Entonces

Se deduce que -
f(@n) € B (f(zn), Lv/n2ly)
Entonces:
m(f(Qn)) < ca (Lv/n2l,)" = &l = cam(Qn)

Por lo tanto
m(f(G) <Y m(f(Qn) <Y m(f(Qn)) <Y cam(@n) = cam(G)
y entonces:

m(f(E)) <m(f(G)) < cas
Como £ > 0 es arbitrario deducimos que m(f(E)) = 0. O

Lema 9.3.2 Sean U,V abiertos en R y f : U — V una funcién de clase C'. Entoces si E C U es
un conjunto de medida nula (Lebesgue), f(E) también lo es.

Demostracion: Usando la propiedad de Lindel6f, podemos escribir a U como una unién numerable

de bolas
U=|JBn

tales que B,, C U. Entonces

f(B)={JF(ENB,)

n

Cada . B,, es un compacto convexo, entonces el teorema del valor medio implica que f es lipschitziana
en B,. Por lo tanto, por el lema anterior m(f(E N B,)) = 0. Por la o-subaditividad de la medida
de Lebesgue, deducimos que m(f(E)) = 0. O

9.4. Enunciado del teorema de cambio de variable

Definicién 9.4.1 Sean U,V C R® dos abiertos. Una funcién g : U — V se dice un difeomorfismo
si es de clase C", biyectiva y su inversa g~ : V — U también es de clase C'.
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Teorema 9.4.2 Sean U,V C R? dos abiertos acotados. Sig: U — V es un difeormorfimo, entonces
para toda f € L*(V) se tiene que

/ﬂw@:/fmmwmmMz
\% U

Jg(x) = det Dg(x)
denota el Jacobiano de g y f(g(z)) |Jg(z)| € LY(U).

donde

En este enuciado las integrales se toman respecto a la medida de Lebesgue en R? que notaremos m.

Observacion 9.4.3 Para demostrar el teorema, es suficiente probar que:

/f dy</f z)| dz (9.1)

1 1

ya que g~ : V. — U también es un difeomorfismo, y entonces aplicando esta desigualdad con g~
en lugar de g:

/f Ug|m</f m¢MfMNUf%mM:Lﬂwd
Pero

[ Tglg™ W) - 1Tg~ ()| =1

por la regla para derivar una funcion inversa. Deducimos que también vale la desigualdad opuesta:

/f Ug|m</f

y entonces se cumple la igualdad. Notemos que este argumento requiere que U sea acotado (ya que
en la demostracion de (9.1) utilizaremos que V' es acotado, y aqui estamos intercambiando los roles
deU y V.

9.5. Idea basica de la prueba

Definimos una nueva medida en la o-algebra M formada por los subconjuntos medibles de U
mediante

A(E) = m(g(E))

Lo primero que debemos ver es que A estd bien definida. Para ello argumentamos como sigue:
Como g~! es continua, g(U) es abierto si U es abierto. Por otro lado,

A={E C E:g(F) es boreliano}

es una o-algebra. Se deduce que si B C U es boleriano g(B), también lo es (ya que A contiene a
los borelianos). Ademés por el lema 9.3.2, si N C U tiene medida nula, g(N) también.
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Pero cada conjunto medible E C U medible se puede escribir como £ = BUN con B de clase F,
(en particular boreliano) y N de medida nula, entonces g(E) = g(B) U g(N) (por ser g biyectiva).
Resulta que si E es medible, g(F) también lo es.

Esto prueba que A\ estd bien definida. Notamos también que A es finita pues suponemos V'
acotado, A = m#tg~ !, entonces

f(x) dy = f(g(x)) dx
por la proposiciéon 9.1.1.

Ademés por el lema 9.3.2, A es absolutamente continua respecto a la de Lebesgue. Entonces,
por el teorema de Radon-Nikodym va a existir una funcién h € L'(U) tal que

AME) = / h(z) dz para todo E € My
E

Se deduce que:
[ f@dy= [ flo(a)) hia)da
U 1%
Nos queda determinar quien es h. Por el teorema de diferenciacion de Lebesgue:

- AB(z, 7))
hz) = 71“1—% m(B(z,r))

en casi todo punto.
Luego para demostrar el teorema, es suficiente demostrar que:

i sup MU Blzo.1))

0 m(B(.’Eo,T')) < |Jf(l‘0)|

en cada punto xg € U.

9.6. Reduccion al caso en que la diferencial es la identidad

Fijemos un punto x¢ € U, llamemos yo = f(xg) y A = Df(xo). Entonces cerca de zy f puede
aproximarse por la transformacién afin

T(z)=yo+A-(z— o)

en el sentido de que:
f(z) =T(z) + of|x — ol)

La inversa de T es
T (y) = o + A~ (y — vo)
Consideremos k : U — T—1(V) dada por

k=T'of=f=Tok
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entonces
k(o) = T (f(x0)) = T~ (y0) = xo
mientras que por la regla de la cadena,
Dk(zo) = D(T V) (yo) o Df(xo) = AL o A=1d
Por otra parte, usando el teorema sobre cambios lineales de varible, obtenemos que:
A(B(z,r)) =m(f(B(z,r))) = m(T(k(B(z,r))) = | f(z)| - m(k(B(z,7))
por lo tanto el teorema se reduce a probar la siguiente afirmacién:

Lema 9.6.1 Supongamos que k es un difeomorfismo en un entono de xy, que k(xg) = xo y
Dk(xzg) = Id. Entonces
k(B
limsup TEBE0T))
r—0  m(B(zo,r))

9.7. Terminamos la prueba

Notamos que como k(zg) = xg y Dk(xg) = Id:
k(x) =x + o(Jlx — x0|)
Entonces dado € > 0, existe d tal que si | — xg| < 6,
|k(x) — x| < |z — x0]
y en particular:
|k(z) — zo| < |k(z) — 2|+ |z — 20| < (14 €)|x — 20
Con lo que si r < 6,
k(B(CEOaT)) C B(an (1 + 6)7’)
Luego tomando medida:
m(k(B(xo,7))) < m(B(zo, (1 +&)r)) = ca(l +e)%r?
mientras que
m(B(xg,r)) = car®

Luego
m(k(B(xo,)) a
m(Blro.r) ~ 7

Por lo que deducimos que:
B
i sup EB @)
r—0 m(B(zo,r))

como afirmamos.

Notas y comentarios sobre este capitulo

Nuestra prueba estd inspirada en [Rud87] (teorema 8.26). Es posible probar el teorema de cambio de
variable sin recurrir al teorema de Radén-Nikodym (ver [FZ96], capitulo IV). Otra prueba interesante es
dada en [Net11] (usando las técnicas del capitulo 7).



Apéndice A

Notaciones

cxmeR

Recta real extendida (= RU {400, —00})

Espacio euclideo d-dimensional

La clase de los conjuntos elementales

La clase de los conjuntos que tienen medida exterior finita
La clase de los conjuntos medibles Lebesgue

La clase de los conjuntos finitamentes medibles

Medida de Lebesgue de A

Medida exterior de Lebesgue de A

conjunto de diferencias de E (definicién 1.14.1)

funcién caracteristica del conjunto A

integral de la funcién f sobre el espacio €2 con respecto a la medida g
funcién maximal de Hardy-Littlewood (seccién 6.2)
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Apéndice B

El Conjunto de Cantor y la
funcién de Cantor Lebesgue

En este apéndice, recordamos la contrucciéon del conjunto de Cantor y la funcién de Cantor-
Lebesgue!. Estos objetos (y sus variantes), se utilizan frecuentemente a lo largo de la materia para
construir contraejemplos.

B.1. EIl Conjunto de Cantor

Consideramos las transformaciones afines 71,75 : [0,1] — [0, 1]

1 1 2
Ti(z) = 3% Ty(z) = 3T T3

Definimos una sucesién de conjuntos F;, C [0,1] por induccién
FO = [07 1], Fn = Tl(anl) U TQ(anl) (n Z 1)

y definimos el conjunto ternario de Cantor como

o Ar
n=1

Ejercicio:
(a) Describir geométricamente cémo es F,.

(b) Probar que C es un compacto, y C' = T1(C) UTz(C) (Esta tltima propiedad suele expresarse
diciendo que C es auto-similar).

(¢) Probar que para cada ¢ > 0 es posible cubrir a C' con finitos intervalos tales que sus longitudes
suman menos que €.

Lo que sigue son ejercicios de la practica 0 de la materia. Se incluyen aqui para hacer este apunte autocontenido.

160
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Figura B.1: Construccién del conjunto de Cantor

(d) Probar que un ntmero real x € [0, 1] pertenece a C' si y sélo si admite un desarrollo en base

3 de la forma -

dy
T = Zg—n donde d,, = 0od,, = 2 para cada n

n=1

(e) Probar que C tiene cardinal ¢ (el cadinal de R).

B.2. La funcién de Cantor-Lebesgue

Similarmente definimos inductivamente una sucesién de funciones f, : [0,1] — R de la siguiente
manera
fo(z) = x para todo x € [0, 1]

1 faa(3z)  size[0,1/3)

Jn(z) = six€[1/3,2/3] Ppara todon > 1

1
2

L fac1(3z —2) + 1 siz € (2/3,1]
Ejercicio: Demostrar las siguientes afirmaciones:

(a) fn(0) =0, fn(1)=1y f, es continua y mondtona creciente para todo n € N.

() |fu(2) = fa1(2)| < 5 para todo n € N.

2"L
(¢) fn converge uniformemente en [0, 1] hacia una funcién continua f : [0, 1] — [0, 1] que llamamos
la funcidn de Cantor-Lebesgue (también conocida como la escalera del Diablo).

(d) f es mondtona creciente, f(0) =0, f(1) = 1.

(e) f es constante en cada componente conexa del complemento del ternario de Cantor (;Cémo
es geométricamente este conjunto?)

La propiedad de auto-similaridad que poseen el conjunto de Cantor y la funcién de Cantor-
Lebesgue es tipica de muchos objetos estudiados en la geometria fractal. Ver [Bar14] para construc-
ciones mas generales y otros ejemplos.
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Figura B.2: Construccién de la funciéon de Cantor-Lebesgue

Gréfico de fo Gréfico de fi Gréfico de f
10 10
08 08
06 06
04 04
02 02
00 00
-2 00 02 04 06 08 10 12 02 00 02 04 06 08 10 12 -2 00 02 04 06 08 10 12
Gréfico de f3 Gréfico de fy Gréfico de fs
10 10
08 08
06 06
04 04
02 02
00 00
-2 00 02 04 06 08 10 12 -02 00 02 04 06 08 10 12 -2 00 02 04 06 08 10 12
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Apéndice C

Otra prueba del teorema de
Radon-Nikodym

En este apéndice expondremos otra demostraciéon del teorema de Radon-Nikodym (teorema
8.3.2). Dicha demostracion se basa en el teorema de representacion de Riesz para funcionales lineales
sobre un espacio de Hilbert. Se debe a John Von Neuman[VN40] (lemma 3.2.3, pag. 127). Seguimos
esencialmente la exposicién de Rudin [Rud87].

Esta demostracion fue la que di en las cursadas 2007 y en 2009 (y fue la que yo vi cuando cursé
la materia con N. Fava). Sin embargo, en la cursada de 2017 opté por dar una prueba diferente, que
creo que es mas transparente, y mas relacionada con los temas de analisis real. En cambio, espacios
de Hilbert es un tema maéas propio de analisis funcional. Por dicha razén, expondremos también los
pre-requisitos necesarios sobre este tema. Para mas informacién sobre el mismo, pueden consultar

[RSN90).

C.1. El espacio L? - Espacios de Hilbert

Entre los espacios LP se destaca de modo especial el L? ya que su norma proviene de un producto
escalar:

Definicién C.1.1 Si f,g € L*(E, i) entonces definimos el producto escalar o producto interno de
f por g mediante:

<f,g>=/Ef-§du

donde § significa la funcién conjugada de g (Para cada x, g(x) = g(z), donde la barra indica el
complejo conjugado)

Si en la desigualdad de Holder tomamos p = 2 = p’ = 2 y resulta:
1/2 1/2
Lurgians ([ iria) ([lo@ia) =17l 1ol
E E E
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luego si f, g estdn en L? entonces f - g es integrable ((f, g) estd bien definido), y

(<l Fll2-[1g 2

(Desigualdad de Cauchy-Schwarz).

Propiedades del producto interno
H1) (f+g,h) ={f,9) + (g,h) (X f,h) =X-{(f,g) (Linealidad en el primer argumento))

H2) (f,9) = (9, )
H3) (f,f) >0 vy {(f,f) =0« f =0 (Recordamos f = 0 significa f(z) = 0 en casi todo punto)

Un espacio vectorial H sobre los nimeros complejos en el que estd definido un producto
interno (o escalar) que satisface las propiedades H1)H2) y H3) se llama un espacio con
producto interno (o escalar) o espacio pre-Hilbertiano.

En cualquier espacio con producto interno valen:

1.

(f,0) = (0, f) =0 para todo f
2. -
3.

En cualquier espacio con producto interno H se define:

I f 1= VAL 1)

Se verfica por 3) que || f ||> 0 para todo f € Hy que || f ||= 0 si y sélo si f = 0.Esto hace
de Hun espacio normado, y en particular un espacio métrico ( definiendo la distancia por

d(f,g)=If-gl)

Si el espacio H es un espacio métrico completo, diremos que es un espacio de Hilbert. Por ejemplo,
L? es un espacio de Hilbert. En lugar de estudiar el espacio L%, vamos a estudiar un espacio de
Hilbert H cualquiera.

Proposicién C.1.2 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) En cualquier espacio con producto in-
terno se tiene:

(L 1< AN ITgll

( Para L? es un caso particular de la desigualdad de Hélder)

Demostracion: Si g = 0 entonces (f, g) = 0, y la desigualdad es trivial. Supongamos pues g # 0

0<| fHX-gIP=(f+X g, f+ g ={f, f+X-9)+Xg, f+)Ig) =
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Pongamos;
A= _<fvg>
gl
de modo que:
X — _<g7 f>
gl
Resulta:
o< s -]

y como (f, g) - (g, f) =[ (f, ) |, resulta multiplicando por || g ||* :

0<fIPlgl?=1(f9)
Por lo tanto

REAN A

y tomando raiz cuadrada obtenemos lo que queremos.

Proposicion C.1.3 En cualquier espacio con producto interno valen:

i)
[A-FA=IAT-IF
I f+gl<llfl+1gl
[flIz0y | fll=0& f=0
Demostraciéon:

IX-FIP= O f X=X XEH = AP FIP

Tomando raiz cuadrada obtenemos 1)

I f+gllP=(f+g.f+9 =+ 9+ g+ {9

Notemos que

(£:9) (9, f) = {f,9) + (f,9) = 2 Re(f, 9)
(donde Re significa: parte real)

I £ +g =l £ I* +2Re(f, 9)+ || g II*

Utilizamos ahora la desigualdad Re(z) <| z | para obtener:

If+glP<If 1242 [ (o) [+ gl

Y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

O FIP+2 01 -Nglh+lglP=UfI+1gl)?
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Tomando raiz cuadrada obtenemos i)
ii) es simplemente otra forma de escribir la condicién 3) de la definicién. O

Esta proposiciéon prueba que un espacio con producto interno es un espacio normado.
Proposicién C.1.4 (Teorema de continuidad) Si f — fn, gn — g ¥ A\ — X entonces:
i) fatgn— [ty
i) Ap - fn Ao f
iti) (fn,gn) = (f,9)
w) || fu =1 1l

(Esto es: en un espacio con producto interno la suma,el producto por escalares y el producto interno
son continuos)

Demostracion: i):
I (fntgn) =+ I<Nfa=Ffll+19—gl
Cuando n — oo tenemos que || fr, — f | 0y || gn — g ||[— 0 por hipétesis, luego:

| (fn+9n) = (f+9) =0

O sea:
Jntgn—f+g

ii):
H )‘n'fn*)"fH:”An'(fn*f)+(>‘n*>‘)'f”

H)‘n'fn_)"fH:H ()‘n_)‘>'(fn_f)+)"(fn_f)+()‘n_)‘)'fH
Por lo tanto,
[An o= A fUSI A=A o = F A o= F A+ T A=A £l
Cuando n — oo, || fn — f |2 0y | An — A |— 0 por hipétesis, luego
H)‘n'fn_)"fll_>0
Es decir: A, - fr, = A f.
iii):
| (fasgn) = (F,9) 1= (fo = Fr9n = 9) + (fr9n — 9) + (fa — [, 9) |

| (frsgn) = F ) IS (= Fogn =) |+ 1 {frgn —9) | + | {fu = f.9) |
Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

| frrgn) = L) IS = F -l gn =g I+ 07N gn =gl + 1= f I g
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cuandon — oo || fu = f [= 0y || gn — g [|= 0, luego | (fn,gn) — (f,9) =0
Esto significa que (fy, gn) = (f, 9).

iv): Aaplicamos #i¢) con g, = f, entonces

I fu IP=11 £ 112

luego

(A W

C.2. Teorema de la Perpendicular

Definicién C.2.1 Sea H un espacio con producto interno. Diremos que dos vectores f,g € H son
ortogonales y escribiremos f 1L g si (f,g) =0. Sea S C H, definimos S* por:

St ={ve H:(v,s) =0 para todo s € S}
Observacién C.2.2 St es un subespacio vectorial cerrado de H.

Demostracién: 0 € S+ pues (0,s) = 0 para todo s € S.
Si f,g € S+ entonces para cualquier s € S tenemos

(f+9,8)=(f.s)+(g,5) =0
luego f +g € S+
Si f € S+ y A€ C, entonces para todo s € S:
- fos) = A (fr5) =0

luego A - f € S+
Finalmente, si f,, es una sucesién de vectores de S+ y f,, — f tenemos para s € S, (f,,,s) =0
y por la proposicién C.1.4 (f,s) =0 luego f € S+. O

Proposicién C.2.3 (Identidad del paralelogramo) En un espacio con producto interno se tie-
ne:

If+glP+1f—glP=211FIIP+2 1 g I (C.1)

geométricamente: La suma de los cuadrados de las diagonales de un palalelogramo es la suma de
los cuadrados de sus lados.

Demostracién: Es inmediata:
I f+glP=(f+9.f+9)

I f+gllP= () + 9+ g+ {99
I f+gIIP=1If1?+2Re(f,9) + llgl® (C.2)

Si cambiamos g por —g, se obtiene que

If =g = 1/1* — 2 Re(f, g) + llgll”
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Y sumando estas relaciones se obtiene la identidad del enunciado. O

Notas: 1) se puede probar que si en un espacio normado vale la identidad del paralelogramo la
norma proviene de un producto escalar.

2) Se puede usar para probar que en los LP(R™) con p # 2 la norma no proviene de un producto
escalar ( Tomar por ejemplo f= funcién caracteristica del intervalor [0,1/2] y g la del intervalo

[1/2,1])

Recordamos que un subconjunto C' de un espacio vectorial es convexo si dados z,y € C, el
segmento que los une estd contenido en C, es decir si (1 — A)x + Ay € C, para todo A € [0, 1].

Teorema C.2.4 Sea C C H un conjunto convexo cerrado, y h € H. Entonces existe un vector
fo € C, que realiza la distancia de h a C, es decir tal que

[fo = hl = d(h,C) = mf{|| h = f|: f € C}

Demostracién: Sea d = d(h,C). En virtud de la definicién de infimo, existe una sucesiéon (f,) de
puntos de F tales que || h — f,, ||= d. (Una tal sucesi6n se llama una sucesién minimizante).
Escribiremos

Ik — fn| =d+ 6, donde 6, — 0

Vamos a probar que (f,,) es una sucesién de Cauchy: Por la identidad del paralelogramo (C.1)
fm_h

con f = % y g = “%5— tenemos que:

2 2

fn t fm
2

fn_fm

2

fn_h

—h 5

2 2
—| +2]

+\

fm_h
2

Pero como C es convexo, % € C, en consecuencia:

1 5 1 o 1 2 9 1 9, 1 2 2
— — < — _ — — — — — — —
=l € S = BIP = BIP = = S(a4 82 4 (46,02 —d

2
> d

Snt fm
2

—h

Por lo tanto,

Cuando n,m — oo, se deduce que || fr, — fm|| = 0, es decir que (f,,) es de Cauchy. Entonces, como
H es completo, (f,) convergerd a algtin vector fo € H. Y como C es cerrado, y f,, € C para todo
n, fo € C. Y por la continuidad de la norma, ||f, — h| = d.

O

Teorema C.2.5 (de la perpendicular) Sea H un espacio de Hilbert. Sea F un subespacio vec-
torial cerrado de H entonces H = F & F*

(Geometricamente: por un punto exterior al subespacio F' pasa una séla perpendicular a F)

Demostracion: Sea h € H. Notamos que un subespacio es en particular un conjunto convexo.
Luego por el teorema anterior, existe un vector fo € F' que realiza la distancia d = d(h, F).
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Vamos a probar que h— f € F+. Para ello, tomemos cualquier g € F, y consideremos la funcién
de la variable real t,

P(t) = [lh = (fo + tg)lI”
Desarrolldndola de acuerdo a (C.2), vemos que P(t) es un polinomio cuadrético:
P(t) = |k — fol® + 2t Re(h — fo,g) + £*|lg]®

Observamos que fo + tg € F, por ser F un subespacio. Luego, P(t) > d = P(0). Es decir P(¢)
tiene en ¢ = 0 un minimo. Luego P’(0) = 0, es decir:

Re(h — fo,g) =0V g e F* (C.3)

En el caso de un espacio de Hilbert real, esto prueba que h — f € F*. En el caso complejo,
notamos que si g € F', ig € F por ser F' un subespacio luego:

Re(h — fo,ig) =0V g € F*

O sea:
Re(—i)(h — fo,g9) =0V g€ F*

En consecuencia:
Im(h — fo,9) =0V g€ F*

y teniendo en cuenta (C.3),
(h—fo,9) =0V geF*

Es decir que h — fy € F*.

En consecuencia, hemos podido escribir a cualquier vector h € H en la forma h = fo+ (h— fy),
donde fy € F y h— fy € F-. Es decir que: H = F + F*.

Si f € FNF*, entonces (f, f) =0, luego f = 0. Es decir F N F+ = {0}.

Por algebra lineal, sabemos que entonces H = F @ F+ O

C.3. Funcionales Lineales Continuas en un espacio de Hil-
bert

Definicién C.3.1 Una funcional lineal en el espacio de Hilbert H una funcion v : H — C que
satisface
’Y()\l . hl —+ A- hg) = )\1 . ’Y(hl) + )\2 . ’y(hQ)

Recordamos que si v es continua, entonces existe una constante C' tal que
[y(R) [SC A
La minima constante C' posible se llama la norma de 7 y se nota || v ||.

Ejemplo: Sea f € H fijo. Entonces definamos

v¢(h) = (h, f) para todo h € H.
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Entonces 7 es una funcional lineal continua, ya que por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos
que:

[y ()< AL - MRl
Ademas se tiene ||v¢|| < ||f]l. Pero eligiendo h = H—ffu, vemos que en realidad:
sl = 111

Teorema C.3.2 (Teorema de representacion de Riesz) Si~y: H — C es una funcional lineal
continuaen un espacio de Hilbert H entonces existe un unico vector f € H tal que para todo
h € Hvy(h) = (h, f). Es decir: v =7y, para algin f € H.

Demostracién: Probaremos primero la existencia de f. Sea
N = Nu(y) = {h € H :4(h) = 0} = v~*({0})
Como 7 eslineal y continua, N es un subespacio vectorial cerrado. Entonces,
H=N&N*.

Si Nt = {0}, entonces N = H = Tomamos f = 0, y listo (7 es identicamente nula).
Si Nt #£{0},sea g€ N+t con | g|=1.(Sij€ Ny j+#0tomamosg=73/|7])
Sea h € H cualquiera, veamos que v(h) - g —v(g) - h € N:

v (v(h) - g =(g) - h) =~(h) -v(g) —~(g) - 7(h) =0
Como g € N+, tendremos:
(v(h) -9 =~(g) - h,g) =0
(v(h)-g,9) — (v(9)-h,g) =0
O sea:
v(h) - (g,9) = (v(g) - hyg) =0
Como (g, g) =| g ||*=1 se tiene

Podemos escribirlo como

v(h) = (h,7(9) - 9)
Llamemos f = 7(g) - g entonces f es el vector buscado.
Veamos que f es tnico. Si para todo h € H fuera:

<h’fl> = <h’f2>
seria:
<h7 fl - f2> =0
En particular:
(fi—=fufi—fo) =l i—f2|P=0

Por lo tanto, fi — fo = 0= f1 = f2. Esto termina la demostracion. Il
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C.4. Otra prueba del Teorema de Lebesgue - Radon - Ni-
kodym
En esta seccién expondremos la otra demostracion anunciada del teorema de Radon-Nikodym
(teorema 8.3.2).
Recordamos que basta efectuar la demostracién en el caso especial en que tanto A como p son

medidas no negativas y finitas. Por lo tanto, supondremos que estamos en ese caso.
Definamos una nueva medida p poniendo

p(E) = XE) +u(E) (EeM)

Lf@zéf&+éf@ (C.4)

(Lo probamos primero para funciones simples y usamos el teorema de la convergencia mondtona).

Tenemos en particular
[1tdo= [ 1f1ax+ [ 11 du
Q Q Q

Si f > 0 entonces:

En consecuencia:

por lo tanto L!(p) C L*(\), v
luego L'(p) € L' (i). de modo que

y (C.4) vale si f € L(p).
Observacién: Como p(2) < +oo = L?(p) C L*(p).

Definamos una funcional lineal v : L?(p) — C poniendo
A= [ rar
Q
Si feL%p)= feLYp)= f € L'()\) es una funcional lineal y continua
Nl [1fax< [ildo= [ 111 < p@ 2 | £ e,

(Por la desigualdad de Holder con p = p’ = 1/2) donde

1/2
. (]erzdp)

Como L?(p) es un espacio de Hilbert v(f) = (f,g) donde g € L?(p) es fija para toda f € L%(p)
por el teorema de representacion de Riesz. Esto significa que:

If
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/fdk=/fg dp € I2(p) (C.5)
Q Q

Suponiendo que p(E) > 0, elegimos f = xg. Como p(Q2) < 400 = f € L?(p)
AE) 1
ANE :/gdp:>0§—:—/gdp§1
=1 oB) " B J

(A(E)/p(E) es real y no negativo pues A, u lo son, u(E)/p(E) <1 pues u(E) < p(E) )

Aplicando el lema 8.4.1' a F =[0,1] = {x € R: 0 <z < 1} (que es un conjunto cerrado de C)
tenemos que g(x) € F para casi todo z (respecto de p ). Como cambiar una funcién en un conjunto
de medida nula no cambia su integral podemos suponer g(z) € [0, 1] para todo = € Q.

Como p = A+ p, (C.5) significa que:

/Qfd)\:/ﬂfogdAJr/Qf.gd,u

[ a-girx=[ rgauvserp (C.6)
Q Q

Resulta pues natural, partir 2 en los conjuntos:

En consecuencia,

A={zecQ:0<g(x)<1}, S={recQ:g(x)=1}
pues en S el factor 1 — g de la férmula precedente se anula. Consideramos entonces las medidas
A(E)=MENA), X(E)=XENS)
de modo que tenemos la descomposicién
A=A+ A

Es claro que Ay C S. Vamos a probar u(S) = 0 de modo que A\ L u. Para verlo, en (C.6) elegimos
f = xs, entonces obtenemos

OZ/XS'(l_Q)d)\:/XS'gd,U:/i(S) puesen Sg=1yl—-g=0
Q Q

Por otra parte si en (C.6), elegimos f = (1+g+¢?+...+¢") - xg (que es una funcién acotada, y
por lo tanto pertenece a L?(p), obtenemos:

/1—g"+1d)\=/g-(1+g+92+...+g")du
E E

En S el integrando de la primera integral vale 0

/ 1—g"+1d)\:/g~(1+g+gg+...+g”)d,u
ENA E

INotemos que este lema no depende del teorema de Radon-Nikodym.
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Hagamos que que n — oo, 1 — g"*! tiende a 1 en forma creciente (en 4, 0<g<1),yg-(1+g+
g®+ ...+ g") tiende en forma creciente hacia

h=1+g+g¢*+...+g"+...

(Serie geométrica convergente). Del teorema de convergencia mondtona resulta entonces que:

/ hﬂzi/hdu
ENA E

No(E) = /Eh dp

donde como [, hdp = A(A) < M) que es finita por hipétesis, se deduce que h es integrable
respecto de p, y si u(E) = 0= A\ (E) = 0 (Es decir que )\, es absoltamente continua.) luego:

Es decir:

Mm:éh@+&w)

como queriamos demostrar.



Apéndice D

El Dual del Espacio L*

En este apéndice caracterizaremos el dual del espacio LP de un espacio de medida utilizando el
teorema de Radon-Nikodym.

Si B es un espacio de Banach sobre K =R o K = C, su espacio dual B* se define como
B* ={l: B — K lineales y continuas}
Es un espacio de Banach con la norma
1l = sup{|i(H)] : f € B, [IfIl =1}

Un problema importante en el analisis funcional es caracterizar el dual de un espacio de Banach
dado.

Sea (E, M, u) un espacio de medida. Sea 1 < p < +oo, LP = LP(E, ) y sea q el exponente
conjugado de p, es decir: 1/p+1/q = 1.
Si g € L? pongamos para f € LP,

W= [ 19
E
Por la desigualdad de Hoélder tenemos que

[ g(D) I Ml 1 g llg

por lo tanto I, es una funcional lineal continua sobre L? y tenemos que

g 1<]l g llq

En el siguiente teorema consideraremos el L? real:

Teorema D.0.1 Si 1 < p < 400 y la medida p es o-finita entonces si l € (LP)* existe una dnica
g € LT tal quel =1,. Ademds || Iy ||=|| g ||q de modo que la correspondencia g — 1, es una isometria
entre (LP)* y L4

174
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Demostracién:
Etapa 1: Supongamos primero que p(E) < 4o00. Sea | € (L?)* y pongamos ¢ =|| [ ||.
Definamos una funcién ¢ : M — R en los conjuntos medibles A C F por

P(A) =1U(xa)

(donde x4 es la funcién caracteristica de A)
Notemos que ¢ es finita, de hecho:

| p(A) |< e || xa llp=c- p(A)/P

Claramente ¢ es finitamente aditiva: si AN B =0 = xaun = x4 + x5 luego
(AU B) =l(xa + xB) =l(xa) +1(xB) = ¢(A) + ¢(B)
¢(0) =1(0)=0

Afirmamos que ¢ es o-aditiva si

o0
A= U Aj con los A disjuntos
k=1

escribamos A = A’U A" con A’ =, Ar y A" = U1 Ar entonces
BA) = BA) + 6(A7) = 3 6(dy) + H(A”)
k=1

Tenemos que p(A) = > "7, u(Ax). Y como p(A) < +oco esta serie converge =

oo

w(A”) = Z w(Ag) — 0 cuando m — 400
k=m+1

Como
| (A”) |< eu(A”)YP = $(A”) = 0 cuando m — +oo

Por lo tanto, ¢(A) = Y 7, ¢(Ax) = ¢ es o-aditiva
Por lo tanto ¢ es una medida finita y como | ¢(A) |<= cu(A)'/? deducimos que ¢ es absoluta-
mente continua respecto ap

Entonces, por el teorema de Radon-Nikodym existe una g € L*(E, 1) tal que

o(4) = [ gau

para cada conjunto medible A C F.
Esto significa que

l(xa) = /EXA g du
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En consecuencia, por linealidad,
1I(f) = / frgdu
E

para cada funcién simple medible f.
Etapa 2: Para mostrar que la misma férmula vale para cada f € LP veamos que g € L%y
g llo<c
Si p > 1 elijamos funciones simples hj no negativas que tiendan en forma creciente a | g |4
Sean gy las funciones simples definidas por

gr = hi/? - sign g

Entonces Y
I gk o=l hx 11"
y tenemos
1
[ o gdu=tg) <l g ly=c: | 1 1"
E
Como

grg = W/" | g 1= /70" = /T =y
tenemos que

| By < /Egk.gdu <o he |7

Podemos suponer hy # 0 para k grande (porque sino g = 0 en casi todo punto y no habrfa nada
que probar)

Por lo tanto dividiendo ambos lados de la desigualdad por || hy ||1/ P tendremos
| ki [|1< ¢ pero por el teorema de la convergencia monétona (de Bepo Levi) tenemos que

g llg= /E | g " dp= h’m/Ethu =1lim || hy [|I< ¢

Esto prueba nuestra afirmacion si p > 1.
Cuando p = 1 queremos ver g € L>® y

19 llo<c

Sea € > 0 y y pongamos
M={zeFE:g(x)|>c+e}

Queremos ver u(M) =0
Sea h = signg - xa es una funcién simple

1) = [ hegau= [ Vglduz e+ uiin)
E M
pero por otra parte (k) < c || h ||1= cu(M). De modo que (c+¢) - u(M) < ¢ < pu(M)

Si fuera u(M) # 0 = c+ e < ¢ lo cual es absurdo. Por lo tanto (M) =0 =] g(z) |[< c+ e en
casi todo punto.
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Como ¢ es arbitrario, deducimos que
=g lle<c

Etapa 3: Para ver que I(f) = fEf - g du para cualquier f € LP, elijamos una sucesion de
funciones simples fj que converjan a f en norma p. (usando el hecho de que las funciones simples
de LP son densas en LP)

Entonces I(fi) = I(f) por ser | continua. Vamos a ver que

()= [ degdu [ 19
E E
En efecto, por la desigualdad de Holder tenemos que:
[ fadu= [ rogdul<lf= 11 101 du <l fi=f -l gl 0

cuando k — +o00. Esto prueba que [ = [,
Sabemos que

c=lTI=Mg I<]l g llq
vy que
g llg<e
por lo tanto tenemos
g llg=c

Esto muestra que la correspondencia T : LY — (LP)* dada por T'(g) = l 4 conserva la norma. Es
claro que es lineal y lo anterior muestra que es suryectiva
Es inyectiva pues

Iy —lg =1 T(9) = T(g") =1 T(g — ") 1=l 9 — 9" llq
por lo tanto si l; =l = g = ¢’ en casi todo punto.

Etapa 4: Consideremos ahora el caso en que u(F) = 400 pero p es o-finita, entonces podemos

escribir -
E= U E},
k=1
con
E1CE2C gEkCEkJrlg
donde

1(Er) < 400

Haremos la demostracién suponiendo que 1 < p < +o00. Notamos que LP(Ey) C LP(E) (dada
f € LP(Ey) la extendemos a E poniendo

f(z) =0 si z ¢ Ey)

La restriccién de laLP(E)) es una funcional lineal continua y por lo antes demostrado existe una
unica g, € LI(E)) tal que
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W)= [ f-grdu

Ey

para f € LP(E) que se anula fuera de E}.
Para una tal f como Ey C Ej41 tenemos:

)= [ formdp= [ f-gry1dp
Ek Ek

Esto implica que gr = gr+1 en casi todo punto de Ej. Podemos asumir g, = gx+1 en todo punto
de Ek.
Definamos g por g(x) = gx(x) si x € Ey. Entonces g es medible y

g HZZ/ |g|"dp = lim / |9%|? dp (por Bepo Levi) =

= lim |gr|*dp =
k

l P q
Jim [ | 4yoe |

lim
k—o00
pero

1oy ISI =g <] L]

(en particular g € LY(E) ).
Sifel?= f-xg, converge en L? a f pues

I toxm = fl= [ foxm =g du= [ irdu= [1ppau= [ 151

y cuando k — 400
[orsrans [
o E

por Bepo Levi. Sea fr = f - xg,. Por lo anterior

| fe = f 5= 0=1(fr) = U(f)
(por ser [ continua) Pero

lW(fr) = fk'gdeZ/fk'gdu
B E

Por la desigualdad de Holder f - g € L*.

Tenemos que
/fk~gdu—>/f~gdu
E E

pues | fx -9 |<| f-g |, y podemos aplicar el teorema de la convergencia mayorada. Por lo tanto,
haciendo que k — +00 tenemos que

l(f)=/Ef-gdu

Por la observacién previa, entonces
1< g llq
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de modo que
1=l gllq

y la prueba estd completa. O
Ejercicios
1. Completar la prueba si p = 1.

2. Extender el teorema al LP complejo. (Sil es una funcional lineal sobre el LP complejo su parte
realrestringida al LP real es una funcional sobre el LP real)

Nota: En cambio, el teorema D.0.1 no es cierto para p = oo. Para verlo, consideramos E = [0, 1]
(con la medida de Lebesgue). Sea C[0,1] C L0, 1] el subespacio de las funciones continuas.
Podemos definir una funcional lineal v : C[0,1] — K por v(f) = f(0). Por el teorema de Hanh-
Banach® « se puede extender a una funcional lineal continua 5 : L°°[0,1] — K. Si existiera g €
L0, 1] tal que 7 = I, esto significarfa en particular que:

£(0) = / F(@)g(e) do

para toda funcién continua g € C[0,1]. Elijamos ahora como f una de las aproximaciones de la
identidad K.(x — zp) que contruimos en el capitulo 7, donde podemos elegir K como una funcién
suave con integral 1 soportada en [—1,1]. Vemos que:

0= /0 K. (g — ) g(z) dz

para xg € (0,1) y € < |zo|. Pero extendiendo g a R por cero, y usando el teorema 7.7.2 deducimos
que g = 0 en casi todo punto. Esto sin embargo es una contradiccién, porque implicaria que y(f) =0
para toda f € C0,1]).

Ver por ejemplo [Rud87], teorema 5.16. Este teorema se ve en los cursos de anélisis funcional.
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