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Introduccidn

En esta clase, veremos cémo resolver un ejercicio consistente en probar una
afirmacién por induccién matemaética.

Como sabemos la induccién matemdtica, es un procedimiento para demostrar una
afirmacién (proposicién) que involucra un niimero natural.

La induccién matematica también nos permite definir sucesiones en forma
recursiva. Es decir, donde la definicién de cada término depende los anteriores. Un
ejemplo paradigmatico de ello es la sucesién de Fibonacci.
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Los niumeros de Fibonacci

Los nimeros de Fibonacci son un ejemplo de una sucesién definida por
recurrencia. Estdn definidos en la seccién 2.5.2 del apunte de la materia (de la
profesora Teresa Krick), por medio de la recurrencia

P =0
o= 1
Foia = F,+ Foy1 (para todo n € Np).

Sus primeros términos son:

Fo=0,Fi=1,F=1F=2F=3F=>5F=8/F =13, F =21

Fo = 34, Fip = 55, F11 = 89, Fip = 144, F13 = 233, Fis = 377, F15 = 610
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Bonus track: cdmo calculé la tabla anterior

Es extremadamente facil traducir la definicidn de una sucesidn definida

recursivamente en un programa en su lenguaje de programacién favorito (jel mio
es Python!) usando una llamada recursiva a una funcidn.

Programa para calcular los nimeros de Fibonacci en Python 3

def fibo(n):
if n==0:
return O
elif n==1:
return 1
else:
return fibo(n-1)+fibo(n-2)

Notamos que aqui hemos reescrito la recurrencia de los nimeros de Fibonacci
como

F,= F,_1+ Fh_» para todo n > 2
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El enunciado de nuestro ejercicio

Ahora enunciamos el teorema que vamos a demostrar por induccién. Fue
demostrado originalmente por Edouard Lucas en 1876, y se refiere a la suma de
los primeros n nimeros de Fibonacci.

G R = Frio — 1

Podriamos escribir esto de manera equivalente (mds precisa) utilizando la
notacién de sumatoria

Para todo n € N,

Z Fx=Fp2—1
k=1
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Recurrencia de la sumatoria

Antes de resolver nuestro ejercicio por induccién, serd conveniente trabajar un
poquito con la sucesién definida por la sumatoria que aparece en él. Por lo tanto
definamos una nueva sucesién S, por

Sn=)Y Fu

Consideremos ahora S,,11, Separando el lltimo término vemos que:

n+1 n
Spt1 = Z Fr = Z Fe | + Foi1 = Sn+ Foia
=il =]

Asi también pues S, puede ser definida recursivamente para n € N por

F1
= Sn+ Fn+1

—
v
+
=

\
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Bonus track 2: comprobando que la férmula es cierta (para

n en un rango dado)

Antes de intentar resolver nuestro ejercicio, es conveniente ensayar si la férmula es
correcta para algunos valores de n. En este ejemplo, esto se podria hacer a mano.

Pero en general una forma conveniente de hacerlo es mediante un pequefio
programita.

Para ello comenzamos traduciendo la definicién recursiva de S,:

Traduccién de la definicién recursiva de S, en Python 3

def s(n):
if n==1:
return fibo (1)
else:
return s(n-1)+fibo (n)
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Bonus track 3: comprobando que la férmula es cierta (para

n en un rango dado)

Ahora pueden escribir facilmente un programita que comprueba si la férmula que

nos proponen es correcta para n variando en un determinado rango mediante un
ciclo for:

Programita de comprobacién de la férmula en Python 3

def comprobar (n):
return S(n)== fibo(n+2)-1

for n in range(1,10):

print ("n=",n," comprobar(n)=",comprobar_suma(n))
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Bonus track 4: comprobando que la férmula es cierta (para

n en un rango dado)

La salida de este programa es

Salida del programa para comprobar que la férmula es cierta

n= 1 comprobar(n)= True
n= 2 comprobar(n)= True
n= 3 comprobar(n)= True
n= 4 comprobar(n)= True
n= 5 comprobar(n)= True
n= 6 comprobar(n)= True
n= 7 comprobar(n)= True
n= 8 comprobar(n)= True
n= 9 comprobar(n)= True

Por lo que vemos que la férmula es cierta para 0 < n < 9. jPero cémo la
comprobamos para todo n? jLos niimeros naturales son infinitos!
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Parte |

Alcanzando el infinito por pequefios pasos
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El Principio de induccién matemdtica

Es ahi donde entra la induccién matematica.

Tenemos una propiedad P(n) que depende de un niimero natural
neN=1{1,2,3,...}. Técnicamente se denomina una funcién proposicional de n
(tenemos una proposicién para cada n). Podemos formular entonces el

Principio de Inducciéon Matematica

Si P(1) es verdadera, y para todo n € N se verifica que
P(n) = P(n+1)

entonces P(n) es cierta para todo n € N.

En nuestro ejemplo

Sn: n+2_1
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El caso base de la inducciéon n =1

Comprobamos que la proposicién P(1) es cierta. Para ello sustituimos n por el
valor 1 en la férmula P(n).

5n = Fp42 — 1
Queda
S1=F2-1
o sea:
Si=FR-1

Como S5 =F =1y F3—1=2—1=1 esta afirmacién es verdadera.

Pablo L. De Napoli (DM- UBA ) Induccién Algebra | - Primer cuatrimestre de 2020



El paso inductivo

Ahora debemos probar que para todo n € N, P(n) = P(n+ 1). O sea en nuestro
caso

Sn — Fpny2 — 1= 5n+1 = F(n+1)+2 -1
o equivalentemente:
Sn: n+2_1:>5n+1:Fn+3_1

Para hacer esto suponemos que para cierto n, S, = F,.» — 1. Esto se denomina
hipétesis de induccién o hipétesis inductiva.
Usando la recurrencia para S, tenemos entonces que:

Sni1 =S+ Fot1
y usando la hipdtesis de induccién, tenemos que
5n+1:Fn+2_1+Fn+1
pero por la recurrencia que define los nimeros de Fibonacci
Fn+2+Fn+1:Fn+3
en consecuencia sustituyendo obtenemos la conclusién buscada:

5n+1 = Fn+3 -1
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Conclusién

Como hemos demostrado la afirmacién P(1), y para cada n € N hemos
demostrado que P(n) implica P(n+ 1), usando el principio de induccién
matematica, concluimos que P(n) es verdadera para todo n natural.

Esto conluye la resolucién de nuestro ejercicio.
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Otro problema con los nimeros de Fibonacci

Ahora les dejo otro problema interesante, de un tweet de un tweet de @gaussianos
(una cuenta de twitter dedicada a curiosidades matemdticas).

5 gaussianos v
>9 @gaussianos

Sea Fg el k-ésimo numero de Fibonacci. Entonces se
cumple que si un tridngulo rectangulo tiene por catetos
dos ndmeros de Fibonacci consecutivos, Fp, y Fy.q, SU
hipotenusa es la raiz cuadrada de otro nimero de
Fibonacci, exactamente del que esta en la posicion
2n+1

vV Font1

£y,

-

Fn+1

3:37p.m. - 11 abr. 2020 - Twitter Web App
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i Porqué es interesan

La afirmacidn del tweet es (usando el teorema de Pitdgoras) que para todo n € N,
F24+ F2i = Fanp
Pueden ver cémo demostrarlo por inducciéon en
http://nextlevelmaths.com/resources/wow/pythag_fibonacci/
Es mas sutil que lo que uno espera, porque hay que probar por induccién que
F2n:Fn(Fn71+Fn+1) A F2n+1:F3+1+F3

Aunque el tweet de @gaussianos sélo contiene la segunda afirmacién, jambas se
entrecruzan en el argumento inductivo!

Es un lindo ejemplo de que no siempre es tan facil demostrar afirmaciones por
induccién.

Pablo L. De Napoli (DM- UBA ) Induccién Algebra | - Primer cuatrimestre de 2020 16 /17


http://nextlevelmaths.com/resources/wow/pythag_fibonacci/

Bonus Track Final

El cédigo del programita en Python de esta clase lo pueden descargar de mi
repositorio de GitHub

https://github.com/pdenapo/programitas-algebral/blob/master/
Python/2020/fibo.py

Les dejo un pequefio ejercicio para terminar. ; Qué pasa si sumamos los niimeros
de Fibonacci de indice par? Tenemos otra férmula de Lucas

n
> Fau=Fap1 -1
k=1

El ejercicio consiste en hacer un programita para verificarla, y probarla por
induccién para todo n € N.

iSe animan a ver qué pasa sumando los de indice impar?

n

Z Fok—1

k=1
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