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Parte |

Polinomios cuadraticos
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El caso de polinomios cuadraticos

Consideremos un polinomio cuadratico
P(X) = aX? + bX + ¢ € C[X],
y llamemos a1, ap a sus raices. Entonces P admite la factorizacién:
P(X)=a(X — a1)(X — a2)
Si efectuamos el producto utilizando la propiedad distributiva, obtenemos:
P(X) = a(X? — (a1 4 a2)X + a1az)

Igualando los coeficientes, obtenemos las siguientes relaciones entre
coeficientes y raices:

b
S1=S1(a1, ) =1 +az = -3

So = S(a1, a2) == aqap =

51y S, se llaman las funciones simétricas elementales de las raices.
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Otras funciones simétricas

A partir de las funciones simétricas elementales podemos calcular otras
funciones simétricas de las raices como por ejemplo

C=Cla;,m) =a2+a3

ya que
512 = (al —|-a2)2 = a% + Oz% +2a1a2 = C+252

= C=52-25,
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El discriminante

Similarmente, consideremos la funcién simétrica de las raices dada por
D = D(ay1,a2) = (1 — a2)?
Tenemos que
D:a%—2a1a2+a§: C—252:53—452

y usando las relaciones entre las funciones simétricas elementales y los
coeficientes, encontramos que

b\? c b% — 4ac
o () -
a a a
El nimero A = b? — 4ac se conoce como el discriminante del polinomio P.
Notemos que P tendra una raiz doble si y sélo si A = 0.
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Férmulas para las raices

A partir de esto encontramos que

VA

o] —op = F——
a

Elegimos una de las raices cuadradas de A y podemos suponer que el
signo es +, intercambiando siné los nombres de a7 y ap. Y como

Si=a1+ax=——
a
Deducimos que

~b+VA _ —b-VA
:7’ 2:7

o 2a 2a
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Un ejemplo

Consideremos el polinomio X3 — 1 € C[X]. Se factoriza como
X3-1=(X-1)(X>+X+1)

Deducimos que las raices ciibicas primitivas de la unidad wy,w» son
exactamente las raices del polinomio cuadratico

P=X>+X+1

Deducimos que
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Algunas observaciones

@ La férmula para las raices se puede aplicar sobre cualquier cuerpo K
(no sélo los niimeros complejos) siempre que 2 =1+ 1 # 0 en el
cuerpo (para poder dividir por 2) y que A tenga una raiz cuadrada en
K (sino nuestra ecuacién cuadrética no tendra raices en K).

e Ejemplo: si K =R la ecuacién cuadratica X2 + X + 1 = 0 no tiene
raices porque A = —3 no tiene raices cuadradas reales (jes negativo!).
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Otros Ejemplo

La congruencia
X2+ X+1=0 (méd7)

tiene dos soluciones que podemos encontrar por el método anterior.
Para ello notamos que K = Z7 = Z/7Z es un cuerpo pues 7 es primo. Y
que 2 0 (mdd 7). El inverso multiplicativo de 2 médulo 7 es 4

2x4=1 (médT7)
Entonces A = —3 tiene una raiz cuadrada en K pues
22=4=-3 (mdd7)
(Se dice que —3 es un resto cuadratico médulo 7.) Entonces
a1=(-1+2)-4=4, a,=(-1-2)-4=-12=2 (méd 7)

son las soluciones de esta congruencia.
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Otros Ejemplo (2)

En cambio si miramos la misma congruencia médulo 5
X2 4+X+1=0 (mdd5)

no tiene soluciones.

De nuevo K = Zs = 7 /57 es un cuerpo pues 5 es primo. Y podemos
dividir por 2 pues 2 0 (méd 5) y 2 x 3=1 (mdd 5). Asi que la teoria
anterior es aplicable en este ejemplo.

Pero ahora A = —3 =2 (mdd 5) no tiene raices cuadradas en K pues

02=0,12=1,22=4,3=9=4,4°=1 (mdd 5)

Se dice que —3 es un no resto cuadratico médulo 5.
Concluimos que nuestra congruencia, no tiene soluciones.
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Parte Il

Relaciones entre coeficientes y raices en

general
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El caso de polinomios cibicos

P(X) = a3X® + aX? + a1 X + ap € C[X]
Llamemos o1, ap, a3 a sus raices, P admite la factorizacion:
P(X) = a3(X — a1)(X — a2)(X — a3)
Efectuando la distributiva tenemos que:
P(X)=a3(X3 — 51X? + S5,X — S3)

siendo

Si=a+a+ a3

So = o + aras + apas

53 = ajanas.

Igulando los coeficientes obtenemos que:

ap
51:_77 52: ) 53:_7
as as as
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.Y en general?

Podemos generalizar este hecho, para polinomios de grado arbitrario del
siguiente modo. Sea P € C[X] un polinomio de grado n

Za, (an #0)

y llamemos a a1, ap,...,ap, a sus n raices en C, donde repetimos cada
raiz tantas veces como indique su multiplicidad. Entonces, el polinomio P
admite la factorizacién:
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Las funciones simétricas elementales, caso general

Efectuamos ahora la distributiva. Para ello, notamos que el término en X*
en este producto se debe formar sumando todos los productos que se
obtienen eligiendo el término “X" en k de los factores, y el término “—q;
en n — k de los factores. Es decir que el coeficiente de X* debe ser:

(_1)nik5n—k

donde notamos por Sk a la suma de todas los productos que se puedan
formar considerando k de las n raices aq, an, ..., a,. Es decir que:

Skzsk(al,ag,...,an): E a,-la,-z-ua,-k

i17i2""’ik

donde 1 < i1, i, ..., 0k < n, vy los indices i1, o, ..., i, son todos distintos.
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Las funciones simétricas elementales, caso general(2)

Por ejemplo:
Sp= o100 ... a,

es el producto de todas las raices.
Si=a1tax+...+ap

es la suma de todas las raices. Y

52 = Z a,-aj

i<j

es la suma de todos los posibles productos de dos de las raices.

Las funciones Sk son polinomios en varias variables (de grado k), en las
variables a1, ap, ..., . Y tienen la propiedad de que su valor no cambia
si permutamos en cualquier orden las raices (son polinomios simétricos).
Reciben el nombre de funciones simétricas elementales.
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Formula General

n
= P(X)=ap ) (~1)"* S, kX"
k=0
de donde, igualando los coeficiente, obtenemos la siguiente férmula que
relaciona los coeficientes del polinomio P con las funciones simétricas
elementales de sus raices:

Teorema

_k 9k
Sn— — (—1)" k €K
k= (-1) o

En particular para la suma de las raices tenemos (tomando k = n — 1) que:
dn—1
90

Si=artax+...+a,=—

y para el producto (tomando k = 0) que:

a
Sh=a1-ax o, = (71)"—0
an
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Ejemplo: el binomio de Newton

Notemos que (por su definicién) hay exactamente (Z) términos en la suma
Sk. Si tomamos como P el polinomio

P=(X—-a)"

(Es decir elegimos las n raices iguales a «), tendremos que:

Sk = (Z) aX

y como a, = 1 la férmula nos da que:
" /n
(X o a)n _ Z <k) (_l)n—kan—ka
k=0

Es decir, que se obtiene como caso particular la férmula del binomio de
Newton.
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Aplicacién a las raices de la unidad

Si aplicamos estos resultados al polinomio P = X" — 1 podemos calcular
de otra forma la suma y el producto de las reaices n-ésimas de la unidad.

Gn = {OJO,(AJ]_, st 7wn—1}
Obtenemos:

1 si n=1

512w0+w1+...+w,,_1:{ 0 s n>1

1 si n esimpar

Sp=wo w1 Wk_1 = .
" 0" %1 k=1 —1 si n espar

(proposicién 6.4.13 del apunte de la profesora Kirck)
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Otras funciones simétricas

Las funciones simétricas elementales pueden utilizarse para calcular otras
funciones simétricas de las raices. Ej:

n
C= E o?
i=1

Esta expresion C es un polinomio simétrico en ai, am, ..., a, de grado 2.
Podemos expresar a este poIinomio C en términos de S1 y S como sigue:

512: ia; Za +2 Z ajoj = C+ 25
i=1

1<i<j<n
En consecuncia,
C=52-25,

y por lo tanto C puede expresarse en funcién de los coeficientes del
polinomio P:
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Un resultado general

Teorema

Cualquier funcion polinomial simétrica de las raices de un polinomio P
puede expresarse como una funcién polinomial de las funcions simétricas
elementales Sk, y por consiguiente como una funcién racional (un cociente
de polinomios) de los coeficientes del polinomio P.

La demostracién de este teorema esta fuera del alcance de esta materia.
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Una aplicacién a la aritmética

Las férmulas anteriores funcionan sobre cualquier cuerpo K en el que el
polinomio tenga tantas raices como su grado (contadas de acuerdo a su
multiplicidad).

Veamos un ejemplo: si p es un nimero primo impar = K =Z, = Z/(pZ)
es un cuerpo, entonces el polinomio XP~1 — 1 tiene las p — 1 raices

1,2,...,p—2,p—1

por el teorema de Fermat, y su producto es

Sp-1=(p—1)!
Por la férmula anterior, deducimos que

(p—1) = (—1)P—1(_11) =-1 (mdd p)

(teorema de Wilson, ejercicio 28 de la practica 5)
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