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Forma polar de los nimeros complejos

@ Foérmula de Euler:
e = cosx + isen x

Notamos C* = C — {0}. Si z = x + iy € C* es un nimero complejo no
nulo, introduciendo coordenadas polares (r,6) donde

r=ld = V2t y?

es el médulo del complejo z, y 8 su argumento, lo podemos escribir en la
forma polar o trigonométrica.

Ejemplos:
—2=2.¢"

x 1+i=v2-em*
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lgualdad de complejos en forma polar

Notemos que el argumento # no estd univocamente determinado.
Sean zzw e C*. Siz=r ey w="F-e"

z=w |zl =|w|Af=8 (méd 2n)

donde
0=0 (méd2r)eIkeZ:0—0=2rk
Ejemplo:
. 1 .
1-}-1':\/5-6’7‘-/4:\/5-6777”
pues
T 17
— — —7m =47
4 4

Para normalizar podemos tomar 0 < # < 27 (como hace el apunte).
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Producto y potencias de complejos en la forma polar

Teorema (Teorema de De Moivre con la notacién exponencial

Siz=r-eyw="*-e? son dos niimeros complejos expresados en la

forma trigonométrica, entonces

zZ-w= (r-?)-ei(9+§)

Corolorario
Parane N,

Ejemplo: si queremos calcular (14 /)%, como 1+ i = /2 - e™/* tenemos
1
20 - 2T = 57 =7m (méd 27)

luego
(1 + I-)2O _ (\6)20620%7# _ 210 X e7ri — 1024
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Raices n-ésimas de los nimeros complejos

Encontrar las raices n-ésimas de un complejo z € C* es resolver la ecuacion
w'=z

El siguiente teorema afirma que para cada z € C* hay exactamente n
soluciones.

Teorema (6.4.1 en el apunte)

Seanc Nyseaz=s-e¥cC*, conscRsgy0< <2 Entonces z
tiene n raices n -ésimas wy, w1, ...w,—1 € C, donde

1/[1 . le'

WK =S e

siendo
-+ 2km

n

O para0 < k<n-1
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Raices de la unidad
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Las raices n-ésimas de la unidad

Decimos que z € C es una raiz n-ésima de la unidad si z" = 1. Notamos
Gpn={zeC:2"=1}

al conjunto de raices n-ésimas de la unidad. Explicitamente,

:keN,O§k<n—1} = #(Gy) = n

Ejemplo con n = 12.

W8 o] W10
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i Qué tienen de especial las raices de la unidad?

(Gn, ) es un grupo abeliano:
e 1e G,
esizzwe G, =z -we G,

osizEG,,,z_lzéeG,,.

Referencia: Seccién 6.4.1 del apunte de la profesora Krick.

Ejemplo: sin=4, Gy = {wp = 1,w; = i,wy = —1,w3 = —i}. Notemos
que wg = ik. Notamos la similitud entre la tabla de G, y la de Zg4.

1 i -1 —i| |+]0 1 2 3
1] 1 i -1 —i 0/0 1 2 3
il -1 —i 1 1/1 2 30
—“1|-1 —i 1 i 212 301
—il =i 1 i -1 3/3 01 2
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Las raices n-ésimas primitivas de la unidad

Dentro de las raices n-ésimas de la unidad, distinguimos unas especiales
que llamamos raices primitivas n-ésimas de la unidad.

Existen varias maneras de definirlas. En el apunte, se adopta la siguiente
definicién
Definicién (6.4.7)

Sea n € N se dice que w € C es una raiz primitiva n-ésima de la unidad si
w es un generador de G, o sea si

Gy = {1,w,u?,...,w" 1}

Notemos G al conjunto de raices primitivas n-ésimas de la unidad. (El
apunte no usa esta notacién pero nos va a ser cémoda)

Ejemplo: Si n = 4, vimos que G4 = {1,i,—1,—i} = {1,i,i% i®} luego i es
una raiz primitiva de 6rden 4.
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Una reformulacién que nos va a ser util

Dado un niimero complejo no nulo z € C definimos su orden

(multiplicativo)
orden(z) = min{k € N: zX = 1}

si zK = 1 para algin k € N, y orden(z) = ¢ si no.

Entonces
G, ={ze€C—-{0}:1<orden(z) < n}

G, ={z € C— {0} : orden(z) = n}
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Una conexidon clave con la aritmética de los enteros

Propisicion

Si orden(z) = d, entonces zX = 1 si y sélo si d|k.

Para verlo, efectuamos la divisién entera

k=q-d4+r con 0<r<d

tenemos

o Sidk=r=0=zK=1.
@ Reciprocamente si zK =1, entonces z" = 1 pero como 0 < r < d,
debe ser r = 0 (por la definicién de orden) es decir que d|k.
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Las potencias se repiten

El siguiente coroloario dice que si z es un raiz primitiva de la unidad de
orden d, sus potencias se repiten médulo d.

Corolorario

Si orden(z) = d, entonces

Z=7siysélosi j=k (mdd d)

Pues _ '
d=FedF =1adj-kej=k (médd)
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Una descomposiciéon importante

Otra consecuencia de la propiedad anterior es:

Corolorario

@ z € G, si'y sélo si orden(z)|n

@ Tenemos la descomposicién

G=J¢G;

d|n

(esta unidn es disjunta)
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Un ejemplo: raices cuartas (n = 4)

Gy ={1,i,—1,—i}
1! =1=orden(1) =1
(1)} = —1,(~1)> =1 = orden(—1) = 2
it=1ii?=-1,i=—i,i*=1= orden(i) = 4
(=) = =i, (=) =—1,(=)® =i,(=))* =1 = orden(—i) = 4

Luego
Gy=G UG, UG,

donde

G = {1}, Gy = {1}, G, = {i, =i}
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i Como calculamos el orden de una raiz n-ésima ?

Ahora supongamos que tenemos una raiz n-ésima dada explicitamente por
ik
Wi = 627”"

i Coémo calculamos su orden? La fraccién k/n puede no ser irreducible pero
podemos considerar una fraccién equivalente

(¥
n o n
escribiendo k" = k : d, " = n: d donde d = (k : n).

k" y n' seran ahora coprimos (por la proposicién 4.5.13 del apunte).
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i Cémo calculamos el orden de una raiz n-ésima 7 (2)

Hecha esta reduccién, vemos que

_ omik
Wy = € n
En consecuencia,
/.
i omikd
W = e
. kIJ

wy =1 —ecZenlkj
n

/

pero como k' y n’ son coprimos, por la proposicién 4.5.12 del apunte
deducimos que

wiy=1&n|j

Es decir que

orden(wy) = n’
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Descripcién explicita de las raices primitivas

En particular orden(wyx) = n< n=n' < d = 1. Deducimos que:

Propisicién (6.4.11 en el apunte)

G, = {wk — 2™ con 0 < k< n—1yk coprimo con n}

Ejemplo: si n =4

wp =1 % = % = orden(wp) =1

wy =1 % es irreducible = orden(wy) = 4

wyr=—1 2_1 = orden(w;) = 2
4 2

w3 = —1i % es irreducible = orden(w3) = 4

Pablo L. De Napoli (FCEyN-UBA) Raices de la Unidad Algebra | 18 /23



i Clantas raices primitivas n-ésimas de la unidad hay?

Si definimos la indicatriz de Euler ¢(n) como la cantidad de enteros k que
cumplen 0 < k < n—1y son coprimos con n, tendremos entonces

#(Gn) = ¢(n)

(Notamos que coincide con el cardinal de Z). La descomposicién
G.=JaG;
d|n

nos va a dar que

Zcp(d) = npara todon €N
d|n

Esta propiedad permite calcular ¢(n) recursivamente. Ejemplos:
p(1)=1
(1) +¢(2) =2=¢(2) =1
P(1) +¢(2) + p(4) =4 = p(4) =2
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Bonus track: jCaanto vale la indicatriz de Euler?

Teorema
Para todo n € N, tenemos que:

donde el producto se extiende sobre los divisores primos de n.

Hay una demostracién en mi apunte de enteros. La idea de esa
demostracién es probar primero

Teorema (Propiedad multiplicativa)

Simy y my son coprimos y m = my - mp, entonces:

p(m) = p(m1)p(my)

usando el teorema chino del resto.
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Bonus track: El teorema de Fermat-Euler

Teorema (Euler)

Sine N ya € Z es coprimo con n, entonces

a?(" =1 (méd n)

Hay una demostracién en mi apunte de enteros. Cuando n es primo,
@w(n) = n— 1y se reduce al teorema de Fermat.

Ejemplo: si n = 8, ©(8) = 4, y obtenemos que
a*=1 (mdd 8)

cuando a es coprimo con 8, es decir impar.
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Sumando todas las raices n-ésimas

Propisicién (6.4.13 en el apunte)

1 si n=1
S(n):Zw:{O si n>1

weGn

Demostracién: Si n =1, Gy = {1} luego S(1) = 1.
Si n> 1y w es una raiz primitiva n-ésima cualquiera,

G, = {1,w,w2, ™

luego
n—1 n
w’—1
(n) ;ow ——

(acé usamos que como n > 1, w# 1)
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Un ejercicio de la practica 6

Recomiendo que intenten resolver este ejercicio

Ejercicio (Ejercicio 11 en la practica 6)

i) Calcular la suma de las raices n-ésimas primitivas de la unidad para
n=2,3,4,5,8,10,15.

ii) Calcular la suma de las raices p-ésimas primitivas de la unidad para p
primo.

Definamos dos funciones

El ejercicio nos pide calcular $*(n) para algunos valores de n. j Qué
relacién tienen Sy §* 7

(solucién en uno de mis videos en nuestro canal de Youtube)
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