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Definicién de congruencias

Definicién

Sean a,b € Z y sea n € N. Decimos que a y b son congruentes médulo n
y lo escribimos

a= b (mod n)

cuando n|b — a.

Proposicién

Otra definicion equivalente Sean a, b € Z y sea n € N. Entonces, a = b
(mdd n) si y sélo si a y b proporcionan el mismo resto cuando los
dividimos por n.

Algunos ejemplos:
=8 (mdd 5)
=-1 (mdd7)
12=0 (mdd 3)
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La congruencia es una relacién de equivalencia

La relacion de congruencia tiene las siguientes propiedades:
o Reflexividad: a = a (mdd n).
e Simetria: Si a = b (méd n), entonces b = a(mod n).

e Transitividad: Sia= b (mdd n) y b= c (méd n), entonces a = c
(mdd n)
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Clases de congruencia médulo n

Recordamos que una relacién de equivalencia determina una particién de
su dominio en clases de equivalencia [teorema 1.2.6 del apunte].

Asi, pues la relacién de congruencia parte a los enteros en clases de
congruencia médulo n. Por ejemplo, hay cuatro clases de congruencia
médulo 4 que son

0=1{...,-16,-8,-4,0,4,8,12,16,....}
1={..,-15-7,-3,1,59,13,17,....}
2={...,—14,-6,-2,2,6,10,14,18,....}

3={...,-13,-5,-1,3,7,11,15,19, ...}
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Clases de congruencia médulo n

Para cada n € N, Z, = Z/nZ es el conjunto de clases médulo n. l

En general, habrd n clases de equivalencia médulo n, una por cada posible
resto de la divisién entera por n.

Zp=1{0,1,2,...,n—1}
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Compatiblidad de las congruencias con las operaciones

Proposicién

Sia=b (méd n) y c =d (mdd n) entonces se verifican:

atc=b+d (mdd n)

a—c=b—d (mdd n)
ac=bd (méd n)

Ejemplo: de
2=12 (méd 10) A5 =15 (mdd 10)

podemos deducir
245=12+4+15 (mdd 10)osea7 =27 (mdd 10)
2-5=12—-15 (méd n)osea —3=-3 (mdd 10)
2-5=12-15 (méd n) o seal0 =180 (mdd 10)

Pablo L. De Napoli (FCEyN-UBA) El anillo Zp, Algebra | 7/29



Operaciones con clases médulo n

El hecho de ser compatible la relacién de congruencia con las operaciones
de suma, resta y producto hace posible definir las correspondientes
operaciones entre las clases de restos médulo n (es decir en Zj)

Definicién

Sean A, B € Z,, dos clases de restos médulo n. Para definir la suma A+ B
procedemos del siguiente modo, elegimos un elemento cualquiera a € A y
otro elemento b € B. Entonces definimos la clase A+ B como la clase en
Zn que contiene al elemento a + b. Del mismo modo para definir la resta
A — B o el producto A - B procedemos del mismo modo, eligiendo un
elemento a € A y otro b € B, y definiendo A — B (respectivamente A - B)
como la clase en 7, que contiene al elemento a — b (respectivamente
a-b).

En virtud de la proposicién 3, estas operaciones entre las clases médulo n
resultan bien definidas ya que el resultado sélo depende de las clases A y
B, y no de los elementos que a € A, b € B que hayamos elegido.
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Ejemplo

Consideremos dos clases médulo 5 por ejemplo,

A=3=1{..,-7,-23,813,18,...}

B=4=1{. ,6-6,-1,4,91419,.. .}

Para efectuar la suma A+ B podemos elegir cualquier nimero en la clase
A, por ejemplo a = 13 y cualquier nimero en la clase B por ejemplo

b = —6, efectuamos la suma a+ b = 7 y nos fijamos en qué clase médulo
5 cae el resultado (mirando cudl es el resto en la divisidén entera de 7 por
5). En este caso 7 € C, siendo

C=2={...,-8,-3,2,7,12,17,...}
por lo que, de acuerdo a la definicidon tenemos que, A+ B = C, o también
podemos expresarlo del siguiente modo:

13+-6=7
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Ejemplo (continuacién)

i Qué pasaria si hubieramos elegido otros representantes de las clases Ay
B por ejemplo a=3y b =9 7. En este caso, a+ b = 12, pero notemos
que 12 pertenece a la misma clase C que obtuvimos antes, y en
consecuencia volvemos a obtner que A+ B = C. Esto se debe a que
justamente como

13=3 (mdd 5)

—6=9 (mdd5)

podemos concluir que:

13+ (—6)=3+9 (méd 5)
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Otra manera de escribir la definicion de las operaciones en

Ly

En general, la definicién de las operaciones en Z, significa que:

at+b=a+b

Con estas operaciones, el conjunto Z, = Z/nZ de las clases médulo n
tiene estructura de anillo. Lo que quiere decir que en él podemos sumar,
restar y multiplicar con las reglas usuales.
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El caso del mddulo 2

El ejemplo mas sencillo de aritmética modular con el que en realidad
estamos familiarizados desde la escuela primaria, es Z.
De hecho, existen dos clases médulo 2, la de los niimeros pares

P=0={...,—6,—-4,-2,0,2,4,6,...}

y la de los nimeros impares:

I=1={...—-5,-3,-1,1,2,3,5,...}

Las tablas de la suma y el producto en Z, son:

=l ol +
k=] k=]
Of F|
| O

ol o ol
| o| —
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Definicién de anillo

Un anillo es un conjunto A donde estan definidas dos operaciones
+:AXA—-A

TAXA—SA

de modo que se verifiquen las siguientes propieades (axiomas de la
estructura de anillo):

© Propiedad Asociativa de la suma:
(a+b)+c=a+(b+c)VabcecA
@ Propiedad Conmutativa de la suma

a+b=b+avVabecA
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Definicion de anillo (2)

© Existencia de neutro para la suma Existe un elemento 0 € A, tal que:
a+0=0+a=aVvVacA

@ Existencia de inversos aditivos Para todo a € A, existe un elemento
—a € A, tal que:
at+(—a)=(-a)+a=0
Notamos que en cualquier anillo se puede definir la operacién de resta
a — b especificando que:

a—b=a+(-b)
© Propiedad asociativa del producto
(a-b)-c=a-(b-c)Vab,ccA

@ Existencia de elemento neutro para el producto Existe un elemento
1 € Atal que
a-l=1-a=a
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Definicion de anillo (3)

@ Propiedad Distributiva
a-(b+c)=a-b+a-cVab,cecA

(a+b)-c=a-c+b-cVabcecA

Si ademas se verifica que:
a-b=b-aVa,be A

diremos que A es un anillo conmutativo.

Son ejemplos de anillos conmutativos: Z (los enteros), Q (los nimeros
racionales), R los nimeros reales, C (los nimeros complejos) y Z, (las
clases de enteros médulo n).

Existen ejemplos de anillos que no son comutativos, como las matrices de
n X n con coeficientes reales, pero no trabajaremos con ellos en este curso.

Pablo L. De Napoli (FCEyN-UBA) El anillo Z, Algebra | 16/29



e
N
>
o
N
(©)
O
c
Q)
—
@
o
S
(@)
)

Comparemos el caso Zs (mddulo primo) que vimos antes

O I | [N |
O [ [ I N
O 1N I |— ™
O I [N [ <

o 1o o oo

Algebra |

O IO ISt [ [N [~
O IS N[O I+ N
o miom|o ™M
O N s 1O [N I
O = N[ I 1O

o lolo|lo oo

O IH N M

O IH N M S o

< 1O | N [N
o It 1O | [N
IN [ [ O |
I~ N I O

O I N [ IS

O I [N ™ <

con el caso de Zg (mdédulo compuesto)

o 1O I N | I
IS IO O | [N [
[ IS 1O O |~ [N
N[0 [ o O |
— [N I 1o O

O | [N [ [ 1O

O = N[ IS o

17 /29

Lap

2
=
<
w

Pablo L. De Napoli (FCEyN-UBA)




El caso de un médulo primo

En la tabla del producto de Z, con p primo, el elemento neutro 1 aparece
una (dnica) vez en cada cada fila y columna salvo las que corresponden al

0 (elemento absorbente).

012 3 a N
000000 XEIZSXI
1101234 5 | 3
2102413 3 | 3
3|03 1.4 2 7 7
410 4 3 2 1

Eso significa que cada elemento no nulo a de Z, tiene un inverso
multiplicativo a1 = b donde b es un entero tal que

a-b=1 (mdd p)

Decimos que Z, es un cuerpo cuando p es primo (un cuerpo es un anillo
conmutativo en el que podemos dividir por cualquier elemento no nulo).
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El caso de un médulo compuesto (1)

Cuando n es compuesto, notamos
Z;, ={a €Zy: aes coprimo con n}

Notemos que esta definicidén es correcta porque si a = b (mdd n), a sera
coprimo con n si y sélo si b lo es.

Como ya vimos, los elementos de Z}, son exactamente los que tienen un
inverso multiplicativo en Z,, ' = b donde b es un entero tal que

a-b=1enZ,

o sea
a-b=1 (méd n

Como ya vimos, b se encuentra mediante el algoritmo de Euclides
extendido: se encuentran s, t € Z tales que

scat+t-n=1=s-a=1 (mdd n)

Luego podemos tomar b = s.

Pablo L. De Napoli (FCEyN-UBA) El anillo Z, Algebra | 19/29



—
N
~
O
s
()]
%
|
o
S
O
O
e
=)
o
O
S
c
5
[
o
(©]
0
T
O
T,

Veamoslo en el ejemplo de Z39. Aqui

[— I~ [ O

[— D I~ O

x € L3, x1

Algebra |

O O |00 I~ [© 1O IS (™ [N [
(O |00 |© IS N[O |00 [© IS N
O I~ IS [ (00 1O [N O [© |
O [© N [0 I O [© [N [0 I
O IO O IO O IO O IO O O
O I<F |00 [N [© O | |00 [N [©
O M [© O [N O [0 [ S I~
O N I [© [0 O [N I O |00
O |~ [N [ < O [©O I~ [0 O

[eNlellollelleolellelellele]

o IH N M IS o O I~ [0 [OY

20 /29

Lap

2
=
<
w

Pablo L. De Napoli (FCEyN-UBA)




La estructura de Z

Notamos que:

e 1€e7Z;.

esiacZiybeZ:, a-beZ:

esiacZialcZ.
Se dice que Z} tiene estructura de grupo con respecto a la operacién de
producto.

Por ejemplo, la tabla del producto en Zj es

O NI W| |
~N| = ©] Wl Wi
w| O K| NI NI
= Wl NI Ol O

O NI WI — .
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El orden de un entero médulo n

Definicién
Sea a € Z},. Definimos el érden (multiplicativo) de a en Z}, (o el orden de

a € Z médulo n, siendo a coprimo con n), como el menor expoente d € N
tal que

EdzlenZn

o lo que es lo mismo:
a?=1 (mdd n)
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Un ejemplo

Calculando una tabla de potencias médulo n

def tabla_potencias(a,n):
for k in range(O,n)
print(a,"”~",k,"=", (a*x*k) %n)

Consideramos a = 3, n =11 ;Cémo calculamos su orden médulo 117

Tabla de las potencias de 3 médulo 11

30=1,31=332=933=523"=4
35=1,30=33"=938=53"=13"9=1,. ..

s

El orden es 5. Las potencias se repiten con periodo 5.

Pablo L. De Napoli (FCEyN-UBA) El anillo Zp, Algebra | 23/29



Existencia del orden

Si a es coprimo con n, el orden de a médulo n siempre existe y es menor
que n. Para demostrarlo consideremos la sucesién de potencias de a

Como son n+ 1, médulo n habra dos de ellas que caen en la misma clase:
existiran i,jcon 1 <i<j<n+1

ad=ad (médn)=a-1=3a"-a7" (méd n)
y como a es coprimo con n, a' también lo serd y podemos cancelarlo
Z7"=1 (méd n).
Luego existe d con 1 < d < n tal que

a?=1 (méd n)

y por el principio del minimo entero, existe un k minimo.
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El orden de un entero médulo n

Teorema

Sea a € 7Zj,. Entonces la sucesién de las potencias
0 _ 735 52 33 =k
a-=173a73a,a,....,a,...,

*

(en Z ) es periodica, con periodo d, siendo d el orden de a médulo n. Es
decir que se verifica que:

a=a (méd n)

si'y sélo si
i=j (mdd d)

En particular, se tiene que

a =1 (mdd d)

si y sélo si d|i.
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Demostracion

Podemos suponer claramente que i > j. Si i =/ (méd d), entonces:
i —j = kd para algtin kK € Ny. Luego:
a =ad =(a%)d =4 (mddn)
Reciprocamente si, ' '
a'=a (méd n)

tendremos que: o _
aJad =2 (mddn)

y como &/ es coprimo con n, por hipétesis, podremos cancelarlo, en esta
congruencia: obteniendo que:
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Demostracién (2)

Efectuemos la division entera de i — j por d, de modo que:
i—j=qd+rcon0<r<d
Si fuera r # 0, tendremos que:
a =(a%) a"=a" (méd n)

y consecuentemente:
a"=1 (mdd d)

Pero 1 < r < d, contradiciendo la definicién de d. Consecuentemente,
debe ser r = 0, es decir que d|i — j, o sea que:

i=j (méd d)
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El caso de un médulo primo

Cuando p es primo y p no divide a a, sabemos por el teorema de Fermat
que
aPl=1 (méd p)

en consecuencia, el orden de a médulo p debe ser un divisor de p — 1.

En el ejemplo anterior, a = 3, p = 11 vimos que el orden es 5 que es un
divisor de p — 1 = 10.

Pablo L. De Napoli (FCEyN-UBA) El anillo Z, Algebra | 28/29



i Qué pasa si a no es coprimo con n?

Lo anterior falla cuando a no es coprimo con n.
Podria ocurrir que a" nunca sea congruente a 1 médulo n. Por ejemplo
eligiendo a =2 y n = 10 obtuve:

Calculando una tabla de potencias modulo n

NNDNDDNDDNDNDNDNDNDDN
) )

© 00 ~NO O d WN +~- O
]

N OO0 H NN
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