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Congruencias respecto a médulos que son primos entre si

Proposicién
Sean my, my € N dos niimeros coprimos, a,b € Z y m = myms. Entonces
a=b (méd m) si y sélo si se tiene simultdneamente que:

a = b (méd my)
a = b (méd my)
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Demostracion

Primero supongamos que a = b (méd m) Entonces, como mi|my my|m,
deducimos que se satisface

a = b (méd my)
{a = b (méd my) (1)

Reciprocamente supongamos que se satisface (1) entonces, mi|b —ay
my|b — a. Dado que my y my son coprimos, deducimos que mymy|b — a,
es decir que a = b (méd m).
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Sistemas congruencias con médulos coprimos

Ahora consideremos un sistema de congruencias respecto a dos médulos
que son coprimos, por ejemplo:

x = 2 (méd 3)
{x = 4 (mgd 5) (2)

i Sera posible reducirlo a una tnica congruencia médulo 3 x5 =15 7.

Veremos que la respuesta a esta pregunta es afirmativa. Para ello, notemos
que el sistema (2) significa que existen g1, g2 € Z tales que:

x = 3g1+2
x = bg+4

Comenzamos multiplicando la primer ecuacién por 5 y a la segunda por 3
(para que aparezca 15 como factor ):
5x 15g; + 10
3x 15g; + 12
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Sistemas congruencias con médulos coprimos (2)

Ahora notemos lo siguiente: como los médulos 3 y 5 son coprimos, por el
algoritmo de Euclides extendido, existen enteros «, 8 € Z tales que:

3a+56=1
De hecho, utilizando el algoritmo de Euclides, es facil ver que podemos
tomar a =2 y 8 = —1. Multiplicando entonces a la primera ecuacién por

By a la segunda por «, tenemos que:

B-bx = 158q; + 1083
a-3x = 1bag + 12«

y suméandolas obtenemos que:
(58 + 3a)x = 15(8q1 + aqz) + (108 + 12«)
o sea, teniendo en cuenta la manera en que hemos elegido a y 3,

x = 15(8q1 + agz) + (108 + 12a)
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Sistemas congruencias con médulos coprimos (3)

Pero entonces:
x =105+ 12 =14 (mdd 15)

Reciprocamente, si x = 14 (mdd 15), entonces

L

Por lo que vemos que el sistema (2) es equivalente a la congruencia

14
14

4 (méd 5)
2 (méd 3)

x =14 (mdd 15).
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El teorema Chino del Resto

Ahora generalizaremos este ejemplo, en un teorema general:

Teorema (Teorema Chino del resto)

Consideramos el sistema de congruencias:

L

donde a1,a» € Z, my, my € N y, my y mp son coprimos. Entonces existe
un a € Z tal que el sistema (10) es equivalente a la congruencia:

ai (mdd my)

x=a (mdéd m) donde m = myimy

an (méd m2) (3)
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Demostracién (1)

Procedemos como en el ejemplo anterior: Notamos que el sistema (10)
significa que existen q1, g» € Z tales que:

X = qm+a
X = qQm2+ a2

Por otra parte, como my y my son coprimos, por el algoritmo de Euclides
extendido, existen «, 8 € Z tales que:

amy + Bmy =1

Entonces multiplicando a la primer ecuacién por my(3 y a la segunda por
mya, deducimos que:

myfx = [Bgimime + Bmaa;
miax = «oqxmimo + amias

y sumando estas ecuaciones, tenemos que:

(m2ff + ma)x = (Bq1 + ag)mimy + (Smear + amaz)
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Demostracién (2)

Teniendo en cuenta la forma en que elegimos « y 3, obtenemos:

x = (Bq1 + ag2)mimy + (Bmpay + amay)

Llamando a a
a= fBmpa; +amia

esta ecuacién implica que:
x=a (mdéd m) (4)

donde m = mymo.
Asi pues hemos probado que cualquier solucién del sistema

'

es una solucién de x = a (méd m).

al (méd m1)
a (méd my)
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Demostracién (2)

Reciprocamente, vamos a probar que cualquier solucién de x = a
(méd m), es una solucién del sistema. Para ello notemos primero que a
a (méd my)

satisface que:
a
{ a a» (mdd my) (5)

Para verlo notemos que por la definicion de a:

= fmra; (méd my)

a=fBmya +ama = .
Bmaay + ama; { = ama (méd my)

pero por definiciéon de «, 8 tenemos también que:

Bmy = 1 (méd my)

am1+ﬁm2=1:>{am1 = 1 (mod my)

(o sea que my y (3 son inversos médulo my, y del mismo modo m; y « son
inversos médulo my)
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Demostracid

Utilizando entonces la propiedad multiplicativa de las congruencias
podemos concluir que se verifica

a ar (mdd my)
a = a (méd mo)

lo que dice que a es una solucién de nuestro sistema (10).

X a (mdéd my)
X = a (méd mo)
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Demostracién (4)

Cualquier otra solucién x de

X ai (mdéd my)
{X = & (méd mo) (6)

verificard entonces (por transitividad de la relacién de congruencia) que:

bs a  (méd mp)
x = a  (mdéd my)

y entonces por la proposicién que vimos al comienzo, tendremos que:

x=a (méd m) (7)

Esto demuestra que que el sistema (6) y la congruencia (7) son
equivalentes.
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Varias conguencias

Consideremos el sistema

x = 2  (mdd 3)
x = 4 (méd5) (8)
x =1 (méd 7)

formado por las dos congruencias del ejemplo anterior, mas una tercera
congruencia. Nuestro objetivo es encontrar una congruencia médulo
105 = 3 x 5 X 7 que sea equivalente al sistema (8).

Notemos que en el ejemplo anterior vimos que las dos primeras
congruencias eran equivalentes a la congruencia:

x =14 (mdd 15)
Sustituyendo, vemos que (8) es equivalente a

x = 14  (mdd 15)
x = 1 (mdd 7)
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Varias conguencias (2)

Como nuevamente 15 y 7 son coprimos, podemos volver a aplicarle el
teorema chino a este sistema. Nuevamente buscamos « y (3, tales que:

ba+75=1
Encontramos que o = 1, § = —2 y procediendo como en la demostracién
del teorema chino, encontramos que a = —181, es decir que el sistema
(8), es equivalente a la dGnica

congruencia:

x=-181 (mdd 105)
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El Teorema Chino del Resto

Teorema (Teorema Chino del resto, versidén general)

Consideramos el sistema de congruencias:

X = a (méd my)
X = a (mdd my) (9)
X = ak (mdd my)

donde a; € Z, m; € N y, mj y m; son coprimos si i # j (1 <i,j < k).
Entonces existe un a € Z tal que el sistema (9) es equivalente a la
congruencia:

x=a (mdéd m) dondem = mimy...my
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Parte Il

El pequeno teorema de Fermat
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El Pequeiio Teorema de Fermat

Teorema (Fermat)

Sean p un ndmero primo y a € Z. Entonces:

D)

aP =a (mdd p)

ii) Si p no divide a a entonces,

a?1=1 (méd p)

@ Las dos afirmaciones son equivalentes.

i) = i): Multiplicamos por a ambos miembros de la congruencia.

i) = ii): Escribimos aP? = a (méd p) como aP1-a=1-a (méd p). Y
como a es coprimo con p podemos cancelarlo en la congruencia
(multiplicando por el inverso de a médulo p).
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Un lema sobre los coeficientes binomiales

Lema

Si p es primo, y 1 < k < p entonces

(§) =0 (msap)

| A

Demostracion.

(D _p(p—l)(p—22!---(p—k+1) cN

En consecuencia:
p
k!
Pl < k)

Pero como k < p, los factores primos de k! deben ser exclusivamente
primos menores que p, por lo tanto p es coprimo con k!, y entonces
concluimos que p|(?). O

\
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Demostracién (1)

Recordamos que el binomio de Newton afirma que:

(a+ b)P = i <Z> akpP—k

k=0

Usando el lema anterior, inmediatamente deducimos que

Corolario
Sia,b €Z yp es primo, entonces:

(a+ b)P=aP+bP (mdd p)
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Demostracién (2)

Ahora resulta sencillo probar el teorema de Fermat en la forma
a?=a (mdd p)

por induccién en a.
@ Caso base: Si a = 0 el teorema es evidente:

0P=0=0 (mdd p)

@ Paso inductivo: Si el teorema vale para un cierto a, veremos que se
verifica también para a + 1: en efecto por el corolario 1

(a+1)P=aP+17 (mdd p)
y usando la hipétesis inductiva, deducimos que:
(a+1)P=a+1 (méd p)

En virtud del principio de induccién, el teorema queda demostrado
para cualquier a € Np.
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Demostracion (3)

@ Caso a negativo: Si a < 0, notemos que —a > 0 luego usando lo que
ya demostramos:

(—a)P = (-1)PaP =—-a (mdd p)

pero
(-1)P=-1 (mdd p)

tanto si p es un primo impar como si p =2 (en este caso 1 = —1).
Por lo tanto
aP=a (mdd p)
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Usando los dos teoremas juntos

Supongamos que n = pq, donde p y g son primos distintos.
Si a es coprimo con n, ni p ni g dividen a a, tendremos por el teorema de
Fermat:

aP1=1 (mdd p)
a9 1=1 (méd q)

En consecuencia, elevando la primer congruencia a la potencia g — 1, y la
segunda a la potencia p — 1, tendremos que:

y en virtud de la proposicién que vimos al comienzo, tendremos que:

[Este es el analogo del teorema de Fermat, para el médulo compuesto
n = pq]
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