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Nimeros primos

Definicién

Un nidmero p € 7Z se dice primo si es distinto de 0,£1 y sus tnicos
divisores son +1 y +p. Un nimero n € 7Z distinto de 0,+1 que no es primo
se dice compuesto.

Los primeros niimeros primos (positivos, menores que 100) son

2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37, 41,43

47,53,59, 61, 67,71,73,79, 83, 89, 97

@ Todo entero n > 1, o bien es primo o se puede descomponer como
producto de nimeros primos (positivos).

@ Existen infinitos niimeros primos.

@ Notaremos P al conjunto de los niimeros primos positivos.
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La propiedad fundamental de los nimeros primos

Teorema (lema de Euclides, 4.6.3 en el apunte)

Sea p un primo y sean a, b € 7 . Entonces

pla- b= plaV p|b.

Por induccién esto se generaliza a un producto de mas niimeros

Teorema

Sea p un primo y sean ajy, az, ...an € Z . Entonces

n
p| H ax = plak para algin k
k=1
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El Teorema fundamental de la aritmética

Teorema

Cada entero n € N, n > 1 es o bien primo o se escribe como producto de
primos. Y esta descomposicion es tinica salvo el orden de los factores.

o La existencia de la factorizacién ya la probamos en la clase anterior.
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Un ejemplo

Para ilustrar el teorema, obtengamos dos factorizaciones del nimero 360.
Un procedimiento posible, es ir dividiendo a 360 por los primos en orden
de magnitud, hasta obtener un 1:

360
180
90
45
15

Gl W W NDNN

1

Luego obtenemos la factorizacién:

360=2x2x2x3xbx5h
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Un ejemplo (2)

i Qué sucede si hubiéramos empezado dividiendo por otro primo? Por
ejemplo por 5:

360 | 5
72 |3
24 |3
8 2
4 2
2 2
1

Esto conduce la factorizacién:

360 =5 x3x3x2x2x2

Pero ambas factorizaciones sélo difieren en el orden de los factores, tal
como afirma el teorema.
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Demostracién de la unicidad de la factorizacion

Hagamos nuevamente induccién completa en n. Para n =1 el teorema no
afirma nada.

Sea entonces n > 1, y supongamos que el teorema es valido para todo

n < n.

Supongamos que n admite dos factorizaciones como producto de primos:

n=pp2...pr =41q2...4qs

siendo los p; y los g; primos (eventualmente alguna de las factorizaciones
puede constar de un sélo primo).

Tomemos un primo en la factorizacién de la izquierda, por ejemplo p;. Por
el lema de Euclides, deducimos que p;|q; para algin i. Pero entonces
como g; es primo, p1 = g; o p;i = 1 (lo que es imposible pues 1 no es
primo); es decir que hemos probado que p; debe necesariamente aparecer
en la factorizacién de la derecha.
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Demostracién de la unicidad de la factorizacion

Podemos entonces. cancelar p; en ambos lados de la igualdad obteniendo
dos descomposiciones del nimero n’ = n: p; como producto de primos:

n' = p2p3...pr=q1G293-..Gi—1qit1- - - qs

Notemos que n’ < n, entonces en virtud de la hipétesis inductiva, las dos
descomposiciones de n’ sélo pueden diferir en el orden de los factores: es
decir que r = s y los niimeros g1, g2, ..., qi—1, Gi+1, - - - s deben ser los
mismos que p», p3, ...pr, S6lo que en otro orden.

Deducimos entonces que las dos descomposiciones supuestas de n sélo
difieren en el orden de los factores.

En virtud del principio de induccién completa, hemos demostrado el
teorema para todo n € N.
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La factorizacién en forma estandar (1)

Notemos que en la descomposicién dada por el teorema fundamental, los
primos pueden repetirse. Por ejemplo

360 =2x2x3x5x2x3

Agrupando los primos que se repiten podemos expresar a cada nimero n
como productos de primos diferentes ordenados en forma creciente,
elevados a ciertas potencias.

360 = 23 x 3% x 5!

Podemos si queremos incluir otros primos que no aparecen en esta
factorizacion con exponente cero, €j:

360 = 23 x 3% x 5 x 7% x 11°
Esta forma de escribir la factorizacién la llamaremos forma estandar.
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La factorizacién en forma estandar (2)

Definicién

Si p € N es un primo, definimos la valuacién p-adica v, : N — Ny del
siguiente modo: v,(n) como el exponente del primo p en la factorizacion
de n si p dvide a n, y 0 sino. De esta forma la factorizacion de n € N

puede escribirse
n= H pVP(n)
pln

Claramente la valuacién p-adica esta bien definida, en virtud del teorema
fundamental de la aritmética.

Mas explicitamente podriamos definir v, como el maximo exponente k tal
que pX divide a n:

vp(n) = max{k € Ny : pX|n}
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En el ejemplo

360 = 23 x 32 x 5t x 79 x 11°

si
si
si
si

v,(360) =

O, NN W

p=2
p=3
p=>5
p#23,5

Pablo L. De Napoli (FCEyN-UBA)

Algebra | 13/33



Una observacion atil

A veces nos convendrd escribir simplemente la factorizacién estandar en la
forma:
n= H pr(”)
p

donde el producto sobre todos los primos p € P es formalmente infinito.
Pero en realidad, sélo finitos factores son distintos de 1 (aquellos donde
vp(n) > 0, es decir p|n). Por lo que

[T p%™ = T @
P pln
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Propiedades de la valuacién p-adica (1)

Proposicién

Sean a, b € N, entonces para todo primo p,

vo(a - b) = vp(a) + vi(b)

Demostracién.

Si las factorizaciones de a y b son

a= H pr(a)’ b= H pvp(b)7

p€EP,pla p€EP,p|b

la de ab es
ab = H pVP(a)+VP(b).
p€EP,pla V p|b

En consecuencia,
vo(ab) = vy(a) + v (b)
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Propiedades de la valuacién p-adica (2)

Proposicién

Sean a, b € N, entonces alb si y sélo si

vp(a) < vp(b) para todo primo p € P
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Demostracion

@ Supongamos primero que a|b, entonces existe ¢ € N tal que b = ac,
y por el teorema anterior:

vo(b) = vo(a) + v, (c)

Pero vp(c) > 0, luego v,(a) < vp(b), como afirmamos.

@ Por otro lado si, v,(a) < v,(b) para todo primo p y definimos:

c= [ p®-v

pEP,p|b

tendremos que ¢ € N (pues los exponentes son enteros no negativos)
y, razonando como en el teorema anterior, que ac = b. En
consecuencia, al|b.
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Propiedades de la valuacién p-adica (3)

Teorema
Sean a,b € N y p € P, entonces Probar que si a, b € N, entonces:

vo(a+ b) = min(vy(a), v,(b)

Demostracion.

Sea j = vy(a) y k = v,(b) Entonces p*|a'y p/|b. Sea | = min(j, k).
Entonces p’|a, p/|b luego p'|a + b y en consecuencia

I <vp(a+b)

que es lo que afirmamos. O
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Factorizacidon de enteros en 7Z

El teorema fundamental de la aritmética se puede extender a enteros
negativos, simplemente agregando un signo.

Si a € Z, a # 0 su factorizacién en forma estandar es
a = sgn(a) . H pr(a)
pEP,pla

donde

Pablo L. De Napoli (FCEyN-UBA)

Algebra | 19/33



Parte |l

Maximo comin divisor y minimo comun

multiplo en términos de la factorizacion en
primos
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Maximo comun divisor y minimo comdn multiplo en
términos de primos

Teorema

Sean a, b € N, entonces

i) El maximo comun divisor (a : b) = mcd(a, b) entre ellos se puede
escribir
(a: b) = med(a, b) H pmin(ve(a):ve(b))
planp|b
i) Similarmente, el minimo comdn mudiltiplo [a : b] = mcm(a, b) entre
ellos se puede escribir

[a: b] = mcm(a, b) H PR )

plavp|b

i)

[a:b]-(a:b)=a-b

v
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Ejemplo

360 =273 * 372 x 571

3 si p=2

) 2 si p=3

vp(360) =3 4 si p="5
0 para los otros p

490 =271 * 571 * 772

mcd (360,490)

10 = 271 * 571

mcm (360,490)

17640 = 273 * 372 * 571 x 772
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Una caracterizacion del mcd

Lema

Sean a, b € N. El maximo comin divisor d = (a : b) entre a y b esta
caracterizado por las siguientes propiedades.

i) Es un divisor comin: d|a y d|b.

ii) Cualquier otro divisor comdn d' lo divide: si d'|a y d’

b, entonces d'|d.

Demostracion.

Es claro que d satisface /). Veamos que cumple ii): sabemos que existen
s, t € 7 tales que

s-a+t-b=d

Entonces si d’ es un divisor comin de a'y b, d’ debe dividir a d.

Para ver que i) y ii) caracterizan a d observamos que si d también cumple
i) yii), d|dy d|d por lo que d = d. O

v
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Demostracion del mcd en términos de primos

Sea
d= H pm"n(Vp(a)Np(b)) eN
peP
Probaremos que d satiface la caracterizaciéon del maximo comdn divisor
i) Es un divisor comin: d|ay d|b. Para todo primo p € P:

Vp(d) = min(vp(a), vp(b)) < vp(a) = dla
Similarmente:
vo(d) = min(vs(a), vp(b)) < v,(b) = dlb

i) Cualquier otro divisor comin d’ lo divide: si d’|ay d’|b, entonces d’|d.
Supongamos ahora que d’ es otro divisor comin: entonces

vo(d) < vo(a), vo(d) < vo(b)

luego para cualquier primo p,

vo(d') < min(vp(a), vp(b)) = vi(d)

en consecuencia d’|d.
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La caracterizacién del mem

Sean a, b € N. El minimo comin muiltiplo m = mcm(a, b) = [a : b] entre
a y b esta caracterizado por las siguientes propiedades.

i) Es un miltiplo comdn: alm y b|m.

ii) Cualquier miltiplo m" es divido por él: si alm’ y b|m’, entonces m|m'.

Razonando como antes, si definimos

m= H pmax(ve(a),vy(b))

plavp|b

vemos que satisface i) y ii).
En particular, si a|m’y bjm’, m < m’.
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Relacién entre el mcd y el mem

Veamos finalmente que: [a, b] - (a: b) = a- b Como

(a: b) = mcd(a, b) H pmin(ve(a).ve (b))
planp|b

[a: b] = mem(a, b) H pmax(vp(a),ve(b))
plavplb
basta observar que:

méax(m, n) + min(m,n) = m+n¥ m,n € Ny
para concluir que:

(a:b)-[a:b] = H pmin(ve().vp (b)) +mix(vp(2).v5 (5))

— H pr(a +vp(b <H pr(a)> (H pVP(b)> =a-b
p
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Parte |V

Otras aplicaciones
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Cantidad de divisores

Teorema

Si

n= H pVP(”)
pln

es la factorizacién estandar de n, entonces d(n) = cantidad de divisores
positivos de n, puede calcularse como

d(n) = [](ve(n) +1)

pln

Ejemplo:
360 =23-32.51 = d(360) = (3+1)- (24+1)-(1+1)=4-3.-2=24
De hecho, los divisores de 360 son
[1,2,3,4,5,6,8,9,10,12, 15,18, 20, 24, 30, 36, 40, 45, 60, 72, 90, 120, 180, 360]
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Demostracion

Sea D(n) el conjunto de divisores positivos de n. Por lo anterior

D(n)=<¢d:d= Hpe(p),Vp 10 < e(p) < vp(n)
pln

Entonces la aplicaciéon
d — (ep(n))

define una biyeccién entre D(n) y el producto cartesiano
11 )
pln

donde
Ik =40,1,2,... k}

Como #(ly,(n)) = vp(n) + 1 obtenemos el resultado.
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Un ejercicio: Irracionalidad de las raices cuadradas

Vimos antes que v/2 ¢ Q. Usando el teorema fundamental de la aritmética
podemos generalizar este hecho:

Sine N,n> 1 no es el cuadrado de un entero, entonces v/n & Q. l
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Solucién del ejercicio (1)

Observacién

n es el cuadrado de un entero < vp(n) es par para todo primo p.

=) si n = m? entonces v,(n) = 2v,(m) luego v,(n) es par.
<) si vp(n) es par para todo primo p consideramos

m = p)

pln

Entonces m es entero (porque todos los exponentes lo son) y m? = n.
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Solucién del ejercicio(2)

Razonando por el absurdo, si \/n = £ con a,b € Ny b # 0, tendriamos
n-b?=a’
Entonces para todo primo p
vp(n) +2 vp(b) =2 vp(a) = vp(n) = 2[vp(a) — vp(b)]

Se deduce que v,(n) es par para cada primo p, con lo cudl n seria el
cuadrado de un entero. jabsurdo! (pues contradice la hipétesis).

El absurdo provino de suponer que +/n es racional. Luego debe ser
irracional.
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Una generalizacion, para pensar

El siguiente enunciado generaliza el ejercicio anterior y también al ejercicio
28 de la practica 4.

Sean n,k € N, n, k > 1. Si n no es la potencia k-ésima de un entero

entonces /n & Q.
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