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Definicién de congruencias

Definicién

Sean a,b € Z y sea n € N. Decimos que a y b son congruentes médulo n
y lo escribimos

a= b (mod n)

cuando n|b — a.

Propisicién

Otra definicion equivalente Sean a, b € Z y sea n € N. Entonces, a = b
(mdd n) si y sélo si a y b proporcionan el mismo resto cuando los
dividimos por n.

Algunos ejemplos:
=8 (mdd 5)
=-1 (mdd7)
12=0 (mdd 3)
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La congruencia es una relacién de equivalencia

Propisicion

La relacion de congruencia tiene las siguientes propiedades:

o Reflexividad: a = a (mdd n).
e Simetria: Si a = b (méd n), entonces b = a(mod n).

e Transitividad: Sia= b (mdd n) y b= c (méd n), entonces a = c
(mdd n)
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Clases de congruencia médulo n

Recordamos que una relacién de equivalencia determina una particion de
su dominio en clases de equivalencia [teorema 1.2.6 del apunte].

Asi, pues la relacién de congruencia parte a los enteros en clases de
congruencia médulo n. Por ejemplo, hay cuatro clases de congruencia
médulo 4 que son

0=1{...,-16,-8,—4,0,4,8,12,16,....}
1={...,-15,-7,-3,1,5,9,13,17,....}
2={...,—14,-6,-2,2,6,10,14,18, ....}
3={...,-13,-5,-1,3,7,11,15,19, ...}

En general, habrd n clases de equivalencia médulo n, una por cada posible

resto {0,1,2,...,n— 1} de la divisién entera por n.
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Compatiblidad de las congruencias con las operaciones

Propisicion

Sia=b (méd n) y c =d (mdd n) entonces se verifican:

atc=b+d (mdd n)

a—c=b—d (mdd n)
ac=bd (méd n)

Ejemplo: de
2=12 (méd 10) A5 =15 (mdd 10)

podemos deducir
245=12+4+15 (mdd 10)osea7 =27 (mdd 10)
2-5=12—-15 (méd n)osea —3=-3 (mdd 10)
2-5=12-15 (méd n) o seal0 =180 (mdd 10)
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El caso del mddulo 2

Cuando n = 2, tenemos dos clases de congruencia médulo 2. La clase de
los ndmeros pares y la de los impares

0={..,-10,-8, -6 —4,-2,0,2,4,6,8,....}
1={..,-9,-7,-5,-3,-2,-1,1,3,5,7,9,11,13, ...}
La proposicién anterior generaliza reglas que ya conocemos como

04+0=0 (mdd2)= par+ par = par

0+1=1 (mdd2)= par+ impar = impar

1+1=0 (mdd 2) = impar + impar = par
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iNo se puede dividir congruencias!

En general no es posible cancelar factores no nulos en las congruencias.

Por ejemplo:
2x1=2x4 (mdd 6)

Sin embargo,
1#£4 (méd 6)

En consecuencia, en general no se puede dividir congruencias.
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Otra propiedades dtiles

Corolario

Sia=b (mdd n), entonces para todo k € Ny ak = b* (méd n)

Observacién

Sia=b (mdéd n) y m|n entonces también tenemos que a = b (mdd m).
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Tablas de Restos

Una ecuacién de congruencias como
x?=-1 (méd 5)

puede entonces resolverse considerando un nimero finito de casos:

x méd5]| x2 méd 5
0 0

1 1

2 =-1
3=-2|9=4=-1
4=-1 l6=1

Podemos pensar a la funcién x — x? como actuando en las clases médulo

5.
Vemos que x> = —1 (méd 5) & x =2 (méd 5) V x =3 (méd 5). —1 es
un resto cuadratico médulo 5 (es el cuadrado de alguien médulo 5)
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Tablas de Restos (2)

Para comparar, consideramos una ecuacién de congruencias similar pero

modulo 7.
x2=-1 (méd7)

7 > 7
x_(mod7) | x* méd7 x (méd7)[ x> méd7
0 0
4=-3 2
1 1 - .
2 4 B
3 9=2 6=-1 1

Como —1 =6 (mdd 7) vemos que esta congruencia no tiene solucién. —1
es un no resto cuadratico médulo 7.
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Parte Il

Repaso de la clase anterior
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El MCD como combinacién lineal

Una consecuencia muy importante del algoritmo de Euclides es el siguiente
teorema:

Teorema (4.4.5 en el apunte de la profesora Kirck )

El maximo comiin divisor entre dos enteros a y b se puede escribir como
una combinacion lineal de ellos: es decir, existen enteros s = s(a, b) y
t = t(a, b) tales que

s-a+t-b=(a:b)
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Nimeros Primos
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Nimeros primos

Definiciéon

Un ndmero p € 7Z se dice primo si es distinto de 0,£1 y sus tnicos
divisores son +£1 y +£p. Un nidmero n € 7 distinto de 0,41 que no es primo
se dice compuesto.

Los primeros nimeros primos (menores que 100) son

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43

47,53,59,61,67,71,73,79, 83,89,97
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Existencia de la factorizacién en primos

La importancia de los niimeros primos radica en que en algln sentido son
los “4tomos” o “bloques” con los que se forman los demas niimeros:

Teorema

Todo entero n > 1, o bien es primo o se puede descomponer como
producto de nidmeros primos (positivos).

Mas adelante probaremos que esta descomposicién es (nica salvo el orden
de los factores (teorema fundamental de la aritmética).

Corolario

Todo nimero entero n > 1 que no sea primo, es divisible por un primo
(menor o igual que su raiz cuadrada).
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ostracion de la existencia de la fact

Hacemos inducciéon completa en n.

e Para n =1 no afirmamos nada (luego el teorema es trivialmente
cierto en este caso).

@ Consideremos pues un nimero n > 1, y supongamos que el teorema
es cierto para los nimeros menores que n. Si n es primo, tampoco
afirmamos nada. Supongamos pues que n es compuesto. En este
caso, por definicidn, es posible escribir a n como producto de dos
nGmeros naturales ny, no € N menores que n

n=nynp
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Demostracién de la existencia de la factorizacion (2)

Hacemos inducciéon completa en n.
Pero por hipétesis de induccién entonces, n; y ny se descomponen como
producto de primos:

ny = pip2... Pk

n2 =aq1q2...4s

donde p1,p2,.--Pk Y G1,Q2, ... Qs son primos. Entonces n también se
puede descomponer como producto de primos:

n=pip2...pkqiq2 - - - gs

En virtud del principio de induccién completa, concluimos que el teorema
es verdadero para cualquier n € N.
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Existen infinitos primos

Teorema (Euclides)

Existen infinitos ndmeros primos.

Supongamos que conocemos sélo una cantidad finita de nimeros primos:

p1=2,p2=3,p3=05,...,pn

vamos a ver un procedimiento para encontrar un primo que no esta en la
lista. (Esto demostrara que no puede haber finitos primos, pero ademas
proporcionard un algoritmo para encontrar tantos primos como queramos.)
El argumento de Euclides, consiste entonces en formar el n(imero

g=pip2---pn+1

Conforme al corolario del teorema anterior, o bien g es primo, o bien es
divisible por algiin primo g’ < g. Pero g no es divisible por ninguno de los
primos p1, p2, -.pn (ya que g =1 (méd p;) para todo i). En cualquiera de
los dos casos, hemos encontrado un primo que no no estd en nuestra lista
inicial.
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Parte |V

Nimeros Coprimos
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Nimeros coprimos

Definicién

Decimos que dos niimeros a, b € Z son coprimos (o primos entre si) si los
tnicos divisores comunes de a y b son +1. Esto es claramente equivalente
a decir que su maximo comin divisor mcd(a, b) es 1. Lo notamos a L b.

V.
Corolario

Dos enteros a, b € Z son coprimos si y sélo si existen s,t € Z tales que
sa+tb=1.

A\

Demostracion.

Por el teorema de la clase pasada, si el maximo comin divisor es 1, se
escribe como una combinacién lineal de a y b. Reciprocamente, si existen
sy t tales que 1 = sa + tb entonces si d es un divisor comin de a y b,
tenemos que d|sa , d|sb y en consecuencia: d|sa + sb =1, luego d = +1.
Concluimos que a y b son coprimos. O

v
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Divisibilidad con coprimos

Corolario

Si albc y a es coprimo con b, entonces a divide a c.

Demostracién.

Como a es coprimo con b, por lo anterior 1 se escribe como una
combinacién lineal de a y b, es decir existen s, t € Z tales que:

sat+th=1
Entonces, multiplicando por ¢ tenemos que:

sac + tbc = ¢

Como alsac, y a|tbc, concluimos que a|c. O
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La propiedad fundamental de los nimeros primos

Observacién

Si p es primo y p no divide a a € Z, entonces a y p son coprimos.

Teorema ( de Euclides, 4.6.3 en el apunte)

Sea p un primo y sean a, b € Z . Entonces

pla- b= plaV p|b.

Por induccién esto se generaliza a un producto de mas nimeros

Teorema

Sea p un primo y sean a1, ap,...an € Z . Entonces

n
p| H ay = plak para algin k
k=1
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Divisibilidad con coprimos (2)

Corolario
Sic

a, d|a y c es coprimo con d, entonces cd|a.

Demostracion.

cld=1=sc+td= a=s(ca)+ t(da)

pero
d|a = cd|ca A c|la = cd|da

luego
cd|s(ca) + t(da) = a
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Inversos Médulo n

Sean a € Z y n € N. Si a es coprimo con n entonces existe 3 (inverso de a
médulo n) tal que

a-a=1 (mdd n)

Demostracion.

Como a es coprimo con n existen s, t tales que
s-a+t-n=1
Si miramos esta ecuacién médulo n,

s-a=1 (méd n)

luego 3@ = s cumple lo pedido. []

v
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Un ejercicio de la practica

7|a® + b2 < 7|aAT|b

2+b2=0 (Méd7)=a=0 (Méd7)Ab=0 (mdd7)
La implicacién <« es facil. Veamos la implicaciéon =-. Si 7 no dividiera a a,

seria coprimo con 7 (por ser 7 primo) entonces existiria un inverso 3 de a
médulo 7. Pero entonces multiplicando por 32

a+b*=0 (méd7)=3%(a%+b°)=0 (méd7)

luego
(a-3)2+(b-3)>=0 (mdd7)

luego
(b-3)2=—-1 (méd7)

absurdo porque —1 era un no resto cuadratico médulo 7. Luego 7]a.
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i Qué pasaria médulo 57

De nuevo,

Lo que vale médulo 5

a=0 (méd5)Ab=0 (méd5)=a’+b>=0 (méd >5)

Pero la vuelta no vale. Si repetimos el razonamiento, si 5 no divide a a

—1 (mdd 5)

donde 3 es el inverso de a médulo 5. Pero no obtenemos un absurdo pues
—1 es un resto cuadratico médulo 5.

De hecho

es una solucion de

2?2 +b>=0 (méd 5)

donde a y b no son congruentes a cero médulo 5.
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Coprimalizar

Propisicion

Sean a,b € Z no nulos, y sea d = (a: b). Entoncesa =a:dyb =b:d
son coprimos.

Demostracién.

Sabemos que existen s, t tales que
sa+tb=d

Notamos que d divide a a y a b por definicién. Entonces podemos dividir
la ecuacién por d y obtener

sa +th =1

y como observamos antes esto implica que a’ y b’ son coprimos. Ol

v
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El Teorema fundamental de la aritmética

Teorema ( 4.6.5 en el apunte)

, . Enton ri n forma uni m
Seaa€Z ,a+#0,£1. Entonces a se escribe en forma tinica como
producto de primos (positivos), (o se factoriza en forma dnica como
producto de primos (positivos),) es decir:

Q@ VeZ,a#0,41, existe r € N y existen primos positivos p1, . . .p,
distintos y my,... m, € N tales que

a=d®p™-py2...p"

@ Esta escritura es dnica salvo permutacion de los primos.
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