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El Maximo Comdn Divisor

El algoritmo de Euclides es un algoritmo para el calculo del maximo comin
divisor desarrollado por el matematico griego Euclides (aprox. 325-265 a.
C).

Definicién (4.5.1 en el apunte de la profesora Kirck)

Sean a, b € Z. El maximo comdn divisor entre a y b, que se nota (a: b) o
mcd(a, b), es el mayor de los divisores comunes de a y b . Es decir:
(a:b)la,(a: b)|b ysid|ayd|b, entonces d < (a: b).

Nota: en el apunte dice que a y b deben ser no nulos, pero la definicién
tiene sentido si uno de los dos es nulo, de hecho

(a:0)=|a] VaeZ

Ademas
(a:b)=(lal:|b]) VabeZ

por lo que podemos suponer que a, b € No = NU {0}.
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El Algoritmo de Euclides

Para calcular (a : b) podemos suponer a > b (sino intercambiamos los
roles pues (a: b) = (b: a)

Efectuamos entonces la divisién entera de a por b obteniendo un primer
cociente g; y un primer resto r;

a=q-b+n 0<n<b

Si rn = 0 el algorimo termina. Sino, dividimos a b por r; obteniendo un
segundo cociente g y un segundo resto r»

b=qg-n+rn 0<n<n

Si r, = 0 el algorimo termina. Sino, dividimos a r; por r» obteniendo un
tercer cociente g3 y un tercer resto r3

n=q-n+rn 0<n<n
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El algoritmo de Euclides (continuacié

Repitiendo (inductivamente) el procedimiento, supongamos que ya
calculamos rp. Si rp = 0 el algoritmo termina. Si no dividimos a ry_1 por ry,
obteniendo que

r—1=qey1-re+r41 0<rg1<n
Notamos que por construcciéon la sucesién de restos
n>mn>rmn>...

es una sucesidn de enteros no negativos estrictamente decreciente. Por el
principio del minimo entero, se deduce que esta sucesién no puede
continuar indefinidamente. En consecuencia, siempre existe un N € N tal
que

rn = 0

es decir que el algoritmo de Euclides siempre termina.
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El algoritmo de Euclides (continuacion)

Teorema (4.5.3 en el apunte de la profesora Kirck)

El algoritmo de Euclides siempre termina y el dltimo resto no nulo ry_1
que se obtiene es el maximo comtn divisor entre a y b.

Ejemplo: Calculemos el maximo comin divisor entre 32 y 17 por el
algoritmo de Euclides:

32=1%*%17+ 15
17=1%15+2
5=7*2+1
2=2*1+40

El algoritmo de Euclides termina: El mcd entre 32 y 17 es 1.
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El invariante del Algoritmo de Euclides

Para demostrar el teorema, usamos el siguiente lema que expresa un
invariante del algoritmo (una propiedad que se mantiene a lo largo de las
iteraciones del algoritmo).

Propisicién ( 4.5.2 en el apunte de la profesora Kirck)

Si efectuamos la divisién entera de a por b, obteniendo un cociente q y un

resto r, entonces
(a:b)=(b:r)

La prueba del lema es inmediata: si d es un divisor com(n entre a y b,
entonces d también divide a r = a — g - b, en consecuencia d es un divisor
comun entre by r.

Reciprocamente si d divide a b y r, también dividird a a puesa=q-b+r.
Se deduce que b y r tienen los mismos divisores comunes que los que
tenian ay b, y en consecuencia tienen el mismo maximo comun divisor.
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Prueba de la correctitud del Algoritmo de Euclides

Usando el lema vemos que la sucesién de restos construida por el
algoritmo de Euclides, cumple que

(a:b)=(b:n)=(n:n)=(r:n)=...
:(rN_2 . rN_l):(rN_;l:O): rn—1

(pues para cualquier entero ¢ € Ny, med(c,0) = ¢ )

Es decir que hemos demostrado que el algoritmo de Euclides calcula
correctamente el maximo comin divisor.
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Bonus track: jlo progamamos!

Programita recursivo (en Python 3) para el Algorimo de Euclides

def mcd(a,b):
if b>a:
return mcd(b,a)
if b==0:
print ("El algoritmo de Euclides terminal!")
print (";El médximo comin divisor es",a)
return a

else:
q, r= divmod(a,b)
print(a,"=",q,"*",b,"+",1)

print ("mcd(",a,",",b,")=mcd(",b,",",r,")")
return mcd(b,r)
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La salida del programa

Ejemplo de una salida del programa

Calculamos el méximo comin divisor entre 360 y 46
360 = 7 * 46 + 38

mcd( 360 , 46 )=mcd( 46 , 38 )

46 = 1 * 38 + 8

mcd( 46 , 38 )=mcd( 38 , 8 )

38 =4 %8+ 6

mcd( 38 , 8 )=mcd( 8 , 6 )
8=1x*x6+2

mcd( 8 , 6 )=mcd( 6 , 2 )

6 =3%2+0

mcd( 6 , 2 )=mcd( 2 , 0 )

jE1 algoritmo de Euclides termina!
El madximo comin divisor es 2
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Variantes del algoritmo de Euclides
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El algoritmo de Euclides, segiin Euclides

Euclid's Elements

Book VII

Proposition 2
To find the greatest common measure of two given numbers not relatively prime.
LetABand CD bethe two given numbers not elatvely prime.
Itis requird o find the greatest common messure of-A5 and D,
14 1C 1If now CD measures AB, since it also measures itself, then CD is a common measure of CD'

G and 4B, Anditi clear that it s alo the greatet or no grater numberthan €D measures
5 o

B But, if CD does not measure AB, then, when the less of the numbers AB and CD being
coninually Sbtrcted from the grcate, some mber i et which mcasures e one before
it
For a unitis notLef, otherwise 4B and D would be relatively prime, whichis i e

I contrary to the hypothesis.

Therefore some number s eft which measures the one before it

Now let CD, measuring BE, leave EA less than itsel, let £
than itself, and let CF measure AE.

asuring DF leave FCless
5 ®

Sinc then, I mesirs A, and A messurs D, hrsor CF oo s DF Bt messurs
therefore if also measures the whole C.

But CD measures BE, therefore CF also measures BE. And it also measures £, therefore it measures the
whole 5.

Butit also measures €D, therefore CFF measures AB and CD. Therefore CFis a common measure of A5
and CD.

sy nextthat it i also the greatest
IFCF is ot the greatest common measure of 4B and CD, then some number G, which is greater than CF.
measures the numbers A8 and CD.

Now, since G
the whole 5.4, theref

res €D, nd CD messures B, tertors G lso messures BE.But it also mesures
it measures the remainder

But AE measures DF, therefore G also measures DF And it measures the whole DC therefore it also.
measures the remainder CF that is, the greater measures the less, which is impossibi.
Therefore no number which is greater than CF-measures the numbers AB and CD. Therefore CF is the
ereatest common measure of A8 and CD.

Qe

http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookVII/
propVII2.html // Invariante: (a: b) = (b:a—b)
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El algoritmo de Euclides binario

La siguiente es una variante del algoritmo de Euclides que sélo utiliza
divisiones por 2, lo que resulta ventajoso si se opera con nlimeros escritos
en el sistema binario (como sucede en una computadora), ya las divisiones
se pueden efectuar mediante operaciones de shift (corrimiento de los
digitos hacia la derecha).

El algoritmo puede describirse recursivamente de la siguiente manera:

u siv=20

2mcd (%, %) si u es pary v par
med(u,v) == mcd (4,v)  siuesparyvimpar

mcd (u, %) si u es impar y v par

mcd (v, %) si u es impar y v impar

Ejercicio: Programarlo y justificar porqué funciona.
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Parte Il

Una consecuencia del algoritmo de Euclides:

El maximo comin divisor se escribe como
combinacién lineal
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El MCD como combinacién lineal (identidad de Bézout)

Una consecuencia muy importante del algoritmo de Euclides es el siguiente
teorema:

Teorema (4.4.5 en el apunte de la profesora Kirck )

El maximo comiin divisor entre a y b se puede escribir como una
combinacién lineal de ellos: es decir, existen enteros s = s(a, b) y
t = t(a, b) tales que

s-at+t-b=(a:b)

El algoritmo de Euclides nos permite dar una prueba constructiva de este
teorema. Les voy a presentar una versién matricial siguiendo un articulo de
mi colega Antonio Cafure. Esta forma de presentarlo es diferente de las
quen estan en el apunte de la profesora Kirch, y también en el mio. Pero
tiene la ventaja que es mas facil recordar cudl es el algoritmo.
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Matrices y sistemas de ecuaciones lineales de 2x2

Consideremos un sistema lineal de 2 ecuaciones con 2 incégnitas

myp - X+ mp-y = m3
moy - X+ myp-y = mp3

donde los mj; son niimeros dados. le podemos asociar su matriz ampliada

de tamano 2 x 3:
mi1 Mo | M3
may Moz | Me3

2.x+3-y = 13
8- x—=5-y =1

2 3|13
8 -5 1

Es una forma compacta de organizar la informacién sobre el sistema.

Por ejemplo al sistema:

le corresponde la matriz
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Operaciones elementales por filas

Si a una ecuacién del sistema/fila de la matriz le sumamos o restamos un
mdltiplo (no nulo) de otra fila obtenmos un sistema equivalente. Es decir
que tendra las mismas soluciones.

Por consideramos sistema:

2-x+3-y = 13 2 3 13
8-x—5.y =1 8 =5 1

(cuya dnica solucién es x = 2,y = 3) y le hacemos la operacién
Fila; « Fila; — 2 - Filap, obtenemos el sistema/matriz equivalente:

—14.-x4+13.y = 11 —14 13|11
8-x—5-y =1 8 -5 1

con la misma solucién.
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Idea del algoritmo

Ahora volvamos a nuestro problema: dados dos niimeros a y b queremos
expresar a su maximo comiun divisor como una combinacién lineal
s-a+t-b=d deellos.
La idea para hacerlo serad considerar el sistema

1-x4+0-y = a 1 0]a

0-x4+1-y = b 0 1]b
cuya Unica solucién es evidentemente x = a, y = b y usar el algoritmo de
Euclides y operaciones elementales por fila para obtener sucesivamente
sistemas/matrices equivalentes en las que aparecen los restos ri en la

Gltima columna. Hasta que enventualmente obtenemos una matriz con un
cero en la dltima columna.

Cuando ello ocurra, podremos leer en la fila correspondiente quienes son el
mcd vy los coeficientes s, t de la combinacién lineal
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Veamos un ejemplo

Como antes apliquemos el algoritmo de Euclides para hallar el maximo
comun divisor entre a = 360 y b = 46.

@ Paso 0: Empezamos por la matriz
1 0360
0 1| 46
@ Paso 1: Dividimos a 360 por 46. 360 = 7 x 46 + 38.
Hacemos entonces la operacién Fila; < Fila; — 7 - Filay a la matriz.

Notamos que en la tercer columna aparece el primer resto del
algoritmo de Euclides r; = 38.

N 1 —7|38
0 1|46
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Veamos un ejemplo (2)

@ Paso 2: Ahora dividimos a b = 46 por r; = 38. Obtenemos
46 = 1 x 38 4+ 8. Hacemos entonces la operacién

Fi|a2 — Fi|32 -1 Filal
N 1 —7/|38 1 —738
0 1|46 -1 8| 8

@ Paso 3: Continuando, 38 = 4 x 8 + 6. Hacemos
Filal — F”a]_ —4. Fi|32

N 5 —39]6
-1 88
@ Paso 4: Ahora 8 =1 x 6 + 2. Hacemos Filay < Filap — 1 - Filag

N 5 =396
—6 47 |2
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Veamos un ejemplo (3): Finalmente ...

@ Paso 5: Finalmente 6 = 3 x 24 0. Aca como ya sabemos, el algoritmo
de Euclides termina. El dltimo resto no nulo 2 es el maximo comun
divisor. Fila; < Fila; — 3 - Fila Nos queda la matriz

5 =396 N 23 —-180 |0
-6 47 |2 —6 47 | 2
Es decir que el sistema original es quivalente a

23-x—180-y = 0
—6-x+47-y = 2

Pero sabemos que x = 360 e y = 46 es la solucién de este sistema
(porque lo era del original) luego

(—6) - 360 + 47 - 46 = 2

Esto muestra que el maximo comtin divisor se escribe como
combinacién lineal de 360 y 46.
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Demostracién del teorema en general

En general, empezamos con la matriz
a
b

10
01

correspondiente a un sistema de ecuaciones cuya (nica solucién es x = a,
y = b Aplicando el algoritmo de Euclides obtenemos una sucesién de
cocientes (qg¢) y una sucesién de restos (ry)

n>mrn>mr>...>rm_1>m=20
Haciendo alertenadamente las operaciones elementales por filas
Fila; < Fila; — gy - Filap £ impar

Fi|32 — Fi|32 —dqp - FiIa1 ¢ par

obtendremos sucesivamente matrices equivalentes por filas a la orginal,
donde los restos (ry) aparecen en la dltima columna.
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Demostracién del teorema en general

Es decir, matrices de la forma:
re—1
re

. r .
t o}
. r[—l .
Como vimos antes, el algoritmo de Euclides siempre termina (con ry = 0)
y obtenemos entonces una matriz de la forma
rv—1
0

- 0 s t
o
s t| -1 .
En esta situacién, ya sabemos que ry_1 = (a,b). Y como x = a, y = b es
la solucién del sistema asociado

s-a—i—t-b:rN,l:(a:b)

Es decir que el maximo comdn divisor entre a y b se escribe como una
combinacién lineal de ellos.
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Bonus track: jlo progamamos! (en Python 3/Sagemath)

Programita para el Algorimo de Euclides Extendido

def Euclides_extendido(a,b):
paso =0
m=matrix ([[1,0,a],[0,1,b]])
while True:
paso=paso+1
print ("paso ",paso,"\n",m)
if m[0,2]==0:
mcd=m[1,2]
s = m[1,0]
t = m[1,1]
break
elif m[1,2]==0:
mcd=m [0, 2]
s = m[0,0]
t = m[0,1]
break
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Bonus track: jlo progamamos! (2)

Programita (en Python 3) para el Algorimo de Euclides Extendido

elif m[0,2] >= m[1,2]:
q,r=divmod(m[0,2] ,m[1,2])
# Restamos a la primer fila gq veces la segunda
m[0,0] = m[0,0] - g*m[1,0]
m[0,1] m[0,1] - g*xm[1,1]
m[0,2] r

AILEE 3
q,r=divmod (m[1,2],m[0,2])
# Restamos a la segunda fila q veces la primera

m[1,0] = m[1,0] - g*m[0,0]
m[1,1] = m[1,1] - q*m[0,1]
m[1,2] =r

return (s,t,mcd)
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Otro ejemplo del algoritmo de Euclides Extendido

Calculamos el maximo comiin divisor entre a =120y b = 37.

Ejemplo de corrida del programa

sage: Euclides_extendido (120,37)
paso 1

[ 1 0 120]

[ o 1 37]
paso 2

[ 1 -3 9]

[ 0 1 37]

paso 3

[ 1 -3 9]

[-4 13 1]

paso 4

[ 37 -120 0]
[ -4 13 1]
(-4, 13, 1)

4
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Parte IV

Bonus track: jcuanto tarda el algoritmo de

Euclides?
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Los nimeros de Fibonacci

Recordamos que los niimeros de Fibonacci se definen recursivamente por
Fo=0,FF=1,F,=Fo1+ Fy (n22)

Es facil escribir un programa para generar los nimeros de Fibonacci

Calculamos los ndmeros de Fibonacci

def fibo(n):

if n==0:
return O
elif n==1:
return 1
else:

return fibo(n-1)+fibo (n-2)

for k in range(0,16):
print ("fibo(",k,")=",fibo(k))

v
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Tabla de los nimeros de Fibonacci

fibo( 0 )= 0
fibo( 1 )= 1
fibo( 2 )= 1
fibo( 3 )= 2
fibo( 4 )= 3
fibo( 5 )= 5
fibo( 6 )= 8
fibo( 7 )= 13
fibo( 8 )= 21
fibo( 9 )= 34

fibo( 10 )= 55
fibo( 11 )= 89
fibo( 12 )= 144
fibo( 13 )= 233
fibo( 14 )= 377
fibo( 15 )= 610
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i Qué pasa si aplicamos el algoritmo de Euclides a dos

nimeros de Fibonacci consecutivos?

Calculemos mcd(Fg, Fx11) para distintos valores de k usando nuestros
programitas:
Por ejemplo si kK = 11:

a=fibo( 12 )= 144
b=fibo( 11 )= 89

144 = 1 *x 89 + 55
89 =1 % 55 + 34
b5 =1 % 34 + 21
34 =1 % 21 + 13
21 =1 % 13 + 8

13=1%8+5

1 %5+ 3
=1 %3+ 2
1 %2+ 1
2 *x1+0
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eralizando....

Notamos que:

@ Se requieren exactamente k — 1 pasos para calcular med(Fy, Fxi1)
usando el algoritmo de Euclides.

@ Todos los cocientes son 1 (salvo el dltimo) y los restos son los
nimeros de Fibonacci.

@ Se puede ver que este es el peor caso del algoritmo de Euclides, o sea:
que si b < a < Fyy el algoritmo va a tardar menos. (Porque los
cocientes son g; por lo menos 1, y si son mas grandes, el algoritmo
tarda menos)
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La complejidad del algoritmo de Euclides

@ Pero

1
Fk_;'_lﬁ%

si k es grande [por la proposicién 2.5.5 del apunte de la profesora
Kirck], donde

(DkJrl

1++/5
2
es el nimero de oro . Se deduce que si a es grande y b < a, el
nimero de divisiones que requiere el algoritmo de Euclides para
calcular med(a, b) es aproximadamente (en el peor caso)

o =

~1,61803

log a
log ¢

(jEsto es muy bueno!, tiene complejidad lineal como funcién del
nimero de digitos de a)
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