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Introduccidén

En esta clase, explicaremos el binomio de Newton y haremos una demostracién
por induccién (diferente a la que esta en el apunte).

Recordamos que los nimeros combinatorios (Z) cuentan cuantos subconjuntos de

k elementos podemos formar a partir de uno de n elementos.

En particular, vamos a usar en esta clase la definicién recursiva de los nimeros

combinatorios
() _ () ~1 VneN
0 n

n+1 n n
= < k<n-—
()= (D) (7)) wemorcxea

[ver la proposicion 3.3.3 en el apunte de la profesora Krick ]
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El Triangulo de Pascal
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El Triangulo de Pascal (2)
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El binomio de Newton: casos n =2y n=3

El binomio de Newton es una férmula para calcular una potencia de una suma de
dos términos (binomio).

(x+y)"

Empecemos con los primeros valore de n:

(x+y)=x+y

(x+yP =(x+y) - (x+y)=x-x+x-y+y-x+y-y =x+2y+y

(x+y) =(x+y) (x+y) =" +20+y*) (x+y)
=x3 2%+ xy2 + Py + 2% 4 P = X3+ 3x%y + 3x° 4 2
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Bonus track: ;Y en

Este proceso puede continuar para los siguientes valores de n. Pero vamos a
hacerlo mediante un programa en Ptyhon 3 usando Sagemath

Programita para generar las potencias del binomio usando SageMath

var ("x"
var("y")
b=x+y
Newton = 1
for n in range(1,8):
Newton= expand(Newton * b)
print (" (x+y) ""+str(n)+"&=",latex(Newton),"\\\\")

Pueden descargar Sagemath en https://www.sagemath.org/
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.Y en general? ...

Salida del programa

(x+y)! =x+y

) =X+ 2y +y

)3 — X3 + 3x2y + 3xy2 _|_y3

(x+y)* =x*+4x3y +6x%y% + 4xy> + y*

(x+y)> =x5+5x%y +10x3y? + 10x%y>® + 5xy* + y°

(x+y)® =xP+6x5y + 15x*y? + 20x3y> + 15x%y* + 6xy° + y°

(x+y) =x"+7x8y +21x%y2 + 35x%y3 4+ 35x3y* + 212y + Txy® + y*

vemos que japarecen como coeficientes los niimeros combinatorios!
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El teorema del binomio de Newton

Teorema

Para todo n € N, y x, y ndmeros reales (o complejos)

(x+y)" = Z (Z) xkynk

k=0

Debido a este teorema, los nimeros combinatorios se llaman también coeficientes
binomiales.

Aunque es comin atribuir a este teorema de Newton, ya aparece en los trabajos
del matematico persa Al-Karaji del siglo 10 (vean
https://en.wikipedia.org/wiki/Binomial_theorem#History).

Haremos una demostracién por induccién en n.

Llamamos P(n) a la afirmacién que queremos demostrar.
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Demostracion del binomio de Newton por

induccion
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El caso base P(1)
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Paso inductivo: P(n) = P(n+ 1)
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Paso inductivo (2):Un cambio de indice

En la primera suma hacemos el cambio de indice k=j—1,0seaj=k+1

n—1
Z(k) k+1nl< (J )XJ"(Jl)
k=0

Lo que también podemos escribir como

n

n—1
M\ k+1 n—k _ n k., ntl—k
X (e = (Do)

k=0 k=1

ya que la segunda suma es la misma si a la variable la volvemos a llamar k en
lugar de j.
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Paso inductivo (3):Juntamos las sumas

Sustituyendo nos queda:

nl _ . n k., nt+l—k N\ nt1 0
(x+y) 1<k_1>xy —I—(n)x y

+<” Xoyn+1+z( ) k. n+l—k
0

Pero jahora podemos juntar las dos sumatorias en una!

(X +y)n+1 — (O)Xoyn+1

100 Qe
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Paso inductivo (4): Conclusién

Usamos entonces la recurrencia para los nimeros combinatorios. Nos queda:

(X+y)n+1 _ <8>X0yn+1

S /n+1 ]
+Z< . >Xky+1k

Pero como

©)=("57) =~ ()= ()=

Podemos escribir todo en una sumatoria:

n+1
1
Gyt =30 (T

k=0

y esto es exactamente la afirmacién P(n + 1). Por el principio de induccién
matematica, esto demuestra la afirmacién P(n), para todo n_natural.
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Una aplicacién
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Una identidad con nimeros combinatorios

El binomio de Newton es (til para probar distintas identidades que cumplen los
nimeros combinatorios. Algunos ejemplos aparecen en los ejercicios 25 y 26 de la
practica 3. Veamos una como ejemplo:

Teorema (ldentidad de Vandermonde)

j=0

En particular si tomamos n = m = r , como

(7) N <nnj>
G- (") -2 ()

que es la identidad del ejercicio 25, item iv de la practica 3.

nos queda:
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Definiciones sobre polinomios

Para la demostracién necesitamos algunas definiciones sobre polinomios (tema que
desarrollaremos mas adelante, en la practica 7).

@ Un polinomio en una variable (o indeterminada) x es una expresién de la

forma
n
P= E ak - x*
k=0

donde los ax son ciertos coeficientes. Si a,, # 0, decimos que P tiene grado n.

Por ejemplo,
P=(1+x)=> (Z)xk
k=0
es un polinomio de grado n.
@ Dados dos polinomios

P:Q@Vk:ak:bk
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i Como se multiplican polinomios?

Consideremos dos polinomios,

P:zm:aj-xj, Q:zn:bk~xk
j=0 k=0

El producto entre ellos se define usando la propiedad distributiva

P~Q:izn:aj~bkxjxk

j=0 k=0
Si agrupamos los términos que tienen el mismo exponente j + k = r, nos queda

n+m

P-Q= Z cx"
r=0
donde

r
C = Z aj'bk:Zafbr,j
j=0

0<j<m,0<k<n
Jt+k=r
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Prueba de la identidad de Vandermonde

En particular, si elegimos P = (1 + x)™, @ = (1 4 x)" tendremos

m n
2=(5) == ()
por el binomio de Newton, pero
P-Q=(1+x)"-(1+x)"=(1+x)"""

entonces usando de nuevo el binomio de Newton

(")

¢ =
r

y reemplazando en la férmula para los coeficientes ¢, de P - @ obtenmos la
identidad de Vandermonde

Cr_gaj-br_j—i@) | (,L)

Jj=0
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Algunas variaciones sobre el tema
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Bonus track 2: ;Y entonces Newton qué hizo? ...

En los cursos de anilisis, se ve el (verdadero) teorema del binomio de Newton,
donde el exponente puede ser un nmero real cualquiera.

Teorema

Para todo « real, y x real con |x| < 1,

e =3 (1) = g 2 ()

donde los coeficientes binomiales generalizados se definen por

(i) _ a(a—l)(a—2k)!---(a—k+l)

Para mas informacién (y ejemplos), pueden ver
https://en.wikipedia.org/wiki/Binomial_series.
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Bonus track 3: Otra férmula donde aparecen los

combinatorios

Como ejercicio, pueden intentar escribir una prueba por induccién del siguiente
teorema (imitando la que hicimos):

Férmula de Leibniz para la derivada n-ésima de un producto

Para todo n € N, si f, g : R — R son funciones n veces derivables en un entorno
de xg € R entonces:

n

(f-8)(0) =) (Z) ) (x0)g"~) (x0)

k=0

Ejemplo: h(x) = x*e*. Elijo f(x) = &* y g(x) = x*

4 4 4 4 4
A4 — <0) ext + <1> e*4x3 + <2) e12x% + <3> e 24x + <4) e*24

= (x* +16x> + 72x* + 96 x + 24) €*
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Bonus track 4: Potencias de sumas en con mas términos

(X1+X2+...—|-Xk)n= Z (J n))({lxézxﬁ

.US!';sz---J;'(S"
Atjt.Hjk=n

donde los coeficientes multinomiales son

(J n )_ n!
1 J2 Jk Jite ol !

Ejemplo: usando SageMath calculé

a4 x+x3)° =53 +3x20 4 3x¢ + x5 +3x2xs

+ 6 x1X0x3 + 3X22X3 + 3X1x§ + 3xz><32 + x33

3. 3 _6_, 3y__ 3 _6_,
021) " or-2r-1t 2 T \111) 1.1 1
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